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PURES ET APPLIQUÉES. °» ' '' 

MÉMOIRE 

SUR L'ÉLIMINATION DES NOEUDS 

DANS LE PROBLÈME DES TROIS CORPS; 

PAR M. JACOBI [*]. 

Les illustres géomètres du siècle passé, en traitant le problème des 
trois corps, ont cherché le mouvement de deux d'entre eux autour du 
troisième ou autour du centre de gravité de tous les trois. Mais, en 
réduisant de cette manière le problème de trois corps qui s'attirent 
mutuellement à un problème de deux corps qui se meuvent autour 
d'un point fixe, on fait perdre aux équations différentielles du problème 
cette forme précieuse dont elles jouissent dans leur état primitif, sa-
voir, que les secondes différentielles des coordonnées soient égalées aux 
dérivées d'une même fonction. C'est par cette raison que les principes 
de la conservation dés forces vives et des aires cessent d'avoir lieu par 
rapport aux deux corps. On pourra cependant éviter cet inconvénient 
en agissant de la manière suivante : 

Supposons, pour plus de généralité, que le système se compose de η 
corps, du Soleil et de η — ι planètes. Comme il est permis de suppo-
ser que son centre de gravité reste en repos, on aura une équation li-
néaire entre chacun des trois systèmes de coordonnées du même nom. 
Donc les η coordonnées parallèles à un même axe pourront être expri-
mées linéairement par η — ι autres quantités, en établissant η — ι 

[*j Cet article est extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences 
(seance du Β août 1842). 
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équations de condition entre les η (η — ι) constantes qui entrent dans 
ces η expressions linéaires. Comme on peut disposer encore d'un 
nombre (n — i)2 de constantes, on les déterminera de manière que, 
dans l'expression de la force vive du système, s'évanouissent les 

(n ~ 1 Hi?—produits des différentielles premières des nouvelles va-

riables. En se servant de formules parfaitement semblables pour 
chaque système de coordonnées du même nom, et en considérant les 
nouvelles variables comme les coordonnées de η — ι autres corps, 
on aura réduit de cette manière la force vive du système des η corps 
proposés à celle d'un système de η — ι corps, des masses convenables 
étant attribuées à ces derniers. Il y aura même dans les formules 

de réduction un nombre ——— de constantes arbitraires et dont ori 
2 

pourra profiter de différentes manières. 
D'après ce qu'on vient de dire, le principe delà conservation des 

forces vives donnera une équation dans laquelle la somme des forces 
vives des η — ι corps fictifs sera égalée à une fonction de leurs coor-
données. En se servant des règles générales de Lagrange, on en dé-
duira, par de simples differentiations partielles, les équations diffé-
rentielles du problème réduit, et Ton reconnaîtra aisément que la 
conservation des aires a lieu dans le mouvement des η — ι corps par 
lesquels on a remplacé le système proposé. Ces η — ι corps ne s'écartent 
d'ailleurs des η — ι planètes que de petites quantités de Tordre des 
forces perturbatrices, de manière que la première approximation peut 
être la même pour les uns et pour les autres. Le changement que, dans 
cette analyse, doit subir l'expression de la force perturbatrice n'aug-
mente pas la difficulté de son développement. 

En appliquant la méthode que je viens d'exposer au problème des 
trois corps, on réduit celui-ci à un problème du mouvement de deux 
corps qui jouit de propriétés remarquables. En effet, les trois équa-
tions fournies par la conservation des aires font voir : 

i°. Que l'intersection commune des plans des orbites des deux corps 
reste constamment dans un plan fixe : c'est le plan invariable du sys-
tème ; 

a". Que les inclinaisons des plans des deux orbites à ce plan fixe et 
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les paramétrés de ces orbites regardées comme des ellipses variables, 
sont quatre éléments, dont deux quelconques déterminent rigoureu-
sement les deux autres. 

Choisissons pour variables du problème les inclinaisons des deux 
orbites au plan invariable, les deux rayons vecteurs, les angles qu'ils 
forment avec l'intersection commune des plans des deux orbites, enfin 
l'angle que forme cette intersection située, comme on a vu, dans le 
plan invariable, avec une droite fixe de ce plan. On trouvera que ce 
dernier angle disparaît entièrement du système des equations différen-
tielles et se détermine après leur intégration par une quadrature. Donc, 
dans cette nouvelle forme des équations différentielles n'entre aucune 
trace des nœuds. Les six équations différentielles du second ordre, qui 
expriment le mouvement relatif des trois corps, s'y trouvent réduites 
à cinq équations du premier ordre et une seule du second. Par suite, 
l'on a fait cinq intégrations. Les intégrales connues n'étant qu'au 
nombre de quatre, on pourra donc dire que l'on a fait une intégration 
déplus dans le système du monde. Je dis dans le système du monde, 
puisque la même méthode s'applique à un nombre quelconque de 
corps. 

ATÎAI/ÏSF.. 

1, Soient m la masse du Soleil, m, et m
2
 celles des deux planètes; 

soient ξ, r
t

. ζ; ξ,. r
ih

, ζ, ; ξ.,, r,.
2

, ζ
2
 les coordonnées rectangulaires des 

trois corps m, ?«,, m
2

, rapportées à leur centre de gravité. Comme on 
a les trois équations 

(r) 
ηιξ -J- /η,ξ, + ηι2'ξ.2 = ο, 
mr

t
 -+- m

t
rn -+- /π2η2 — ο, 

, m'Ç -+- ιη,'ζ, -+- >η.,ζ
2
 = ο. 

il sera permis de faire 

(2) 
| = αχ -1- βχ,, r, = ay + rpy

s
. ζ — az -u βζ,, 

ξ, = α
κ
χ + β

{
χ„ ru = «,/-+- j3,j,, ζ, = α,ζ β,ζ,, 

Ç
î
 = a

s
x β

3
χ,: r,

3
 — a

2
j-+- ζ

2
=α

2
ζ-t-p

2
r·,, 

/(Ο . 
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les six constantes a, β, etc., devant satisfaire aux deux conditions 

(3) 
ma 4- m, a, + m2a2 =z o, 
mp + m, β, + m

2
 β

2
 = o. 

Supposons de plus que, par les substitutions (2), la somme des forces 

vives du système 2T se change en cette expression 

(4) 

aT - f* \ΈJ + + \dt) J 

+ 4(£), + (£)1 + (S)'J· 
on aura les trois équations 

(5) 

μ — ma a + m,a, a, + m2a2a2, 
μ, — ιηββ + πι,β,β, -+- ηι

2
β

2
β

2
, 

ο — map + ηι,α,β, -h ιη
2
α2β

2
. 

J'observe qu'en vertu des formules (3) on peut faire 

(6) α.,β
2
 — α·ίβ\ ~ z-m, σ.

2
β — αβ

2
 — ε-m,, αβ, — a,β — ε.ιη

2
, 

ε étant un facteur indéterminé. Des formules (5) et (6) on tire aussi 
celle-ci : 

(7) , μμ, = mm
l
m

2 -H (in + m, + ιη
2
)εε. 

Si Ton fait 

(8) 

χ χ + JJ -h zz = rr, 
ι 
, + JiJTI + ζ,ζ, = J\r

n 

xx, + J'y, -l- zz, — rr, cosV, 

on aura 

(9) 

pp —(ξ < — ?î)2 + (>7, ~Ηζ,—Ç
a
)2 

= γ rr + a γ σ rr, cos V + d r, r,, 

>,pi = &.-sr >jr -Kç»-çr 
_ yi rr+ ayt ̂  ,T( COS y + 0·^ ̂

 ? 

pp (ξ - ξ,)' + + (Ç-ÇJ 
= "/g rr+ x/

2
 â

2
 rr, cosY + <?§/·, r,, 
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ou l'on a mis, pour plus de simplicité, 

(10) 

y —· et, oc
2

, ο — P, pa. 

7i= «2 — α> °\ = P2~ p, 

72= α — «o 0% = β ~ β*, 

ce qui donne 

(n) 7 + y, + y2 = o, 
â1 -+- ο", + c?

2
 = o. 

Si l'on pose 

U= mm1 + mm2 m1m2 = m1m2, 
ρ, ρ, ρ *·* ρ 

le principe des forces vives fournit l'équation 

(ia) T=U-A = 2— -Λ, 

h étant une constante arbitraire. Or, si dans cette équation l'on substi-
tue les valeurs des quantités Τ, p, p

t
, tirées des formules (4) et 19)? 

on aura tout de suite, par les règles générales données par Lagrange 
dans sa Mécanique analytique. 

(i.3) 

d'x m,m2-j (fxH- Sx,) rfU 
dt2 2d p3 dx 

d*y — __ ν ity+h'i) __ 
p dF ~ 2d P3 ~~ dy 

\ 

d-z m,my/ (yz + Sz,) dII 
I V- dt3- 2d p;! dz ' 

d2 µ1 = x1dt2=_ E m1m2 b (yx+bx1) p3 = dU dx1, 

µ1 d2 y1dt2 = _ md'y, _ ^ "^(77 + ^1) '(H 

\ d2z
t
 ^ m

x
m

%
$ (vz-Mz,) ah 

\ clt5 pa <^ι 
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On tire de ces formules les suivantes : 

v!ii' 

ρ V OF -
 z

-à) = ^ U"' -IF-
Z
>1¥) 

= -(?**- «rO^—7^-

11{'HF-Xw)=-'1'\'·1Ρ-Χ'ΊΡ) 

= _ (zx1 _ xz1) Z m1m2yz p3, 

V* \
x
if--TUF) = ~ ^ (*« ΛΓ *0 

=_ (xy1_ yx1) Z m1m2y p2; 

(les équations donnent les trois intégrales 

(i5) 

H" [fa-**)
 +

 & ν<ΊΠ ~
 z< λ) =c' 

zdï-xli) + ^\z*-â-x*-dï)=c» 

µ s dy dt_ dx y dt+ µ1 x1 dy1 dt_y1 dx1 dt=c2, 

c, e,, c
2
 étant des constantes arbitraires. Je remarque à cette occasion 

les formules 

li 6) 
Μ(*£-·.&)-</* + ν.)Σ=72. 

µ1 = yd2z dt2 _ z d2 dt2 = _(yz1_d2y1 dt2= _ (yz1_zy1) m1m2bb p2; 

d'où l'on tire 

07) 

d(y1 dz z1 dy + ydz1-dy1 
I ^ -A 

= Lr*« ~ *r«) Σ — ρΓ~^ m1m2 (µ1yy_µbb) p3 

On a deux autres systèmes de formules semblables à celui des for-
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mules (i6) et (17), et qui se rapportent aux coordonnées ζ et χ et aux 
coordonnées χ et y. 

D'après une propriété connue des fonctions homogènes, il suit des 
formules ( 13), 

..8) 

d2x d2y d1z 
^{X1F +?1ÏF +z7Fl 

+ µ1 (x, d2x1 dt2 + y1 d2y1 dt2+ z1 d2z1 dt3): 
= - u. 

Donc, en faisant usage des formules (4) et (12), on obtient la sui-
vante : 

('9' d2 (µrr+µ1r1r1) dt2 = 2 (U-2h). 

Les six équations (i3) pourront servir à déterminer les six quantités x, 
γ, etc., en fonction du temps. Mais on pourra aussi choisir pour cet 
effet six autres équations indépendantes entre elles et qui se déduisent 
des équations (t3) par des combinaisons différentes, par exemple, les 
quatre équations (12) et (15), une des équations (14) et l'équation (19). 
En effet, on reviendra sans peine de ces dernières aux équations (i'3). 

On déterminera a, β, etc., par les quantités γ, ϋ\ etc., au moyen des 
formules 

(•10) 

Ma = m,y
2
 — m

2
y
f
, Mj3 = m

{
 c?

2
 —_m2b1, 

Ma,= ni., y — m y
2

, Mp,— m., d — m , 
Ma

2
= ni y, — y, Mp

2
= m o\ — m, rf, 

où 

iM — ! Il ' III j ■ ltl2. 

Ces formules étant substituées dans l'équation (ô), 011 aura 

(a 0 

Mp. = m,m
2
yy H- m

2
my, y, -j- mm

l
y

2
y

2
, 

Mu, = m, m.,00 + m2mà\ô\ + mm,o\o\, 
ο = m,m2yo -f- m2my, η, mm, y2o

2
. 

formules analogues aux équations (5). 

2. Je veux discuter à présent la grandeur des différentes constantes 
qui entrent dans les formules précédentes. Ces constantes n'étant pas 
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entièrement déterminées, il s'agira de faire telles suppositions sur leur 
grandeur respective qui pourront subsister avec les équations de con-
dition établies entre ces constantes et qui permettront en même temps 
dje faire usage des méthodes d'approximation connues. 

Les équations de condition que l'on a établies entre les constantes 
a, β, etc., sont les suivantes : 

(0 
/ ma -h m, a, -+- m2a2 = o, 

m β + m
K
 ρ, + ιη

2
β

2
 = ο, 

map-h m
{
a

i
p
i
-sr ο; 

celles que l'on a entre les six constantes y, â, etc., seront 

(2) 

γ + γι + γ2 = ο, 

v+ b1+ b2=o, 
m

K m2yâ-±- m2
my

i
§

i
 + = o. 

I.es masses des planètes étant très-petites par rapport au Soleil, les 

fractions — ·> — seront des quantités très-petites du premier ordre. Cela 

posé, les équations (x) font voir qu'il est permis de supposer a, et β
2 

très-proches de l'unité, pendant que les constantes α, a
2

, β, β, seront 
des quantités du premier ordre. En effet, si l'on fait 

(3) 
m, 6 o riiï'k 

"2 — m ' e1 in 

on tirera des équations (i) les formules approchées 

(4) 

et. ~ f Cf\ — ι j ι + à + 6 — o 5 

9 — 9 — r ' m ' 

d'où l'on tire les valeurs approchées correspondantes des quantités y, 

ù, etc., 

(5) 
γ=ι,

 7( = - —λ, y2=-l, 

Ù ~ — Γ . = I , &2 = 6. 

Enfin les quantités μ et a, s'écarteront peu des masses m, et r/ι
2

. Tous 
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les écarts de ces valeurs approchées avec les véritables valeurs pour-
ront être supposés de l'ordre des forces perturbatrices. 

Il suit des considérations précédentes, que les quantités χ, γ, ζ ne 
s'écarteront de ς,, r

ln
 et que les quantités z, ne s'écarteront 

deS
2

, yj
2

, Ç
2
 que de quantités de l'ordre des forces perturbatrices. Donc, 

si l'on imagine deux corps dont les coordonnées respectives sont x. 
j, z, eta1,, j

(
, z,, leur mouvement autour du centre de gravité du 

système des trois corps pourra, en première approximation, être re-
gardé comme elliptique. La même chose aura lieu si le mouvement est 
rapporté à tout autre point qui ne s'écarte de ce centre que de quantités 
de l'ordre des forces perturbatrices. En négligeant ces quantités, on 
déduit des formules (3) et(i3) du n° 1 les équations différentielles qui 
servent à la première approximation , et que l'on intégrera par les feu -
mules elliptiques connues, 

0 

cl· x mm
{
 χ 

dt2 y,μ r·' ' 
a* y mm, y 
dt'1 y-.μ /'3 ' 
(t-z mm{ z 
dt'2 y 

v
 μ, rà' 

d2x
i
 mm·, χ, 

dt- o, U.| r■1 

d-yι mm-
:
 y-

dt1 o, pi r \ 
d-z, nim2 s, 

dt ' 0| t/,j r f 

on les facteurs 5 τ— ne s eeartent de 1 unite que de quantité 

du premier ordre par rapport aux forces perturbatrices. Si l'une des 
deux planètes, par exemple la seconde, est beaucoup plus éloignée du 
Soleil que l'autre, il conviendra de substituer aux trois dernières de et s 
équations celles-ci : 

crx- m» ίm m\ x, 
dt1 μ, \^ο

ί
 ο J t". 

I (i-y m<. ι m //?, \ r 
| dt'2 y.. ο J r² 
f d2z

{
 m·, fm m

]
\ z, 

\ dt~ y-t \0| ο J /· j 
Tonn· î X. — Sfi'Tembre iSfj-j· -I * 
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Dans les approximations successives l'on pourra laisser indéterminées 
les quantités μ, μ,, γ, ο, etc. ; seulement il sera bon de fixer la valeur 

β 
fie la quantité -■ Si l'on fait exactement 

7 = «
(
 - α

2
 — ι , â = β, — β, = —- ι, 

on aura 

(8) ξ, — ξ
3
 = χ — χ„ Υ1, — ·η-

2
 = y — y

t
, ζ, — ζ

2
 = ζ~ ζ,. 

Dans ce cas, on peut envisager les quantités x, y, ζ et x,, j ,, z, 
comme les coordonnées des deux planètes elles-mêmes, mais rappor-
tées à un autre point que le centre de gravité du système. En effet, on 
pourra faire, en même temps, 

(9) 
ί ξ, —χ + a, ·η

κ
 = y -+- b, ζ, = z --h c, 

[ ς2 —·Χ,+ yja —y, -b b, — %κ 4~ C? 

a, b, c étant déterminées par les équations 

(ίο) ά = a
s
x-h β,χ,, h =■ rj^yβ

κ
γ

K
, c = α

2
z- + j3| z,. 

Or, des équations 

ξ, = a.
K
x -+- jS, χ,, ξ

2
 = a

2
.r ■+- β2χ,, 

on fire 
αϊζι + Piζ

2
 — (oq + β,) Cf.

2
x ■+- (α

2
 + |S

2
) /5, .τ, ; 

et comme on a 
a1 + Ρ) α2 + p2J 

on aura aussi 
__ α,ξ, + ρ,ς, 

a «I + pl 

On trouve de la même manière 

b= a2a1+ B1nx1+ B1, c= a2c1+ B1c2 a1+B1. 

Si l'on retranche des coordonnées a, ξ, et |
4
 la même quantité 

me-+- /w, ξ, + «2ξ, 
M ' 

AI étant la somme des masses, on trouvera, après quelques réductions, 
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la valeur suivante de a, et de la mesne manière les valeurs ci-jointes 
de h et de c, 

ι ι 

_ ξ + 7>ξι — Έξ·, 
3 ι 4- 71 — S, 

>J + 7iî!, S.,r,.· 

i + 7' —r'-

? + 71 ? ι 23c3 
1+7, — S 

Les constantes y, et a1., qui entrent dans ces formules pourront être 
des quantités quelconques remplissant l'équation de condition 

A A; y1 _m1 m b2 + m2 m =M m, b2, 

il sera donc, entre autres, permis de faire 

113) 0
2
 = o, y, = — , OU y, = O, &3 = —m2 m 

En supposant toujours 

y = -<ï = i. 
on aura encore 

( q4'i 

Μα = — [(m, 4- //<
2

.i y, + m,], M/3 = (//<, +■ ///,) ά
2
 — m,. 

Ma, = my, + /« + 3V1/3, = — (///o\ + «i,;, 

M a 2 — my, —m,, M/5
2

=r — //? ο*
2

 ι-- m 4- m,, 

Va '— (1 + 71 ! » «\ — 1 — ^27 

µ1= mm2 y1 + 1+y1_b mb3+m2= m2(m7m1 (I+ y1_b2). 

µ1 =mm1b2 I+ y1_b2 my1_ù1 = ù1(mb2+m1) My1 (1+y1_b2). 

Les formules (j 1; sont indépendantes de l'origine des coordonnées; 
elles font voir que le point autour duquel 011 suppose les deux planètes 
décrire des orbites elliptiques variables est le centre de gravité des trois 
corps, si l'on donne respectivement au Soleil, à la première et à la 
deuxième planète, les masses 1, y,, — t?

2
. Si l'on fait r}

2
 — o. ce point, 

deviendra le centre de gravité du Soleil et de la première planète. en 

4 t.. 
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leur attribuant leurs masses effectives m et On aura dans ce cas 

a= m q2=o, 
m1 m2 m+m1 

>J ~~ m' M' — M ' 

7 = U 7« = -' 72= -(/ + -)■ 

0* = — I, = I, C?2 = o, 

l(
,.
 = ml

^ + _j,
 Ft = wa

___. 

On voit donc qu'il faudra attribuer aux planètes des masses un peu 

différentes dont la raison n'est plus —? mais — —· 

5, Avant établi entre les quantités χ, j, etc., les équations (6) du 
n° 2, les corps dont les coordonnées sont x,j~, ζ et x

t
,j·,. ζΊ, décri-

ront autour de l'origine des coordonnées comme foyer des orbites 
elliptiques. Nommons, par rapport au premier de ces corps, 

a a le grand axe de son orbite, 
■2ρ le paramètre, 
/ l'inclinaison du plan de l'orbite à un plan fixe, 
Ω la longitude du nœud ascendant du plan de l'orbite sur le plan fixe, 
et notons d'un trait les mêmes quantités rapportées au deuxième corps; 
cela posé, on aura par les formules connues, pour le mouvement 
elliptique d'une planète autour du Soleil : 

(0 

* lù 'dt = k Vf CGS 1 ; 

? lu ~ z ~dt ~k vé s,n 'sm Ω ' 

z dx dt_x dz dt=_k p sini cosZ, 

^in =k< v/acosi-> 

y* in ~ Zi~Â~ ■v^4 sm?i sin 1 ' 

ζ, — — .r, — — — A, v/b sm 7, cos Ω,, 
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où l'on a 

(2) kk= _ I mm1 y2 µ, k1k1= I mm2 b1 µ1, 

et où pour le plan des x et j· est pris le plan fixe, et pour l'axe des χ 
la droite fixe de laquelle les nœuds ascendants sont comptés. 

Pour le véritable mouvement donné par les équations (i3) du 11" i, 

on laisse subsister la forme des expressions elliptiques, en en faisant 
varier les éléments. Dans cette supposition, l'on a entre les six élé-
ments troublés ρ, i, Ω, p,, /,, Ω,, trois équations au moyen desquelles 
on exprime immédiatement les trois quantités 

\p
t
 cos i

{
, y'p, sin b si" Ω) > */pï sin b cos ? 

par les trois autres 

\Jp cos i, yμ sin i sin Ω, \jp sin i cos Ω. 

En effet, en substituant les formules (1) dans les formules (i5) du 11" 1, 
l'on trouve entre ces quantités les simples relations suivantes : 

(3) 
μ k\fp cos i -+- μ, A, \lp, cos/, — c

2
, 

pk y ρ sin ι βιηΩ + μ, A, \pt sin ?, sin Ω, — c, 
pk \'p sin / cos Ω + μ, k, yρ, sin /, cos Ω, = c,, 

c, c,, c2 étant des constantes arbitraires. 
On sait que l'on peut disposer de la direction des axes des coordon-

nées de manière à faire évanouir deux des trois constantes c, c,, c\>. 
Supposons donc 

c = o, c, — o, 

le plan des χ et y sera celui auquel Laplace a donné le nom de plan 
invariable. En faisant 

c — c, = o, 

les équations (3) se changent dans les suivantes : 

(4) 
μΑ yρ cos i + μ, A, ylp^ cos /, = c2, 
μ k \p sin / + μ, /i, yμ, sin /, = ο, 

Ω = Ω,. 

Les deux premières de ces formules font voir que les inclinaisons de.' 
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plans des deux orbites au plan invariable sont parfaitement détermi-
nées par les deux paramètres, et vice versa. Nommant ί — t, — / 
l'inclinaison mutuelle des deux plans, on déterminera I par la formule 

(5) 
4 pp., kk, \lpp, sin I2 = \pk \Jp -t- μ, k

t
 y'p, }2 — c, 

et ensuite on aura i et t, eux-mêmes par les formules 

(ΰ) 
c

2
 sin i, = p.k \'p sin I, 

c
2
 sin ι = — μ, ft, y ρ, sin 1. 

Il suit de ces formules que le plan invariable passera constamment 
entre les plans des deux orbites. On voit par la troisième des for-
mules (4), que l'intersection commune des plans des deux orbites se 
meut dans le plan invariable. Je remarque que la position du plan 
d'une orbite est indépendante de la forme que Ton suppose à cette or-
bite, et qu'elle est entièrement déterminée dès que le centre du mou-
vement ou l'origine des coordonnées est fixé. En effet, ce plan est celui 
qui passe, dans chaque moment du temps, par l'origine des coordon-

nées et par deux positions consécutives de la planète. 

4. L'intersection commune des plans des deux orbites tournant au-
tour du centre des coordonnées dans un plan fixe dans l'espace, et que 
Ton prendra pour celui des χ et desjr, il paraît naturel de prendre 

pour variables, 
Les deux rayons vecteurs r et r,, 
Leurs distances au nœud ascendant commun des plans des 

deux orbites υ et y,, 
Les inclinaisons de ces plans au plan invariable i et , 
La longitude du nœud ascendant commun des deux plans 

ou sa distance à l'axe des χ Ω. 

Par les formules connues de la trigonométrie sphérique , on aura 

(Y; 

χ = ?■ (cos Ω cos υ — sin Ω cos i sin υ), 
γ == r ( sm cos y -i- cos it cos ι sm υ), 
ζ = r sm ι sin υ, 
x

t
 — /·, (cos Ω cos υ, — sin Ω cos i, sin y,), 

j
K
 - r, ^srntzcosy, -t- cos i2 cost, sin y, , 

ζ, = r, sin t, sin y,. 
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Nommons du l'angle de deux rayons vecteurs consécutifs de la pre-
mière planète fictive; comme dans le plan de l'orbite d'une planète se 
trouve aussi sa position consécutive, on tirera des formules ( r) les deux 
systèmes de formules 

fa 

d- = — (cos Û sin ν -h sin Ω cos i cos ul du — Acfu. 

d y = — ( sin Ω sin υ — cos Ω cos i cos υ) du = Β (in, 

d - — sin i cos υ du = Cdu; 

(3) 

d - — Adv -h A'di — - rfû, 

d } = Iktu + E7//' -4--dû. 

d z = G du -4- G'di, 

en faisant 

(4) 
A' = sin Ω sin / sin u, 
Β' = — cos Ω sin/ sin u, 
C = cos / sin u. 

Il suit des formules (2) et (3), 

(5( 

ο — A (du — du) -+- A'di — y dû, 

ο — Β [du — du) -h B7/z + - dû, 

ο = C (du — du) -4- G'di. 

On tire des formules (1), (2) et (4), 

■6) 

cosû.k + &ίηΩ.Β = — sin υ , 

cos Ω. A' + sin Ω.Β' = ο, 

— cosΩ-jf Η- sinû..x = — rcos/sinu. 
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On aura donc, d'après les formules (5), 

(7) 

dv — dv = cos idÙ = tang v. d' ■> 

dQ, — tang υ.—.· 

La formule 
dv — dv — cos id Ω 

peut être déduite aisément de la considération d'un triangle sphérique 
formé par les côtés 

dû, υ + <?υ, υ + dv. 

Soient 

(8) 
cos Ω = η cos ρ, sin Ω = η'cos ρ'. 

cos i sin Ω = η sin ρ, cos ι sm Ω = η sin ρ , 

on aura 

(1) 

χ = r.n cos (υ 4- ρ), y — r.n' cos (y — ρ'), 

d. y — — η sin (ν -+- ρ) dv, d.
f
 ~ — η' sin (υ — ρ') dv. 

Il s'ensuit de ces formules, 

xd.~
r
 —yd.~

r
 = rnn' sin [ρ -+- ρ') dv^ 

yd.- — %d'~r — r&mi.n'cosp'.dv, 

zdΛ —xd.~
r
 — — r sm i.η cosp.dv, 

ou, en substituant les formules (8), 

(10) 

xdy — ydx — rrcosi.âv, 
ydz — zdy = /vsin Ω sm i.dv, 
zdx — xdz — — rr cos Ω sin i. dv. 

Ajoutant les carrés de ces équations, on a, d'après des formub 
connues, 

rr(dx2 -h dy% + dzi — dr") — r*dv*, 
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ou 

(il) d.r d.r ■ -!- djdj + dzdz = drdr + rrdvâv. 

Pour avoir des formules semblables par rapport à la deuxième de 
planètes fictives, on n'a qu'à ajouter un trait à chaque lettre dans le 
formules (2), (10) et (11), pourvu qu'on nomme dv, l'angle que formen 
ses deux rayons vecteurs consécutifs. Donc, puisqu'on a Ω( = Ω, i 
viendra, d'après la seconde des formules (7), 

■(12) tang v, di sini = tan vi . di sini. 

Mettant c = c, = ο dans les formules (i5), n° 1, et substituant le: 
formules (10), ainsi que leurs semblables relatives à la deuxième pla-
nète, on a 

(i3) 
[j.rrcosî.dv + [x, r,t\ cosi, .dv, = c

2
dt, 

ixrr sin i.&v + μ, r, /', sin .àv, — ο. 

De ces formules on tire les valeurs suivantes de àu et de o\j,, 

(■4) 
dv = dv + tangv di tangi = c2sini µ rrsinI dt, 

dv1 = dv1 + tang v1 di c2 sini 
Ό tango u.r.^sml 

où, comme ci-dessus, on a fait I = — i. Substituant la première d 
ces formules dans la première des formules (10), il vient 

1 :V dr d.v c.sin/, cost 
x Tit ~~ y ~dt ~ fTsTnl ' 

La différentielle de cette quantité sera égale à 

= c2 sini2 cosi2 µ sinI2 d. sinI sini, cosi = c2 sini21 cosi2 sinI2 d. tang i c.tang i1, 

on aura done 

iG· x d2y dt2_ y d2x dt2= c2µ sinI2 sini1 cosi, di dt_ sini cosi di dt,; 
Tome 1\. Sri'TF.Mr.Rn ib-'jj·4 2 
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On tire encore des formules (i i) et Ci 4) la suivante 

(r7) cosi1dv_ cosi dv1= c1 sinI sini1 cosi µrr+ sini cosi µ1 r1r1 dt, 

L'expression de la force vive du système est fournie par la formule (4), 
n° I, et par les formules (11) et (i4) données ci-dessus, 

(18) 
2T _ J + ,'U I (/77J

 +
 (Λ) 

= ίΐηΤ + + 1J
- U<

 + μ
' W ' 

Les formules (12) et (19), n° I, donnent 

(<9J 

a Τ = aU — 2 A, 

^''d? + 7tr + μ Vdt) + tJ-< (lù) U ~~2h 

d'où vient 

(2°) 

.«· L
2/i

^
 +

 U) J
+
 ^ ί

2Γ( ~dt~+ U) 

_ c22 sinI 2 [ sini2 1 µrr+ sini2 µ1r1r1 + 2h=o, 

Remarquons encore la formule qui dérive des formules (i), 

(2l) y1— jrx
A
 = n\ (cos i, sin υ, cos υ — cos/sin υ cos u,). 

Des formules (12) et (16) on tire 

(22) 
xd2y dt2_y d2x dt2= c, sini1µcosvsinv1 sinI2( cosi1 sinv1 cosv_ cosi sinv cosv1 di dt 

- c
2
sm/, (.vj't—yx\) di 

- (x cos y sin y
 t
 sin I3 rr

{
 dt 

Substituant cette formule dans la dernière des formules (14) , n° i, il 
vient 

(23) 
c-, si η / di /mm, 7, mm,'/,S, «,/Μ,γίλ 

cos υ sin υ, sin Ρ rr, dt \ pi ρ , ρ3 / 
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Comme on a, d'après les formules ( ι ι) el ( 14)? 

(2./,) 
χ d~x + γ f/Q + zd2z = Ô d'2. rr— (drdr - h irr}vr) 

= rd*r - cl dl\ 

il suit des formules (13"), η" 1, 

2 5) 

d-r c,r-_ sin C 72(72r + ô./·, cos V) 
; ' dt2 ρ sin Ι2

 Λ·
1 U 

"»Ό7ι (νΓ + ί.Ο cos V) τη,7 (7 '' + 5Λ <'os "V) 
dt2 µ sin I2r2 

Des formules (18) et (ct5) on peut déduire la suivante 

(2. G) µrr d. sin 2sinI2+ c2 2 d sin2 sin i2 sinI2 

= 4/r4sinVdTVra^ + 
\ Pi Pi Ρ" ! 

On obtient aussi la valeur de d\ en observant que, dans l'équation 

cos V = cos υ cos y
(
 -f- cos I sin υ sin 19, 

011 peut mettre en même temps V + dV, υ + άν, υ, + dU, au lieu de 
λ7, υ, u

t
, ce qui donne 

27) 
sin VdV — (sin ν cos -j, — cos I cos υ sin υ

4
) âi> 

-ρ (cos υ sin υ, — cos I sin υ cos υ,) &υ,. 

Si, dans le triangle sphérique formé par les côtés V, υ, υ,, on nomme 
9 et 9

(
 les angles opposés aux côtés u et υ,, on a 

'28) dV — cos 9âu + cos φ
Η
 chq, 

formule qui fournit l'interprétation géométrique de la formule (27). 
Les formules (14), (23) et (29) pourront servir à vérifier la for-

mule (26). 

0. Entre les six quantités 

r, r,; υ, y, ; i, i{ 

et le temps t, on a, d'après les formules (12), (14), (19), (23) du pré-
42.. 
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cèdent article, les équations suivantes, qui pourront servir à dévelop-
per ces quantités en fonction du temps. 

jEquations différentielles du problème des trois corps. 

1. 
di dt, 

tang υ -—. = tang υ, . -—Γ) sin i sin i1 

II. 
di . c2 sin i, dt 

tang υ l· ax> = .—=■ —j 
tang i µsinIrr 

III. 
dii , c

2
 sin t dt 

tang υ τ -+- αυ, = τ— ■> 
tangi1 µ1 sinI r1r1 

IV. 
c2 sin ^ ίηιιηφά, mmrp d, ^ mpnp/ϋ \ ^ 

cos usina, sin I2 n\ VP, Pi p3 / ' 

y. sin sinI2 sini21 prr di = _ mm1 µ dr dt2 + µ1 dr1 dt2= 2U _ 2h, 

VI. 
d^rr+ ρ,οη) = _ h 

dt2 H 

On a mis dans ces formules 

(0 

U = Η -t —, 
p2 ρ, ρ 

ρ ρ = yyrr + nyârr, cos V + ââr,r,. 

Ρ* Pi = 71 7i ""+ 27, ci, rr, cos V + â
t
 â

t
 r, r,, 

Ρ 2 Ρ a = 7a J 2 rr + 2 y
2
 rr, cos V -f- t?

2
c?

2
 r, r,, 

cosY= cos υ cos υ, + cos I sin υ sin u,. 

Entre les six constantes y, ci, etc., on a les équations de condition 

M 
7 + 7ι + 72 = °> 
ο + ο, + ci

2
 = o, 

m{ m,,yd + m2my{ ο, + mm, -y, ο, = o, 

où m, m,, m
2
 sont les masses du Soleil et des deux planètes. Donc trois 

des constantes γ, ci, etc., pourront être prises à l'arbitraire. Les quan-
tités μ et p., sont déterminées par les formules 

(3) 
M p. = m, m.,yy -+- m,rny,y, -i- inin

t
y.,y

2
, 

Μμ, — m, m2 aa -+- m2mo\ et, + turn, o2 d2, 

M étant la somme des trois masses. 
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Après avoir intégré complètement le système des six équations 
(I à VI). on a encore à déterminer l'angle Ω au moyen de la formule 

VU. dQ. = tane υ.—-·, 
u sin / 

ce qui se fait par une simple quadrature. On formera ensuite les six 
quantités 

OÉ 

oc — r (cos Ω cos υ — sin Ω cos i sin υ), 
y = r (sin Ω cos y + cos Ω cos i sin y), 
ζ = /'sin ι sin y, 
oc

t
 — r, (cos Ω cos y,— sin Ω cos/, sin υ,), 

y, = r, (sm Ω cosy, 4- cos Ω eosi, sin υ,), 
ζ, = /·, sin i, sin y,, 

et les six constantes 

(τ 

m,y,—m, y, 0 _ —m,à, 
α - M ' d M ' 

q1= m2y _my2 M, b1= m2b _ mb2 M, 

d2= my1 _ m1y M , B2= mb1_m1b M, 

après quoi on aura les coordonnées rectangulaires du Soleil et des deux 
planètes, rapportées à leur centre de gravité , le plan invariable étant 
pris pour celui des χ et y, 

ΰ) 

ξ — αχ ■+■ βα\. ξ, = atx + |3,λ',, ξ.2 — α,,χ + /32.r,, 
•η — ay + βρ-\, τη, = a,y + [iy,, r

n
 = a

2
y +b2y1, 

s — az +
 t
3s,, — a, s + [3, s,, ς

2
 — a

2
z -f- p

2
s,. 

Voilà donc le problème des trois corps réduit à l'intégration des six 
équations (I à VI) et à une quadrature. Les six équations différen-
tielles (I à VI ) sont toutes du premier degré, hors une seule qui est du 
second, et il n'y entre aucune trace des nœuds. 


