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PROBLÈMES 
SUR LES DÉVELOPPÉES ET LES DÉVELOPPANTES 

DES COURBES PLANES; 

PAR M. PUISEUX. 

PREMIÈRE PARTIE. 

La cycloïde et la spirale logarithmique possèdent, comme on sait, 
ia propriété de se reproduire dans leurs développées : on peut se de ■ 
mander si d'autres courbes n'en jouiraient pas également. On peut 
aussi considérer non-seulement la déveloDpée d'une courbe, mais ia 
développée de cette développée, et ainsi de suite, et chercher si, dans 
cette série de courbes, il en est une que l'on puisse faire coïncider avec 
la courbe primitive, auquel cas les suivantes reproduiront périodique-
ment celles qui les précèdent. Enfin la question deviendra plus géné-
rale encore, si au lieu d'exiger que l'une de ces développées successives 
soit égale à la courbe d'où l'on est parti, on veut seulement qu'elle lui 
soit semblable. Nous nous proposerons donc, dans cette première par-
tie , de trouver une courbe qui soit semblable à sa nlème développée [*]. 

Je remarquerai d'abord qu'il peut y avoir, entre deux figures situées 
dans le même plan, deux sortes d'égalités que j'appellerai égalité directe 
ou inverse, selon que pour faire coïncider les deux figures, il suffira 
de déplacer l'une d'elles dans son plan ou qu'il sera nécessaire de la 
retourner sens dessus dessous : de même, deux figures semblables pour-
ront l'être directement ou inversement. 

[*] Dans une Note insérée au tome VI de ce Journal (page 61), M. J. Binet annonce 
la solution d'un cas particulier du problème que je traite ici. Mon travail était presque 
entièrement terminé lorsque j'ai eu connaissance de cet article. 

TOME IX. — NOVEMBRE ΙΒ^4· 4" 
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Or, la forme et la grandeur d'une courbe sont complètement déter-
minées lorsqu'on donne une relation r — f(u) entre le rayon de cour-
bure r d'un quelconque de ses points et l'angle u que ce rayon fait 
avec une direction fixe. L'équation d'une courbe directement égale à 
celle-là n'en pourra différer qu'en ce que l'angle u y sera augmenté 
d'une constante Z, à moins qu'on ne veuille regarder comme négatifs 
dans la seconde les rayons vecteurs qui sont positifs dans la première, 
auquel cas r se changerait en — r; ainsi 

r — =t/(/+ κ): 

telle est l'équation des courbes directement égales à la première. Mais 
pour obtenir l'équation des courbes qui lui sont inversement égales, il 
faudra changer u en l — u , et l'on aura 

r = =t/(/ - «). 

De même, une courbe dont les dimensions sont à celles de la courbe 
r = f(u) dans le rapport de a à l'unité, aura pour équation 

r — ±.af(l -t- «), ou r=±.af(l — u), 

suivant qu'elle lui sera directement ou inversement semblable, 
Cela posé, par le point (r, u) d'une courbe traçons-lui une normale; 

par le point (r,, u
t
) où cette droite touche la développée, menons à 

celle-ci une normale; cette normale touchera le seconde développée 
en un point (r

2
, u

t
) par lequel nous mènerons encore une normale à 

cette dernière courbe, et ainsi de suite. On aura 

Uf — u -1- ~ ' w2 — m , -4- - ,..., un — un_t H- — > 

et par suite 

du — du
s
 — du% = ... = du„. 

Si l'on remarque, de plus, que les arcs des développées successives 
ont pour différentielles dr, dr„ dr

%
, etc., on trouvera 

r1 ,= ±--, r2 = ± —,..., r„=±—, drn-1 du 
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et par conséquent 

rn = dn r dun. 

Si donc r = j\u) est l'équation d'une courbe, on aura pour sa nieme 

développée 

r„ = ±β"> («) = ± /<"> (Un _ br 2): 

et ces deux courbes seront directement semblables lorsqu'on aura 

fi") [u
n
 _ "1 j

 = ± af(l ·+■ //„), 

inversement semblables lorsqu'on aura 

/<"> a fil - «„). 

Ces deux équations, dans lesquelles il est permis de supposer a positii, 
peuvent s'écrire plus simplement 

(ι) /<π)(") = ± aj\h ■+· u), 
(2) /<»> (

M
)
 =

 ±
 aj\h ~ u), 

h désignant une nouvelle constante. Elles sont, comme on voit, aux 
différences mêlées, et il s'agit de les intégrer. Observons que si une 
courbe composée de deux branches symétriques par rapport à une 
droite répond à une de ces équations, elle satisfera en même temps 
à l'autre, car elle sera à la fois directement et inversement semblable 
à sa développée. 

Considérons d'abord l'équation (2); en la différentiant η fois de suite, 
on trouve 

f(2n) (u) — ± (— I)
N aj'{n) (h — M); 

mais si l'on y remplace u par h — u, elle devient 

/(B> (Λ — u) = =fc af(u). 

Multipliant en croix ces deux dernières équations, nous obtiendrons 
l'équation différentielle linéaire 

(3) J'2n} («') = (- ifa2f(u). 
48.. 
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La valeur de j (u) qui la vérifie est la somme de arc termes de la forme 
Aem", A étant une constante arbitraire, et m l'une des racines de 
l'équation 

(4) m2" = (— 1)" a2. 

Je nomme b la valeur arithmétique de a " ; les racines de l'équation (4) 
seront données par la formule 

m = ±b [cos g - ± V- r sin (= - £)], 

où l'on doit faire successivement k — ο, 1, si rc est pair, 

A' — ο, 1, a,..., ——> si η est impair. 

Dans le premier cas, les valeurs de m qui répondent à k = ^ sont 

réelles et égales à ± h·, la valeur de j\u), donnée par l'équation (3), 
contient donc une partie telle que Aeé" + Be-4". Mais la somme de 
ces deux termes devant vérifier l'équation (a), il faudra qu'on ait 

Abnebu h- = ±a(Ae6h e~6a + Be~6A e6u), 

et par conséquent 

A = ± Be~6h, Β — ±i Kebh. 

De ces deux équations qui n'en font qu'une seule, on conclut que la 
valeur cherchée de f(u) renferme, lorsque η est pair, la partie 

A[e6u ± eb,h~">]. 

Que η soit pair ou impair, on aura toujours, pour k = o, 

m — ± b y— 1 ; 

il en résulte, dans j (η), la partie 

Cefe/-| + Drte^1, 

que l'on peut mettre sous la forme 

Ε sin (bu + à) ; 
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mais 1 equation (2) devant être vérifiée, 011 aura 

Ε b" sin (bu 4- à -+- '-^J = ± «Esin (— bu 4- bh 4- c?), 

011 bien 

cos (à 4- ~ q: cos (bh 4- <?), sin (à 4- — ±. sin (bh 4- o1), 

et Dar suite 

d = — — — (n~ 1=Ρ1)π 

La valeur cherchée de J'(u) contiendra donc le terme 

Ε sin \bu - ^(n_I-+ I r) 4 

A chaque valeur de k autre que ο ou répondent quatre valeurs 
de m, savoir : 

b (cos a 4- \/— 1 sin α), b (cos α — \j— ι sin α), 

— b (cos α 4- \j— ι sin a), — b (cos a — 1 sin a), 

en désignant, pour abréger, par α l'angle^ — lequel est compris 

entre ο et — 

Aux deux premières de ces valeurs répond, dans f(u), le terme 

Fe bu C0B α sin (bu sin a 4- ε), 

et aux deux dernières, le terme 

Qg-iucos α sin (fou sjn α _|_ . 

mais la somme de ces deux expressions doit vérifier l'équation (2), ce 
qui exige que l'on ait 

(5) 
ρ dn.ebu<10S a sin (bu sin α -f- e) ,, dn.e~ ba 005 K sin (bu sin « + ζ) 

= ±1 flFe6(A-«)cos«sin(— bu sin α 4- bh sin α 4- ε) 

±<iGe1(""il)COSit sin (— bu sin α 4- bh sin α 4- ζ)· 
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Pour former les dérivées de l'ordre η qui se trouvent dans le premier 
membre, je differentieη fois de suite par rapport à «l'équation iden-
timift 

ehu cos « £cos g|n oc -I— \/—
 1 s

i
n
 si"

 α
 +

 ε

)] 

— g s y'—ι _ g 4» (cos κ -h \j— ι sin «) 

ce qui donne 

dn.ebu cos α [cos (bu sin α -+- s) -(- y'—ι sin ( bu sin α + ε)] 

—; f)n
e

s\f^i ^cos α _|_ y'— I
 s

jn a)" gi".(cos « -h v^î sin «) . 

j'égale les coefficients de y'— ι dans les deux membres, et je trouve 

dn.ebu cos sin (feasin α -4- s) , h -tu ■ , . 

puis, en changeant ό en — b, ε en — ζ, 

d " ' * sin (b <*■ sin « +■ ζ) = AjV^g-^cos^in sin α _ na+C, 

En substituant ces valeurs dans l'équation (5), on verra que pour 
qu'elle soit vérifiée, il faut que les constantes F, G, ε, ζ remplissent 

les conditions suivantes : 

F cos(«a -h ε) = qr Ge-iAcosa cos(M sin a -t- ζ), 

F sin (na + ε ) = rh G e~bh eos <* sin (bh sin α -F ζ), 

( — ι)"G cos («α — ζ) = + Febh 008 K cos (bh sin α + ε), 

(— ij"G sin (nu. — ζ) = τμ FebhcoSa sin (bh sin α -+- ε), 

et si l'on se rappelle que a désigne l'angle —, on les réduira aisé-

ment à ces deux-ci, 

ζ — ^ — bh sin α — ε, G = -+■ (— i)B_k eiAcos* F. 

D'après cela, et en ayant égard à la valeur de a, on trouvera pour la 

partie de f(u) qui répond à une valeur de k différente de ο et de ^ ? 
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i°. Si « est pair, 

e bu sin k r n sin (bu cos kr n+e) I 
F 

± (— i)2 e "sin b (h — u) cos— -+- ε 

a". Si « est impair, 

e " sin f bu cos 4- ε) 
F 

± ( — Ι ) e cos ο (h — M) COS — + ε 

Nommons , pour abréger, UA et Y* ces deux expressions, et, en résu-
mant ce qui précède, nous trouverons que les courbes inversement 
semblables à leurs niim" développées ont pour équations, lorsque n 
est nair. 

Â I 
1 

i,6) r = A [e
6a
 ± e

&(A_K)
] -4- Esin \^bu — ~ ̂ π j + ^ U

A
, 

k = ι 
et lorsque n est impair, 

k=n-1 2 

(
7

) /· = E sin ^bu - ^
 + J "V*-

A = ι 

Relativement aux doubles signes, on doit remarquer que dans une 
même équation il faut prendre partout le signe supérieur, ou partout 
le signe inférieur. 

Il faut maintenant déterminer la valeur de f{u) qui répond à l'équa-
tion (i). Or, si nous supposons cette valeur développée en une série 
de termes de la forme Aem", chacun de ces termes en particulier devra 
vérifier l'équation , et par conséquent, A restant arbitraire, les valeurs 
de m devront être telles que l'on ait 

(8) m" = ±. aemh. 
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La question est donc ramenée à la détermination des racines réelles ou 
imaginaires de cette dernière équation. Pour trouver les racines réelles, 
on la mettra sous la forme 

mne~mh = ± a, 

et l'on observera que la dérivée du premier membre, savoir, 

m" * e~mh(n — mh), 

ne peut changer de signe que quand m devient égal à j ou à o. On 

saura donc dans quels intervalles la quantité mn e~mh augmente ou di-
minue, lorsqu'on fait croître m de — oo à -+- oo, et par conséquent on 
pourra assigner deux limites entre lesquelles tombe chaque valeur 
de m qui le rend égal à ± a. Cela fait, on pourra calculer chacune 
de ces racines par les méthodes connues, avec autant d'approximation 
qu'on voudra. 

On trouvera ainsi que, η étant impair, l'équation 

m" = aemh 

admet une racine positive si h est négatif ou nul, et qu'elle en admet 

deux si h est positif et moindre que : ces deux racines deviennent 

égales lorsque h est égal à et, lorsque h est plus grand, l'équation 

n'a plus de racines réelles. 
En supposant η pair, on voit que, pour deux valeurs de h égales et 

de signes contraires, les racines ont les mêmes valeurs en signes con-
traires. Lorsque h est positif, il y a toujours une racine négative; de 

plus, si h est moindre que —, il y a deux racines positives qui de-

viennent égales pour h = -

Quant à l'équation 

m'1 — — aemh. 

elle n'a pas de racines réelles si η est pair, et, si η est impair, elle a une 
racine négative quand h est positif, deux racines négatives quand h est 
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compris entre ο et — γ : ces deux racines deviennent égales pour 

h — — j-, et cessent d'exister lorsque h est inoindre que —n be 

Les racines imaginaires de l'équation (8) sont en nombre infini ; mais 
il sera encore facile de séparer chacune d'elles, et, par suite, de les 
calculer. Considérons, par exemple, l'équation 

m" = (ie'nh, 

dans laquelle nous supposerons η pair et h positif. Faisons 

m = ζ (cos ν ± y — ι sin v), 

ζ étant un nombre positif et v un arc compris entre ο et π, il nous 
viendra 

s" (cos ην ± sin ην) = aehzci'iV [cos (Azsin ν) ±l — r sin (hz sin e)], 

il'rtii 
z" = oe4"»", ην + ikn = Azsin v, 

k désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
La dernière équation nous donne 

z= nv +2kr h sinv 

substituons dans la précédente cette valeur de z, et nous trouverons 

{ην + 2*π)" ~ lans „ _ α^„ _ 

équation dont nous représenterons le premier membre par ç ι e). Nous 
aurons alors 

q'(v) = nv + kr sinn+2 v c nv +2kv tangv [n2sin2 v_ 2nsin v.(nv+2kr) .cosv+nv +2kr)2], 

expression dont le dernier facteur est essentiellement positif, comme 
on le voit en le mettant sous les deux formes 

[« sin ν — [ην -+- ιΑτι)]2 + in sin v.(ην + ι kit).(ι — cos v), 
[n sin ν + (nv -+- iknjf — in sin v.(ην + ikn).ι ι + cos v). 

Tome IX — Novembre i$44' ^9 
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Si 1 on attribue au nombre entier k une valeur positive quelconque, 

ou bien une valeur négative plus grande en valeur absolue que ̂  <p'(e) 

ne changera pas de signe de e = ο à ν — π, et comme φ (y) est nulle 
pour une de ces limites et infinie pour l'autre, il existera une valeur 
de ν qui vérifiera l'équation 

<p(e) = ah". 

Lorsque le nombre k est compris entre ο et — ^ ψ' (y) change de signe 

pour e = — ~~î cette valeur de ν rend ψ (e) égale à o, tandis que 

cette fonction est infinie pour c = oetc = îr; l'équation 

<p (u) = ahn 

a donc deux racines, l'une entre ο et — Î-A l'autre entre — — et n. 

Si l'on suppose k = ο, φ1 (y) sera toujours positive; mais φ (y) se 
réduisant à n" e~" pour ν = ο, et devenant infinie pour v = n, il exis-
tera ou n'existera pas de valeur de ν qui rende <p (ν) égale à ahn, sui-
vant qu'on aura 

nne n < ou > ah", c'est-à-dire, h > ou < ~ ; 

il en sera de même si l'on suppose k = —n/2 

La discussion serait toute pareille si n était impair, ou h négatif, 
on s'il s'agissait de l'équation 

m" = — aemh. 

Observons que si h est nul, toutes ces racines imaginaires dispa-
raissent. 

Remarquons encore que, pour certaines valeurs de h, il peut y avoir 
des valeurs imaginaires de m dont la partie réelle soit nulle. En efîét, 
considérons d'abord l'équation 

mn = aemh, 
et faisons 

m = ±. g y-ι = g ^cos - ± V— ι
 sin

â) ' 
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g désignant un nombre positif; elle deviendra 

g"· (^cos — ± y — ι sin = a (cosgh ±. y/— ι sing/i), 

ou bien 

g" = a, gh — — + 2 kn. 

De là 

g= b, h= nr 2b+ kr b; 

Ainsi, lorsqu'on aura 

'· = s + -r' 
l'équation 

m" = ae'"A 

admettra les deux racines + b \J— ι et — h y— r. On verra pareille-
ment que l'équation 

m" — — ae'"h 

admettra les deux mêmes racines, si l'on a 

» (η — 2) π 2/-7Γ 

Il suit de ce qui précède que la valeur de f(u) ou de /·, qui vérifie 
l'équation (1), renfermera : 

i°. Des termes de la forme AeKa répondant aux racines réelles de 
l'équation (8) et dont le nombre pourra varier de ο à 3 ; 

2°. Des termes de la forme Bee" sin (7« + ci) dont le nombre est 
infini et dont chacun répond à deux racines imaginaires conjuguées de 
l'équation (8). 

Dans le cas particulier où cette équation (8) a deux racines égales , 
deux termes de la forme AeKU sont remplacés par une expression telle 
que ex"(A + Cu), et dans un autre cas particulier, où la même 
équation admet les racines ± h y— 1, un des termes de la forme 
Be®" sin (7u + &) se réduit à B sin (bu ·+- &). 

49-
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Lorsque h est donné, les constantes désignées dans ces foi-mules par 

A, B, G, & sont les seules arbitraires. 
Ayant obtenu les valeurs de j'(u) qui satisfont aux équations (i) 

et (2), si l'on veut en coordonnées rectangulaires les équations des 

courbes correspondantes, on remarquera que, s désignant l'arc d'une 

de ces courbes, r ou j (M) est égal à et que, pour des axes conve-

nablement choisis, on a 

dx — ds cos u, dj — ds sin u. 

Il en résulte 

dx — J \ u) cos u du, dy — j (u) sin u du, 

et par suite 

χ — f f(u) cos u du, y — J f(u) sîn udu. 

Les intégrations indiquées dans les seconds membres pourront s'effec-
tuer; il restera ensuite à éliminer u entre ces deux équations, ce qui 

ne paraît pas possible en général. 
Examinons maintenant quelques-unes des courbes qui répondent 

au problème proposé. Celle qui est représentée par l'équation 

r — Aex" 

est à la fois égale et directement semblable à toutes ses développées ; 
car quels que soient τι et a, on peut toujours disposer de h de manière 
que la valeur m = a satisfasse à l'une des équations 

m" — aemh, m" — — ae~mh. 

En passant aux coordonnées rectangulaires, on trouvera 

x-p I+a2 I+a2 

ρ et g désignant des constantes arbitraires. Faisons 

sj{x - pj- + (y - gf - p, J-i = tang Θ, i = tangw; 
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i] viendra 
U 

p= Aeau I +a2 = A cosw.etang w, 

tang 0= tangu I+tangu tangw = tang (u_w); 

et par conséquent 
Q -t-tt 

θ = m — ω, ρ = A cos ω . e tans ω, 

équation d'une spirale logarithmique, dans laquelle le rayon vecteur 
fait avec la tangente l'angle ω. 

L'équation 
r = Β sin (bu 4- t?), 

que l'on peut toujours ramener à la forme /· = Β sin bu, représente une 
courbe semblable directement et inversement à la fois à l'une quel 
conque de ses développées, et ses dimensions sont à celles de sa nlhm 

développée comme ι est à bn. 
Si nous prenons d'abord b = ι, auquel cas la courbe est égale à ses 

développées, nous avons 

dx — Β sin u cos udu, dy = Β sin2 udu , 
d ou 

χ — ρ = - (ι — cos au), γ — q — - u — ^ sin ι u. 

De là 

I ~ H = \ arc cos [' - - \J\ (χ - ρ) - (χ - p)\ 

équation d'une cvcloïde engendrée par un cercle dont le diamètre 
Β 

est — 
2 

Lorsque b est quelconque, l'équation 

r = Β sin bu 

représente une épicycloïde; pour le démontrer, nous rapporterons la 
courbe aux coordonnées polaires ρ et θ employées tout à l'heure. A cet 
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effet, des équations 

dx —■ Β sin bu cos udu, dy = Β sin bu sin u du, 

nous déduirons, en intégrant, 

x — ρ — — b2 _ ^ (sin sin u b cos bu cos u), 

y — q = (sin bu cos u — b cos sin u). 

U en résulte 

ρ2 = (ïTZTTjj (
s
i
n2 bu + b2 cos2 bu), 

du=
 -(<,»-'yprfp 

b V[B2èJ— (é!— ι)2

ρ'][(έ'— ι)2ρ- —B=] 

On a, d'un autre côté, 

tang 0 = b cos bu sin u sin b u u+ sin cos bu cos bu cosu = tanga _ tang I+ tangu b, 

et si nous faisons 

—|— = tang u , 

d ou 

arc tang (tang bu) du' b2du B2b2du 

nous aurons 

tang θ — ------ tang — tang (u — u'), Q = u — u', 

(
9

) dd = du - du' = - ±B2 b2 -(b2-I)2p2, 

Cherchons maintenant l'équation de l'épicycloïde engendrée par le 
point M de la circonférence BMN pendant qu'elle roule intérieurement 
sur la circonférence fixe ABG. La droite menée du centre Ο de celle-ci 
au centre C de la première passera au point de contact B ; la lettre A 
indique la position du point décrivant, lorsqu'il sert de point de con-
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I 
tact aux deux circonférences. Traçons OA, OM, CM, et faisons 

OA = A, CB = a, OM = ρ, MOA = 6, BCM = ψ. 

La figure nous donne 

9 = BOA - COM ; 

de plus, fare AB est égal à l'arc MB dont la longueur est β ψ ; par suite. 

Β0Α = Ψ Ô = fLi:-COM. 

Mais du triangle COM dans lequel l'angle G est le supplément de ψ, on 
déduit 

cos
 ψ

 =
 p^ziiAj, cos COM =

 ; 

none 

0 =a A arc cos p3_ (A_a)2_ a2 2(A_a)a _arc cos p2+ (A-a)2 2(A_a)p_a 

et, en différentiant, 

d9 = — (A 2a?)tfp / A® p' 

Cette équation conviendra également au cas où la circonférence mo-
bile serait extérieure à l'autre, pourvu qu'alors on y regarde a comme 
négatif. On voit qu'elle devient identique à l'équation (9), lorsqu'on 
pose 

b2 _I b2-I 
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Ainsi cette equation (9), et par consequent 1 equation r = Β sin bu, 
représente une épicycloïde qui tourne sa convexité ou sa concavité vers 
l'origine Ο selon que le nombre b est supérieur ou inférieur à l'unité, 
c'est-à-dire selon qu'elle est plus petite ou plus grande que sa dévelop-
pée. Elle nous apprend d'ailleurs que, dans cette courbe, le rayon de 
courbure est proportionnel au sinus d'un angle qui lui-même est pro-
portionnel à l'angle du rayon de courbure avec une direction fixe. 
Cette propriété se démontrerait aisément par des considérations géo-
métriques analogues à celles qui servent à établir, dans le livre des 
Principes, la similitude de l'épicycloïde et de sa développée. 

Je me borne à mentionner encore deux ou trois courbes assez 
simples que l'on pourra discuter en formant, comme précédemment, 
les valeurs de ρ et de tang Θ. Par exemple, les courbes représentées 
par les équations 

r = A \ebu + eb{"~U]\, r = A [ebu — eb, 

et qui sont semblables à leurs développées d'ordre pair, sont des spi-
rales composées de deux branches symétriques qui s'éloignent à l'infini 
de part et d'autre d'un rayon vecteur minimum. Dans la premiere 
courbe, ce rayon vecteur est perpendiculaire à la tangente à son ex-
trémité; dans la seconde, cette extrémité est un point de rebrousse-
xnent où la tangente se confond avec le rayon vecteur. On peut ajouter 
que chacune de ces lignes est semblable à la développée de l'autre. 

D'équation 
r = Bes" sin γι, 

par laquelle je termine, représente une courbe semblable à sa déve-
loppée, et dont les dimensions sont aux dimensions homologues de cette 
développée comme 1 esta \ ê'2 -+- -y2. Elle présente, de même que l'épi-
cycloïde, une suite de points de rebroussement correspondant à des 

valeurs de 0 qui croissent par degrés égaux à - ; mais ces points , au 
lieu d'être situés sur une même circonférence, sont sur une spirale 
logarithmique, et la tangente en chacun d'eux, au lieu de se confondre 
avec le rayon vecteur, fait avec lui un angle constant. D'ailleurs le rayon 
vecteur de chaque point de rebroussement est maximum ou mini-
mum, suivant que \ §2 — y2 est plus grand ou plus petit que 1. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

Supposons que l'on développe une courbe quelconque AM à partir 
d'un point A, de façon que sa développante la rencontre en ce point; 
puis, qu'on développe cette développante à partir du même point A, 
et ainsi de suite. Proposons-nous de déterminer la limite des courbes 
ainsi obtenues. 

Soit r = f(u) l'équation de la courbe AM ; par le point (r, u) me-
nons-lui une tangente qui sera normale à la première développante et 
la coupera au point (r,, M/); par ce dernier point menons à cette pre-
mière développante une tangente qui coupe la deuxième au point 
(r

2
, Ma), et ainsi de suite. On aura 

du = du
t
 = du2 — . . . = du

ni 

du du du n_1; 

et par conséquent, en supposant u = ο pour le point A, 

rn= fuo fao .. fu o f(u) dun, 

ou bien, en vertu d'une formule connue, 

'·»=1T2T3.i) r dz
-

Je supposerai que Y (M) ne devienne pas infinie, même lorsque u 
augmente jusqu'à l'infini; c'est ce qui a lieu, par exemple, dans une 
courbe fermée et dépourvue de points d'inflexion. J'admettrai aussi que 
J (u) ne se réduit pas à zéro pour toutes les valeurs finies de u, comme 
il arriverait si le point A était l'origine d'une spirale logarithmique. 

Cela posé, nommons μ une moyenne entre ο et u ; on aura 

tn
=
 jâè—r " dz=—~— /( ui. 

Les valeurs de u qui répondent à des points de la ntime développante 
Tome IX. — NOVEMBRE 50 
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doivent donc être telles que ^ ^ ^—- soit line quantité finie; or, si 

! on pose 

I . 2 . i. . . ri 

et qu'on prenne les logarithmes des deux membres, on trouvera, en 
appliquant la formule de Stirling, 

η log η — η log η + η — è log(27rra) ^ + etc. = log ν, 

d'où 

log - = — ι + — log (απη) Η ι— — etc. + ^-—· 

Si maintenant on fait η infini, ν devant rester fini, on aura 

'°g- = -D « = -; 

ainsi, quand η devient infini, u doit le devenir aussi, de manière que le 

rapport - soit égal à -· 

Appelons maintenant ε un nombre très-grand, mais fini, et faisons 

P= f (u — z)"-< f(z)dz, Ρ '= f (u — ζ)"-1 f(z)dz, m 

de sorte qu'on ait 

J (u — z)"~' f (z) dz = Ρ + Ρ'. 

Soient α une moyenne entre ο et ε, a' une moyenne entre ε et u-, on 
aura 

P
=f(

a
)£t(

U
-zr*dz=^û.[

I
 - (i- i)"|, 

P'-/(*') jT (" -
 z

)"~
1 dz

 = (
l
 ~ z)"' 

Mais lorsque η devient infini, u devient égal à ~ et ( ι — -j à e; 
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on a donc 

P= un f(a) n (1-e_e) (I+ 0n) P' = un (a') n e (I-0.'n 

5„ et 5',, se réduisant à zéro quand η est infini. 
On tire de là 

Ρ /(«) ' ,_e-«= H-ô,/ 

et l'on voit que ce rapport est très-petit lorsque η est infini, puisque 
le nombre s, quoique fini, est très-grand En l'appelant β on aura 

( (u — ζ)"-
1
/» dz = Ρ (i-f- β) = ( ι + β ) ί [μ — z)"~*J (ζ) dz. 

et par conséquent 

r" = 77^3 +L,) f£ (M ~ dz
-

De même, γ étant aussi très-petit quand η est infini, on aura 

rn-1= 1 + 123. (n-23) (u_z) (z) dz. 

Divisons cette équation par la précédente, et nous trouverons 

f (" — 2)" 'f{»)dz 
r-1 rn ou drn rndu= (n-1) 1+y 1+b X 

J U~Z)" '/ 2 rfz 

Le rapport de deux éléments correspondants des intégrales qui sont 

dans le second membre est celui des intégrales entières est donc 

compris entre ^ et -, ou bien égal à ~ (i + ci), o1 se réduisant à 

zéro quand η est infini. On a, par conséquent, 

dr„ η— ι ( ι H— γ ) (i-f-i; 
h-
DO.. 
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Supposons enfin η infini, à deviendra égal à o, —-— prendra la va-

leur e, et comme on peut supposer β et γ aussi petits que l'on voudra, 
il s'ensuit qu'on aura, en remplaçant du par son égal du„, 

—= e, d'où r„ — CeeUn, 

équation d'une spirale logarithmique dans laquelle le rayon vecteur 
fait avec la normale l'angle dont la tangente est e. 

Afin de vérifier ce résultat, je vais le retrouver d'une autre manière 
dans un cas particulier. Je supposerai que, dans la courbe primi-
tive AM, le rayon de courbure soit proportionnel à une puissance 
moindre que la deuxième de l'arc compté à partir du point A ; le cercle 
répond à la puissance du degré zéro. J'appellerai s, s

t
, Î

2
, etc., les arcs 

de la courbe AM et de ses développantes compris entre l'origine A et 
les points qui répondent aux rayons de courbure r, r,, r

2
, etc. : on 

aura évidemment 

rn+1 = sn, dsn+1 rn+1 = dsn rn. 

Si donc l'équation de la nlème développante est connue, et que ce soit 
r„ — J [sn)i on aura pour la suivante 

dsn+1= rn drn+1 f (rn+1) sn+1 = rn+1 drn+1 f(rn+1);: 

Cela posé, soit r= bsa l'équation de la courbe AM; en formant, 
comme on vient de l'indiquer, les équations des développantes succes-
sives, et les résolvant par rapport à r,, r2, etc., on trouvera généra-
lement 

rn=(2—a)n->'t~a X N + L A fon-hi—a ,S+I-Î 

[(a-e) (3—e)(4-e).. Jn+1_«)]»+'-« 

Si l'on suppose η infini, les quantités 

(2— α)" + ι— a fon-hl — a " a , 
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se réduisent à l'unité. Quant au facteur 

n-f-i — a 
, 

[(a-e)(3—e)(4+ + 

si on l'égale àz, on aura 

log S log (« + I — a) 

- n + \-a Ρ°β(2 ~ + Iog(3 -«)+···+ log (η + ι - a)), 

ou, en appliquant une formule connue, et nommant h une constante 
indépendante de n, 

log ζ = log (τι -t- ι — a) 

_ I ,+I _ah + (n+1 _a) log (n+I _a) a(n+I -a). 

+ I log (n+1-a) + I 12(n +2_a) etc 

= χ _ log(« + i-g)+i . + etc_ 

Si maintenant on fait « = oo, il viendra 

log ζ—ι, z = e, 
et par conséquent 

ι\, — es„. 

Telle est l'équation de la limite des développantes; en la différentiant, 
on trouve 

drH — eclsn = ern dun, — = edun, 

et par conséquent 

rJI — C Β cun, 
comme plus haut. 

Il existe sur les développantes successives un autre théorème énoncé 
par Jean Bernoulli. Concevons un arc de courbe AB, tel que les tan-
gentes à ses deux extrémités soient perpendiculaires entre elles ; dé-
veloppons-le à partir du point Β, ce qui nous donnera l'arc BC ; déve-
loppons celui-ci à partir du point C, ce qui nous donnera l'arc CD, et 
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ainsi de suite ; les extrémités de ces arcs seront toutes situées sur deux 
parallèles, savoir, la tangente à l'arc primitif AB au point A, et sa nor-
male au point B. Le théorème dont je parle consiste en ce que la limite 
des arcs ainsi construits est une demi-cycloïde. 

Poisson en a donné une démonstration dans le xvmc cahier du 
Journal de l'hcote Polytechniquey il m'a semblé qu'on la simplifiai! 
beaucoup en la présentant de la manière suivante : 

Par un point M de l'arc AB traçons-lui une tangente qui coupe 
l'arc BU en N; par le point N, menons à ce dernier une tangente qui 
coupe l'arc CD en P, et ainsi de suite. Soient r, r,, i\

2
, etc., les rayons 

de courbure de ces arcs aux points M, Ν, P, etc. Soit u l'angle que les 
rayons de courbure de rang pair font avec la tangente à l'arc AB au 
point B, et que ceux de rang impair font avec la tangente au même arc 
au point A. On aura 

,ir.2 — r,du, dr,, = — r3du, <h\ — r.. du, etc.. 

les signes des seconds membres étant alternativement + et —; il en 
résulte 

r2 = / r, du, r3 — ι du. = / t\du, etc., 

les limites des intégrations étant alternativement ο et u, n et ~ Mais 

/, est une fonction de u qui s'annule pour u = elle peut donc, de ο 

à M, être exprimée par la formule 

r, = A, cos u -+- A„ cos 3u ■+- A
5 cos 5u -+- etc., 

en faisant 

A; — ~ J' j(a) cos ia.da. 

On en conclut 

r.2 — A, sin « + sin ?>u -h sin 5u + etc., 

r3 — A, cos u 4- cos 3« + ~ cos 5u -+- etc., 
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pi généralement 

rn = A, sm u + sin ou + ψ=Γ[ sin 3U -+- etc. , 

si η est un nombre pair, ou bien, si ri est impair, 

/·„ — A, cos u -t- cos 3u + ~ cos ίίκ ·+· etc. 

Supposons maintenant η infini, tous les termes disparaîtront, à l'excep-
tion du premier, et nous aurons 

r„ — A, sin u. 
ou 

r
n
 — A, cos u. 

La premiere de ces équations représente, comme on l'a vu plus haut „ 
une cycloïde, et il en est de même de la seconde qui s'en déduit en 
changeant u en ^ — u. 


