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ΛΟΤΕ 

SUR DEUX SYSTÈMES GÉNÉRAUX DE TRAJECTOIRES ORTHOGONALES; 

PAR M MICHAEL ROBERTS. 

M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome VIII île ce Journal 
page 4<)8,i j a déterminé les trajectoires orthogonales des courbes qui 

jouissent de cette propriété que le produit des distances d'un point 
quelconque de l'une d'elles aux sommets d'un polygone régulier est 
constant. Je me propose, dans le présent article, de donner une géné-
ralisation et une démonstration du théorème de M. Serret, fondées sui-
des considérations géométriques. Voici l'énoncé de notre théorème. 

Désignons par r
H

, r
2

, r
3
,..., r

n
 les distances d'un point Ο aux som-

mets P,,P
2
,..., P„ d'un polygone quelconque, et par οι,, ω

2
,..., les 

angles OP, P
2

, OP
2
P

3
,..., OP„_

H
 Ρ

Λ
; je dis que les équations 

U) vJ- Γ'υ· rJ... rw ~~ k/v-+~··+ w, 

tj ' ) Ι -j— p-r^2 — ( λ ~l·" p. ~4~ ... 0 j 

où k et 5 sont des paramètres arbitraires, λ, μ, ν,..., rz des nombres 
donnés quelconques], représentent deux systèmes de trajectoires or-
thogonales. 

Soit OO' (dV un élément d'une courbe quelconque du premier sys-
tème TT), on a 

dY, = às cos Ρ, ϋϋ', 
M2= d\scosP2GO', 

ci1/·,, — às cos Ρ,,ΟΟ' ; 

railleurs 1 "equation Uj donne 

y ar r + u sr2 r1 + ... + u ey er =0 

3a.. 
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on aura donc 

/ \ -, cosP.OO' cosP200' cosP„00' 

Soit encore 00" (dV ) un élément d'une courbe quelconque du sys-
tème (U'), on aura 

Ίωη sin Ρ„ 00 " 

Ίωη sin Ρ„ 00 " 

Ίωη sin Ρ„ 00 " as' 

el , à cause de l'équation (U'), 

λΙ7 + f41? +·"+ ^'s? = °; 

donc 

. sin P, 00" sinP200" sinP„00' 

On conclut aisément des équations (u) et (u') que les éléments &s et oV 
sont perpendiculaires entre eux; ce qu'il fallait démontrer. 

Si les points Ρ,, P
2
,..., P

n
 sont les sommets d'un polygone régulier 

de η côtés et de rayon a, et que les quantités λ, μ, ν,... soient toutes 
égales, on pourra aisément déterminer l'équation des courbes du sys-
tème (U'b 

Pour cela nous poserons 

- - - - ω. =ψο 

r2 rn + r1 = 12 

u 2 - r n - wn = yn, 

ce qui donne 

η ^ — π — (ω, + ω
2
 +...+ ω„) = ψ, + ψ

2
 -Κ..-+- ώ„. 
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On aura aussi, en désignant par r et ra les coordonnées polaires de 
notre courbe relatives au centre du polygone, 

tang ψ, = , 

tang 2 = a — rcos ^ οι ja — rcos ^ οι j 

tang tang ψ, = ,tang ψ, = ,tang ψ, = , 

ou Π 

ψ, == - sin ω Η sin aw + — sin oca + ,, 

sin ( οι — — ) 4- —, sin ι (ω — — ) -λ- ζ— sin 3 (ω — — Ι -+-..., 

- sin ω Μ , sin 2 ω v 

+
 _

sln3
(w_-L__j

+
...; 

ajoutant ces équations, et se rappelant que la somme 

sin Ara + sin k jca —
 1 ~ | 

est égale à η sin Αω ou à zéro suivant que k est ou non divisible par //.. 
011 aura 

du t A, -t-...+ ψ„= — sin ηω + —- sin m ω +■ sin 3ηω -t- ... = arc tang 

ou, en faisant tang (ψ, + ψ
2
 ψ„) = cot ne?. 

( ι ) rn cos τι (ω — <?) = an cos ne?, 

ce qui s'accorde avec l'équation de M. Serret. 

|*] Voyez Journal de l'Ecole Polytechnique, xixe cahier, page 4,υ· 
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La propriété qui a servi à former cette équation a été constatée de-
puis longtemps pour l'hyperbole équilatère, ou dans le cas particulier 
de η = 2. 

Dans le Mémoire déjà cité, M. Serret a montré que les courbes re-
présentées par l'équation (1) possèdent η sommets, déterminés par les 

valeurs de l'angle polaire, <?, ~ -+- à,..., ^
 e

t si l'on aug 

mente les rayons correspondants dans le rapport \Jι à t, les extré-
mités seront des points analogues aux foyers des hyperboles équila-
tères (qui, du reste, font partie des systèmes de courbes que nous con-
sidérons). Ces points sont sur la circonférence du cercle dont le rayon p 
est déterminé par l'équation 

ρη — ία," cos nâ, 

et le produit des distances d'un point cle la courbe aux foyers est. égal 
à la puissance nieme du rayon correspondant de la courbe; enfin le lieu 
des foyers du système de courbes représentées par l'équation (i j est 
une courbe dont l'équation est 

pH = 2a" cos «M. 

Nous allons maintenant démontrer quelques théorèmes analogues dans 

la géométrie sphérique. 
Soient p

t
, p

n
 les distances mesurées par des arcs de grands 

cercles, d'un point Ο aux sommets P
(
, P

2
,..., P„ d'un polygone quel-

conque formé aussi par des arcs de grands cercles, et ω,, co
2
,..., u

K 

les angles OP,P
2

, OP
s
P

s
,..., OP„.,P„; il est facile de démontrer que 

les équations 

V) (tang ̂  ' (tang J)""· ·■ ftang J = (tang ξ )yu fhfg 

/y, λ«, ®ω
Λ
 = (λ -t- μ π)$. 

représentent deux systèmes de courbes orthogonales. 

Si 00' est un élément d'une courbe quelconque du système V , on 

trouve aisément 

cos P, 00' cos P, 00' sin P„ 00' sin y 



PURES ET APPLIQUÉES. •>.55 

et de même si OO" est un élément d'une courbe quelconque du sys-
tème V', on a aussi 

cos Pi OO" cos Pj OO" cos P„ OO" cos Pi OO" cos Pj OO" cos P„ OO" 

ce qui démontre la propriété énoncée. 
Si les points P

(
, P

2
,..., P„ sont les sommets d'un polygone régulier 

de η cotés et de rayon sphérique a, on aura facilement en coordon-
nées polaires ρ, ω l'équation des courbes du système Y. 

On trouve, en effet, assez facilement 

tang2 -t ρ = tang3 I ρ — ι tang f α tang j ρ cos ω + tang' } αtang2 -t ρ = tang3 I ρ — ι tang f α tang j ρ cos ω + tang' } α 

tang3 γ ρ — 2 tang γ 7. tang { ρ cos ( ω — —- ) tang3 ~ αtang3 γ ρ — 2 tang γ 7. tang { ρ cos ( ω — —- ) tang3 ~ α 

tang3 γ ρ — 2 tang γ α tang γ ρ cos I ω 3 —- J -+- tang3 ■ αtang3 γ ρ — 2 tang γ α tang γ ρ cos I ω 3 —- J -+- tang3 ■ αtang3 γ ρ — 2 tang γ α tang γ ρ cos I ω 3 —- J -+- tang3 ■ α 

et, par la multiplication, 

tang3" γ ρ — 2 tang" γ χ tang" γ ρ cos «ωtang3" γ α ρtang3" γ ρ — 2 tang" γ χ tang" γ ρ cos «ωtang3" γ α ρ = tang 2n 

le signe supérieur ou inférieur devant s'employer selon que η est pair 
ou impair. 

On déduit aisément, pour l'équation différentielle du système V'. 

dp _ tang" γ ρ (ι ± tang3" y α) — tang" γ χ (ι ± tang3" { p) cos «Mdp _ tang" γ ρ (ι ± tang3" y α) — tang" γ χ (ι ± tang3" { 

L'intégration de cette équation s'effectue sans difficulté: à désignant 
une constante, on trouve pour l'équation du système V', 

(2) ι ± tang3" γ ρ tang" γ ρ cos λ (ω — δ)ι ± tang3" γ ρ tang" γ ρ cos λ (ω — δ) 
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Si η = ι, l'équation du système Y devient 

& 2' ι—tang γ α tang s. β " 2" ι—tangua tang4 ~ §& 2' ι—tang γ α tang s. β " 2" ι—tangua tang4 ~ § 

équation qui présente de l'analogie avec celle des cassinoïdes homo-
l'ocales. Si l'on considère la courbe représentée par cette équation 
comme la base d'un cône qui aurait pour sommet le centre de la 
sphère, cette surface sera du quatrième ordre; l'équation (2) pour n=o. 
deviendra 

v (1 — sin2 a. sin2 3) cos2 (ω — 3) — (ι — sin2 α cos2S) sin2 (ω — S: 

et représente des hyperboles équilatères sphériques ayant même centre 
et un point commun. 

Concluons donc que : 

Si deux droites passent par un point, le lieu d'une troisième droite 
qui passe par le même point et fait les angles 6, 0' avec les deux pre-
mières, tel que le produit tang tang ̂ 5' = constante, sera un cône 
du quatrième ordre, et le système de cônes, dans lequel cette constante 
varie, sera coupé orthogonalement par un système de cônes du second 
ordre, ayant même sommet et une commune arête. Le lieu des lignes 
focales des cônes du second ordre sera un cône du quatrième ordre et 
fait partie du système des trajectoires orthogonales. 

Ce théorème paraît être analogue à un théorème donné par M. Lame, 
eî dont parle M. Serret dans le Mémoire si souvent cité. 


