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Addition au Mémoire précédent ; 

Par M. J.-A. SERRET. 

Je me propose, dans cette Note, de former l'équation de la pre-
mière des courbes de la seconde classe dont il a été question au § XI. 

Ainsi qu on l'a vu dans mon Mémoire, la courbe dont il s'agit pourra 
être définie par l'équation 

(0 (*-1) ♦m-.) = ce 

où ξ + ii> désigne une constante arbitraire, que nous supposerons 
ici égale à — Ce0"; on a d'ailleurs, pour déterminer a, ex et b, 

(.a2 + α2)2 = aa = ι , 

d'où 
, __ I -M</

2
 „2 _ I—'V'

2 

y 3 s/3 
et 

12Z^SS' a 3 a -+-X ' V* • 

§ désignant la quantité imaginaire conjuguée de b. on aura 

ρ 3α! -f- 5a' 
α 3^+"5A 

et l'on trouve aisément 

£2 _ 43 — ya 
27 1/3 

^2 43 13 / y/ 2 
27 ν 3 

avec 
ι. 



PURES ET APPLIQUÉES. a«7 
De l'équation (i) on tire 

ta; x -4- ir = Ce'"1 -'-C-Y-χ-—s — χ ■ 
{ζ — α/ [Ζ H- a)J 

11 est facile de s'assurer que le numérateur du second membre ne ren-
ferme que des termes en z3 et en z, et par conséquent, que χ + ϊγ est 
une fonction impaire de z; l'équation (1) ne changera donc pas en 
changeant les signes des trois variables x, j et ζ, et Ton aura 

(3) (x -4- ξ) -+- / ί y -+- υ) = — Ce"' —al 

Comme les équations (1) et (3) ne cessent pas d'avoir lieu en chan-
geant i en — i, on aura finalement les quatre équations suivantes : 

<x — ξ) -4- / r — υ) = Ce'-"' y '-χ—■—{■·. 

{X — t — tir — v\ = Ce : - -, - -

x -4- ξ) -f- 1 { r ■+- υ : = — Ce'-"' y 4 -

(x -h c) — /1 r + υ; = — Ce-'-"', - ' , ; 

d'où Ion déduit, parla multiplication, 

·* - ς) + ν J ) -(ζ-Ίγγ--?γ 

(χ ε··ϊ _L. ,' Υ _L_ υν — r* ^ + + -
μτ + ς, +^+υ, _C (ί+ ay (z + ay 

Les premiers membres des deux équations précédentes représentent 
les carrés des distances d'un point de la courbe aux deux points fixes 
ίξ, v) et 1,— c. — υ), dont la distance est égale à aC; en désignant par ρ 
et ρ' ces deux distances, 011 aura 

Q2 (S C) {Z Y (3 + ") (3 + x) 

r,., ç2 Y -I- é) (z H- S) (z — a) (z — a) 
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et l'on obtiendra l'équation de la courbe en ρ et p', par l'élimination 
de z entre ces deux équations; cette élimination , qui au premier abord 
semble devoir être fort pénible, s'exécute très-simplement en opérant 
de la manière suivante. 

En multipliant entre elles les équations (4), on trouve 

ο» ο'* = G" («3~β') _ 8'-(6'+6')ζ'+6'6' 
1 1 (ζ2— ο2) (ζ2 — α2) ζ' — (λ2 -f- α2) ζ2 -|-Λ2α2 

et, en remplaçant a2, a2, b2, §2 par les valeurs écrites plus haut, 

(5. p*p"=C* 
z'1 ζ2 —|— ] 

V 3 

Cela posé, l'équation (2) peut s'écrire de la manière suivante : 

x + ijr = Ce-' i ' 

et, en changeant partout i en — i, 

Oli (3a — S) y H- |V -f- 3&a6) 4 (z2 — à1)7 

Des deux equations précédentes, on déduit par la multiplication, et 
en observant que aa = ι, b% — 1, 

,
o o

 j~
lo — 3(αβ-|- xb)]z'+[6(a2-f-o·."; — Ç)[ub -f-αβ)— (éa3-+- S«3)]z2-f- [10 — 3iV/6-!-

•+- r = C Z- ^(fl2 + a2)z2-f-.]2 

on trouve d'ailleurs aisément 

a2 + a2 — αβ + aè = —, 
S/3 9 

ah - 'J-'i - + s"3 -
3 v'3 9 V 3 

on aura donc, en désignant par r le rayon vecteur sjx2 + j% 

„2 _ η2 ^ 3V/ 3 Z 

(z \/Iz + I) 



PURES ET APPLIQUÉES. ■289 
D'ailleurs, le rayon r est une médiane du triangle dont ρ, ρ' et iC 
sont les côtés; 011 aura donc 

p2 + p'2 = ar2 -+- 2G2, 
et, par conséquent, 

β) ρ2 + ρ ,2 — 2 c2 = 3-~ _Α 3 Α3 L 

C'est entre les équations (5) et (6) que nous allons maintenant éli-
miner z. 

Si dans ces équations on pose 

-2 -4- = it, 

elles deviennent 

A r- r 86 2-7 v'3 V 

I 9 1" Oil fi1 + ,V" — 2t; — —-, . 

(,"-751 

La quantité m entre au premier degré dans la première de ces équa-
tions, l'élimination de cette quantité s'effectue immédiatement, et l'on 
trouve 

(y,.
2=

lL_i
 (C

4

 - pV WV* - <■")> 
OU 

(71 + F" - 2CQ = ̂ -;C4 - fp'2) i$p2p'- — E4., 

ce qui est l'équation de la courbe cherchée entre ses deux coordonnées 
polaires ρ et ρ', la distance des deux pôles étant représentée par 2C. Ou 

Tome X. — Juillet 184T A 
v>^ 
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sait que la lemniscate, en adoptant le même genre de coordonnées, 
est représentée par l'équation 

pp' = C2. 

Pour avoir l'équation de la courbe en coordonnées polaires ordi-
naires, il suffira de remplacer, dans l'équation (7), ρ et ρ' par leurs 
valeurs tirées des équations 

ρ2 = r2 — aC rcos t + C2, 
p'2 — r2 + aC rcos t + C2, 

d'où l'on déduit 

p2p'2 = r4 — aC2 r2cos a t -I- C4 ; 

on trouve ainsi 

gr2 (r2 - 2C2 cos it)2 H- 8C4 (r2 - a G2 cos ai) + = o. 


