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PURES ET APPLIQUÉES. 337 

Sur le principe du dernier multiplicateur et sur sou us ape 
comme nouveau principe général de mécanique : 

PAR M. JACOBI. 

[Article traduit rie l'italien et extrait dal Givrnale «rcadico. \ 

I. 

,1e démontrerai d'abord un lemmc de calcul intégral, lemme important par ses ap-
plications à la recherche des intégrales d'un système d'équations différentielles, et en 
particulier des équations auxquelles on ramène la détermination du mouvement d'un 
système de points matériels. 

Lc.mme. « Soient Χ, Χ,, X,,..., X„ des fonctions quelconques des variables x, x
:
,·.., 

» x„; et M et u deux autres fonctions des mêmes variables qui vérifient les équations 
> aux différences partielles suivantes : 

6/.MX dx d. MX. dx, du Xí +X',ir: 4- ... 4- 4- ... — r/.MX„ dx,t X *" /¿r* = o. 

> Posons 

« — α, 

y étant une constante arbitraire; et de cette équation tirons la valeur de jc„ pour la 
substituer dans les fonctions Χ, X,,..., X„_, et dans la quantité 

— r/.MX„ 

» La fonction M, des variables .r, χ,,..., x„ vérifiera une equation analogue à celle 
> à laquelle satisfait M, savoir : 

c/.Μ,Χ r/.M|X, r/.M.Xn^, 

Démonstration. L'cquation à démontrer, 

c/.Μ,Χ r/.M|X, r/.M.Xn^, 
Tome X.. SEPTEMBRE / '* 

■P 



VJ8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
pout se mettre sous la forme 

ι·/, log M ι c/.logM, r/.logM, 
dX dX, dXn_, 
+ 7/x + +-+ ώ~Γ = °-

Les quantités Χ, X,,..., X„_, et M,, qui sont regardées comme fonctions des variables 
indépendantes χ, χ,,,.. , x„^„ contiennent cependant dans leur expression primitive la 
variable x„ qui dépend des autres en vertu de l'équation 

u = a. 

bu conservant donc cette forme primitive, l'équation précédente devra être écrite ainsi : 

;
 v

 cLlogM, ,
 v

 ci.log M,
 r

 _
 v

 d. log M, 
i doc cl oc j doc 

u
 , 

I d log M, ( dx
a
 ,„dxn dx„ \ 

j dx
n
 \ dx dx, dx

a
_J 

) dX dX, dX
n
_, 

I dx dx, 
[ dX dx

n
 dX , dx

n
 dX

n
_. ι dx

n 

\ dx„ dx dx
n
 dx, dx

n
 dx„_, 

Les valeurs des dérivées partielles 

dx„ dxn 

dx^ ίΐτ
2
' 

se déduisent de l'équation 
u — α, 

au moyen de la formule 
[ du\ 

dx„ \dxij 
dxi (du \ 

\dx„ j 
Ainsi on aura 

dx
n dxn

 dx
n 

doc doc ι αχn— x 

= ~ 7M (x £ + Xl S + " '+ x"~' ~<ϊί) ' 

A t anse de 
au au au 

~l ^ 1 .1 ^ " I 0? 
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il viendra donc 

x'p ̂  Χ, φ X,_, pL
 =

 X,. 

Kn outre , on a 

! <7X dx„ dX, Ac, r'X/i—i dxn 

k dx
n
 dx dx

n
 dx, dx„ dx„_ 

' \ ι /d X„ (/« <7 X, c/« <7X„_., du \ 
I /da\ \dx„ dx dx, dx, dx„ dx„_,} 
\ V/te,,/ 

Or l'équation 

— (x -h X, -7— -+·...+ X»_, —; ) — Χ,,-τ— r 

diffcrentiée par rapport à ,r„ et divisée par ^ " , fournit 

1 /f/X du <7X, du r/X„_, dx„ \ 

f du\ \dxn dx dx„ dx, dx„ dx„_,j 
du du 

_ dX„ c dx„ dx„ 

dl°8dïa v rf-l0grte„ 

d'où, parla formule (3), résulte 

/ <7X dx
n
 c/X, rte,, rfX„_, <Ur„ 

l (ir
n
 ù,r dxn dx, dxn d,rn_, 

f «fXB , „ rte» , v rir„ , , v rf.r„ 

Combinant les formules (2) et (4) avec la formule (1), on obtient 

d.log Μι rf.logM, rf.logM, 

+ X _^iir+X, _Αίϋ+... + χ. --Jft 

r/X rfX, rfXti_, dXh 

4:1 
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et, comme 

M, — = M, dx 
on en conclut 

rf.logM rf.logM d. log M 

_^_dX dX, dX
n 

dx dxx dxn ' 

formule qui, multipliée par M, se change en 

_ EMX _EMX, rf.MX„ 
dx da.r, dx

u 

Ainsi l'équation à démontrer se trouve réduite à l'équation même qui sert à définir la 

fonction M. Le lemme est donc démontré. 
Ayant 

X j h Xi -j h ·. · H-Xn -ς— — ο, 

on peut définir l'équation 
u — α 

comme étant une intégrale première du système des équations différentielles ordi -
naires 

dx : dxι :... : dxn — χ : χ, :... : x„ ; 

c'est ce que nous ferons désormais. 

II. 

De la même manière qu'on a déduit de M la fonction M,, on pourra de M, déduire 

une nouvelle fonction M
2
, puis de M

2
 une autre fonction M

3
, etc. Et le lemme précé-

dent fournira successivement pour chacune de ces fonctions une équation aux diffe-

rences partielles à laquelle elle devra satisfaire, le nombre des variables diminuant à 

chaque fois d'une unité. 
Admettons que u = a soit une intégrale du système d'équations ordinaires 

dx : dx, ;... : dx
n
 = χ ; X! :... ; x„, 

f.'t qu'on ait 
r/.MX cf. MX, . Ε MX,, _ 

dx dx, dx
n
 ' 

la tonction 

M ( du \ fix, 
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satisfera à l'équation 

rf.M.X rf.M,X, rf.M,X„_, 
~ΈΓ + ~~d^7 +--+ — = °> 

oii, par le moyen de l'équation 

a = a, 

on suppose la variable x
n
 éliminée de Χ, X,,..., X„_,, M, 

Soit «, = x, une intégrale des équations différentielles 

dx : dxι :... : dx,,^., = χ ; χ, :... : x„_,, 

y, désignant une nouvelle constante arbitraire; et posons 

HT _
 M

' 

/ du ι λ ' 
\<ών_, / 

ori aura, par le meme theoreme, 

dM-JL d.M
2
X, dMiXn-i _ 

rf-r dx, dx„__, °' 

où X, X,,.·., X„_2, M
2
 sont des fonctions de χ, x,,.·., la variable at,.., ayant été 

éliminée au moyen de la seconde intégrale u, = a,. 
Soient a

2
 une troisième constante arbitraire et «

2
=α

2
 une intégrale des équations dif-

férentielles 
dx ; dx·, dxn^2 — X ; X, X„_,, 

et posons 

M
 _ M, _ M, M 

' du·, du, du, da 2 du, du 
dx.,—■, dx

f
,—

2
 dx„—| dx

T[
—

2 dx„ . dx,
t 

en éliminant x
n
._. au moyen de l'équation u

2
 — a.,, on aura 

d.U X d. M,X, d. M3X„_3 
dx + +-·+ dx.,.: - - °-

loi continuant de cette manière, soient les intégrales successives 

(5' u = a, u,=x,,..., a„_,, 

où «, y,,···, a„_j sont les constantes arbitraires, et où «<■ = a, est l'équation eu /, (· , 
x-i,···, χqui doit servir à éliminer Posons, en outre, 

^ M 

' du du, du„_2 
dx

n
 dx„_, dx2 

et l'élimination de x·,, x3,···, xn
 étant opérée au moyen des intégrales citées dans Χ , X. 
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et M„l'application répétée du lemme que nous avons démontré nous donnera 

M X' dx dx ι °" 

Or, quand les variables x
2
, χ

3
,..., x„ ont été éliminées par le moyen des intégrales (5), 

c'est-à-dire de toutes les intégrales du problème sauf une seule, il ne reste plus à 
intégrer qu'une équation différentielle du premier ordre et à deux variables x,, r,, sa-

voir, l'équation 

8) X,ÎAc — Χώ, = ο; 

et la formule (y) prouve que la quantité M„_., est le multiplicateur de cette équation 

différentielle. Ce multiplicateur rendant le premier membre de l'équation (8) une diffé-
rentielle exacte, réduit l'intégration de cette équation à une simple quadrature. De là 

découle le théorème suivant qui, par son importance et sa fécondité, a paru mériter une 

denomination particulière : 
; Étant proposées les équations différentielles 

dx ; dx, :. . ; dx„ = X ; X, ;... ; X„, 

» soit. M une quantité satisfaisant à l'équation 

d. MX rf.MX, rf.MX, 
dx + "K"4" dx.. ~ °; 

>> admettons qu'on ait trouvé toutes les intégrales à l'exception d'une seule, et repre-

» sentons par 
Il .— Cif ll\ Gijj.t.j Un—j Κη— 

·' les intégrales qui nous sont connues, α, a,,..., a„_
2
 étant les constantes arbitraires ; 

faisons servir successivement chacune de ces intégrales à l'élimination d'une variable , 

χ et que m, — α,· soit l'équation en x, x,,..·, x„-t, qui sert à éliminer x
K

_.,· ; le multipli-

> cateur de la dernière équation différentielle 

X,<fa — Xcir, = ο 

■: sera 
_ M 

^ du du, dan_.._ 
dx

n
 dx„_ι dx-j. 

» expression où, par le secours des intégrales trouvées, il n'entre plus que les deux 

» variables χ et χ,. » 
Ainsi est démontré le principe du dernier multiplicateur, que connaissant la quan-

tité M., la dernière intégration s'effectue toujours par une simple quadrature. 
Quand on a 

rfX rfX, dX,« __ 
^ dx dx, άχΛ ' 
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on peut prendre M = i; d'où il suit : « Qu'étant propose ce système d'équations dil-
» férentielles ordinaires 

d.r ; dx
s
 ;... ; dx

n
 — X : X, :... ; X„, 

» oii 
dX dX

t
 dX

n
 _ 

hi + + 

» et dont toutes les intégrales sont connues à l'exception d'une seule, la dernière equa 
» tion différentielle qui reste à traiter pourra toujours être intégrée à l'aide d'une 
» simple quadrature. » 

On trouvera dans \e Journal de M. Crelle[*] des développements plus étendus sm 
ce sujet. Passons à l'application aux problèmes de mécanique. 

III. 

Principe du dernier multiplicateur dans les problèmes de mécanique. 

Considérons les formules de dynamique relatives au mouvement de A points maté-
riels. Les 3/1' coordonnées rectangulaires de ces k points étant 

OC , 0C\ , dKLj,*.) OC·^. , 
posons, en outre, 

1 °)
 Tt

 = .*
>t

, , · · ■, -fi- = x., 

où 
η = 6 k — ι. 

Admettons que les forces qui sollicitent les points matériels suivant des directions pa-
rallèles aux axes des coordonnées sont des fonctions des coordonnées χ, χ,,..., χ ..ι, 
indépendantes du temps et des vitesses; supposons, de plus, les points entièrement 
libres. Le mouvement de ces points dépendra du système suivant d'équations différen-
tielles ordinaires, 

, , d.r j, dx
3
k
+i

 dx
n 1F~ Λ'' ~~~Έ~ — X3i+"·"' Ch -

X.,j, X
3
i
+

,,..., X„ étant des fonctions de χ, χ,,.·., χ,-,ί-Pour rendre ces formules en-
core plus semblables à celles des articles précédents, posons 

X>.k— X, Xjk+i -— Χιν··> X'i — -XsA— !' 

Les formules (io) et (ι i) réunies conduisent à ce système d'équations différentielles du 

!'*] Tomes XXVII et XXIX. Le Mémoire auquel l'auteur renvoie est écrit eu latin, sous ce litre 
Thcoria noi'i multipiicatoris systemati œquationum difjcrenûalium vulgarium applt'candi. '.T. T

4
 '■ 
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premier ordre, 

■ 12} dx : tlx, :... : <lx
a
 = χ : χ, :... : x„, 

après l'intégration duquel on pourra exprimer X en fonction de χ seule et trouver le 
temps t par la formule 

to t — Ι — -t- constante. 

De là ce résultat connu que, dans les problèmes de dynamique, la dernière intégrale 
qui fournit le temps en fonction des coordonnées dépend d'une simple quadrature. 
Mais je dis que les deux dernières intégrales peuvent s'obtenir par des quadratures, et 
qu'outre l'intégrale (i3) où il en entre une, on peut obtenir par le principe du dernier 
multiplicateur une autre intégrale, savoir, la dernière intégrale du système (12). En 
effet, X3i, Χ3ί+„. . ., X„ étant des fonctions de x, x„ . . ., seulement, et les 
quantités Χ, X,,. . ., Χ3^_, étant égales aux variables x3i, . . ., x

n
, on voit que 

la fonction X, ne contient jamais et que, par suite, on a, pour chaque valeur de ι, 

~dxi~°' 
De ià 

rfX r/X, dX
n
 _ 

dx dx, dx
n 

Nous sommes donc dans le cas où l'on peut prendre M = 1. Partant, dès que l'on 
connaîtra toutes les intégrales, excepté une, du système (12), le multiplicateur de l'équa-
tion différentielle restante sera donné par la formule du dernier multiplicateur en y 
posant. M = 1. 

Le principe relatif aux deux dernières intégrales subsiste encore pour un système de 
points liés entre eux. Cela deviendra manifeste en écrivant, comme on va le voir, les 
equations de la dynamique sous une forme convenable. 

Soit 3k — m le nombre des équations de condition pour notre système de /■ points 
matériels; exprimons les 3é coordonnés x, x,,. . ., x

3
^., par m quantités indépendantes 

tfly Vo ' ' ■ l Çm') 
posons ensuite 

dt ~ 'ir' 

la force vive T du système pourra s'exprimer par les quantités 

Vu Vu ' 1 * > fItll J V I ? V îî ■ ' ■ ' fi m· 

Maintenant posons les équations 

dJ dT dt 
—Ρ ΐ>· ■ ^ dû,, —Pm· 
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lesquelles sont linéaires par rapport à q',, q',,. . ., q'

m
\ résolvons-les et tirons-en les 

valeurs de r/,, q'.,,. . ., q'„, en fonction de p,, p.,. . ., p
m

, puis substituons ces valeurs 
dans Τ qui deviendra ainsi fonction de 

7m ' ' · 1 7"M /*M P'11 - ' · J Pm î 

variables qu'il convient d'employer dans les problèmes de dynamique. Pour obtenir les 
liquations qui s'y rapportent, concevons que .r

;
 soit une des coordonnées du point où 

se trouve la masse »i,·, et que ce point soit sollicité dans le sens des x; par la force Xj
+

,·· 
En substituant les valeurs des coordonnées x, χ,,..., χ,ι_, exprimées par q , ιji,·.., q

m
, 

nous obtiendrons 

m X
;
irfx -H /«, X

3
j
+

, dx, + X„ dx,= Q, (Up -+- Q, dq
%
 4- . . . -+- Q„,dq

m

. 

Les quantités Χ,ί, Χ
0
Ί
+

Ι,... étant fonctions de x, x,,..., X
3
Î_I seulement, les quantités 

Q,, Q,,..., Q», seront des fonctions de q„ q·,,..., q
m

; et les équations différentielles re-
latives à q,, y

s
,q

m
, p,, p

2
,..p

m
 s'écriront ainsi : 

dt dp? dt dq, Q1' 

Hi^lpï ΊΠ~~~ ^ 

................... 
dqm r£Γ dp

m
 cTT^ ̂  

dt dp m ' dt dq„ 
La demonstration de ces formules générales peut se déduire de celle que M. Hamilton 
a donnée dans le cas où 

X,t dx ■+■ m, X
3
j
+

i dx, X
n
dx·^, 

est une différentielle exacte (voyez deux Mémoires epre cet auteur a insérés dans les 
Transactions philosophiques, années 183zp et 1835). En éliminant l'élément dt, on les 
mettra sous la forme d'une proportion, savoir, 

I dq j : dq
2
:. . dq

m I : dp, : dp, :... : dpm 
tjjjj J _ cPT _ dT . dT 

j dp, ■ dp, dp,,, 
I dT n dT 

1 dp, dq
m 

On aura d'abord à intégrer les équations ( 15) ; ensuite le temps s'exprimera err fonc-
tion d'une seule des variables q,, y,,..., q

m
 par une simple quadrature. Recherchons 

donc la quantité M qui répond au système des équations ( i'5}. Or, quand il s'agissait du 
système d'équations 

dx : dx, :... : dx
n
 — χ : χ, :... : x„, 

Tome X. — SEPTEMBRE 184S. 44 
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nous avons pris la dérivée de chaque fonction Χ, X,,.. , X„ par rapport à la variable 
à la différentielle de laquelle cette fonction est proportionnelle. Et la somme des 
dérivées en question étant nulle, nous en avons conclu que la dernière intégration 
se réduit à une simple quadrature. Dans les équations (i5), prenons de même les 

dérivées de 
dT dT d Τ 
dp, ' dp , ' ' dp

m
 ' 

par rapport aux variables respectives 

<jflj · * * > 
et les dérivées de 

d T dT Λ d Τ 
~dï^-Q" + ~d^+Qm' 

respectivement aussi par rapport à 

Ρ \t P2, > · · j Ρm· 

Or la somme de ces un dérivées s'évanouit encore, parce qu'en les combinant deux à 

deux on a pour toutes les valeurs de l'indice i, 

, dT , f d Τ
 Λ

 \ 
d'Wi + Γ ^ + / = = o, 

drp dpi dpi 

Donc étant proposées les équations différentielles (i5) relatives à un système de points 
liés entre eux, on pourra encore prendre M = i, et par conséquent la dernière inte-

gration s'effectuera par une simple quadrature. 
Quand l'expression des forces contient explicitement le temps t, on ne peut plus 

obtenir, comme ci-dessus, la valeur de f à l'aide d'une simple quadrature. Mais, du 

moins, à l'aide du nouveau principe, on réduira aux quadratures l'intégration de 

l'équation différentielle du premier ordre qui restera à la fin entre t et une des coor-

données. 
Le même principe s'applique aussi au mouvement d'une comète dans un milieu 

résistant et à quelques cas particuliers du même genre. 


