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PURES ET APPLIQUÉES. >97 

NOTE SUR LES FONCTIONS DE M. STURM; 

Pah M. A. CAYLEY 

On sait que la suite des fonctions 

fx = (χ — a) (χ — b) (x — c) (x — d)..., 
fx = Σ(χ — b) (x — c) (x — d)..., 

fx = Σ(α — b)2 (x — c) (x — d)..., 

fx = Σ (a — bf (b — c)2 (c — a)2 (x — d).... 

est de la plus grande utilité dans la théorie de la résolution numérique 
des équations. En effet, on obtient tout de suite à leur moyen le nombre 
de racines réelles comprises entre deux limites quelconques. Il était 
donc intéressant de chercher la manière d'exprimer ces fonctions par 
les coefficients de fx. 

Soit, pour cela, m un nombre quelconque, pas plus grand que le 
degré η de cette fonction. En prenant k pour mieme racine de la suite a, 
A, c,..., et mettant, pour abréger, 

P= (_(a — b)(a — c)...(a — k) (b — c)...{b — k,...{ j — k). 

cela donne 

f
n
X .fx — —— Af 

dans laquelle expression 

Ρ = ι, a,..., 

M * · · ? u f 
................. 

i, k,..., hm-', 
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ef, de plus, 

Ρ -*)···(/-*) , 1, 

dans laquelle le coefficient de x~r est égal à 

f-)5"'" "[«-(»- c)...(b - *)...(/ - k) 

c'est-à-dire à 
1, aam~~2, 

1, b,..., bm~2, br~\ 
............. 
1, A,..., km~2, kr-{. 

Donc enfin le coefficient de x~r dans^a? : fx est égal à 

Σ ι, a,..., am~' χ 1, a,..., am~2, ar~', 
............................ 
1, k,..., k">-< χ i, k,..., Am-2, kr~<, 

où, au moyen d'une propriété connue des déterminants, en représen-
tant comme à l'ordinaire par S

? la somme des^r"m" puissances de tontes 
les racines, ce coefficient devient égal à 

So, S,„_2, 
S,, S

2
,..., S

m
_

4
, S

r
, 

.................. 
ϋ/η-η ^27/ί—31 fcJr-w/i—2* 

Et de là, en mettant T„ = V a' , 

fm 3* 'fit· ®0 ) S,,·.., S
m

_
2
, T

0
, 

S,, S
2
,..., S,

n
_H, T

4
, 

.................... 
Snj_\, ί*;η ···, S

2ffî
_3, i,

n
_
t

, 

en multipliant par fx, et mettant 

Qïn,r — $m+r—i Pi ^m-hr—a*" ( ) pr^rn—15 
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où l'on suppose 
fx = χ" — ρ, χ"-1... -t- (—)" ρ„, 

cela donne 
— ΣΓχη m S0, S,,..., Sm_2, Qm>r, 

S2,..., S/n — Il QîH+Ι,γ! 
....................... 

Sm—4 J S m;.·.) S
2m

_ 3> Q2rn—),''5 

où r peut ne s'étendre que depuis ο jusqu'à η — m, puisque j
m
x est 

fonction entière. Au moyen des relations connues qui existent entre 
les quantités S7, on a 

Q/n+i,/' — ( ) Pr-t-t S,n+i—2 ■ · · "I- ( ) Pn^r-t-m+s—rt—i··· [r -f- /// -t- ί Tl j -

Q= (-)rPr
+

, S
m
^-

2
...+ (-)—-' p

rm
_t S, 

+ (—)r+m+i-a p
r+m+s

^ (r+m + j-i) /' -t- /» Λ ̂  « J> 

et de là, en posant 

Q'™-M,r = (-)'+B"V™S
s
-
t
... + p«S

r+m+i

_„_,.[r+ m - 4· > m j. 
Q'™-M,r = (-)'+B"V™Ss-t... + p«Sr+m+i_„_,.[ 

-+- (—)Γ-,·'η+ί-2 p
r+rn+s

^ (r + in + î-n-ij..lr+ffl+ί^ η J, 

on peut, par les propriétés des déterminants, réduire Q
m+J

,
r

 à Q
m+Jir 

dans l'expression de j
m
x. Nous avons donc exprimé cette fonction au 

moyen des coefficients p
t
, p

2
,.... et des sommes S,, S

2
,..., S

2m
_

3
, les-

quelles s'expriment facilement par ces mêmes coefficients (et pour cal-
culer fx,f

2
x,..., j

n
x, on aurait seulement besoin de calculer ces 

sommes une fois pour toutes jusqu'à S
2
„_

3
); il serait donc facile de 

former des tables de ces fonctions, pour les équations d'un degré 
quelconque, ce qui pourrait à peine s'effectuer d'aucune autre ma-
nière. 
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