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REMARQUES SUR L'ÉQUATION 

3y" -i- -L y -f- njr = o 

PAR M. V A. LEBESGUE. 

1. Si = (-» satisfait à l'équation 

(i) y" + ~jr' -f- nj r= o, 

γ — oc
m

.\}
r satisfera à l'équation 

(2) y ~ - y' + ny = o. 

Plus généralement, si y = e satisfait à l'équation 

-+- Pj·' ηγ — ο , 

y ~ v'.cJ
Vdx satisferai l'équation 

y" — F'y' -+■ ny = o. 

La substitution donne , en effet, 

y" — Ργ' -t- ny = ef
Pdx

(y" + Pu' -+- ην)' — o. 

Par ce théorème, l'intégration de l'équation (2) est ramenée à celle 
de l'équation (1), où m est supposé positif. 

2. Sij· = e satisfait à l'équation (0,jr — ~u' satisfera à l'équation 

(3) J +—j-J'' + ny = o. 

On trouve, en effet, 

y U ;—y' + ny = - I ν" + — ν' + nv)' = o. 

Ce théorème ramène le cas général de m positif à celui de m < 2, 
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5. Si dans l'équation (j) on pose y = λ'Λβ, on aura 

(4 ) u H « -+- nu — o. 

On ramène ainsi !e cas de m compris entre ι et ·ι à ceiui de m com-
pris entre ο et ι. 

Le cas de ni entier pair est ramené à celui m = o, et celui de m en-
tier impair à celui de m—i. 

4. Si e satisfait à l'équation (j), on satisfera aux équations 

(5) j"-i- ["'J'")?-' njr = o, 

b) y - Jy' + /y = o, 

où l'on suppose î entier positif, par les formules 

•τ=ί|ίίΙ!··(Η'Η!· 

81

 ^=^iii[i-(i")T-f!· 

la première renfermant i dérivations, et la seconde / -+- ι. 
C'est la conséquence immédiate des nos I et 2. 

5. Si dans les formules (7) et (8) 011 fait 

ν — c sin χ \n ~f i', cos χ \ u pour η positif, 

ν = ce·''-f-c,e~
xV

~" pour η négatif. 

on aura, sous forme finie, les intégrales complètes des équations (1) 

et (2) pour le cas de m — ii entier positif pair. 
C'est le cas de m = o dans les équations (5) et (6). Alors l'équation 

v" + nc= o est satisfaite par les valeurs de ν données plus haut, 
Les formules (7) et (8) pourront, quand m n'est pas un entier pair, 

servir à faciliter l'emploi de la formule qui donne y au moyen d'inté-
grales définies, cette formule étant en défaut quand m n'est pas com-

pris entre o et 2. 

Dans un Mémoire intitulé : Nouvelles remarques sur l'équation de 

Riccati (tome Vide ce Journal, page 13). M. Liouville s'exprime 
43.. 
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ainsi : « Pour que l'équation 

f=r[ a+5). 
" où la constante A est supposée essentiellement différente de zéro, 
» puisse être satisfaite en prenant pour y une fonction de χ expri-
» niable par un nombre limité de signes algébriques, exponentiels et 
» logarithmiques, et de signes / indiquant des intégrales indéfinies re-
» latives à la variable x, il est nécessaire et suffisant que Β soit de 
» forme /3(/3+ ι), β étant un entier nul ou positif. Cette condition 
» étant remplie, on pourra exprimer, à l'aide des signes indiqués et 
» même à l'aide des seuls signes algébriques et exponentiels, l'inté-
» grale complète de l'équation 

f=r[ a+5). 

Or, si l'on fait y — χ 2 ζ, l'équation 

y H y -t- ny = ο 

se réduit à 

(m- — 2m\ 

et si l'on pose^—— β {β + ι), il en résulte 

[m — ι y — (αβ + ι)
2

 ; 

d'où, pour m positif, 
m = 2 (β -h i), 

et, pour m négatif, 
— m = ιβ. 

On ne peut donc intégrer l'équation 

y" -f- -y' + ny = o, 

sous forme finie, que pour m pair positif ou négatif. 


