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SUR L'INTÉGRALE DÉFINIE 

Γ ;îr log (ι η sin'ο) rfcp 

PAR M. WILLIAM ROBERTS. 

1. En cherchant la valeur de cette intégrale, nous considérerons 
séparément les trois formes admissibles de η : savoir, celles du para-
mètre d'une fonction elliptique de la troisième espèce, au module k. 
Ο11 verra que son évaluation dépend des fonctions elliptiques et de la 
transcendante Y, qui figure d'une manière si importante dans les re-
cherches de M. Jacobi, relatives à la réduction des fonctions à para-
mètre logarithmique. 

i°. Soit 11 - -- — k2 sin2 9. On aura donc, en désignant par u l'inté-
grale dont on cherche la valeur, et en la différentiant par rapport à 5 . 

— — sin 5 cos© j :—r-7'7 

= acotang 9 [F(A*) — Π (— k2 sin2 5, Ai], 

Maintenant, on a 

Hé — k2 sin2 θ, k) = F (k) + · .· [F {k) Ε (k, 91 - Ε (k) F (k, 5'd 

( Traité des Fonctions elliptiques, tome 1, page 1 !\ 1, ; ce qui donne 

~
 [E (A) F

 ̂

5)

 -

F (A) E (A

' w -

d'où l'on déduit, en mettant, suivant l'usage, 

f dû = Y (k, 6), 

(,) = m [F(Ai 5,,. (ts r,it 
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Si l'on y fait θ = \ π, on trouvera, en se rappelant que 

^ (k> ¥π) — τ F Ψ) Ε (A) — {■ log k', 

A'étant le complément de A ( Traité des Fonctions elliptiques, tome III, 
page r 56), 

Jo V1 — λ·2 sin·'φ 

formule que j'ai démontrée déjà dans un Mémoire inséré dans le cahier 
de mai. 

a0. Soit η — cotang2 0, et nous verrons aisément que 

S = irore T
11 (cotang" s, A) - F (k)]. 

Or on a 

Hiû /coIT θ Π (cotang2 S> k) ~ Γ (k) [tanë 5 ν I —A'2 sin2 5 — Ε (k', ΰ,\ 

-[Ε (A)-F (A)] F (A', Ô; 

(Legendre, tome I, page 144)» en sorte que 

y/1— J '2sin2S 

χ {i n + F (A) [tang ô ν ι - A '2 sin2 fi - Ε (A 0)] - [Ε (A) - F (A)] F (A', 0)} 

_ 2 F (M) 

et, par conséquent. 

u = πΡ (A', 0) - 2F (A) Y {k', 0) - [Ε (A) - F (A)] [F (A', S)]2 

— a F (k) log sin 0 4- β. 

Pour déterminer la valeur de la constante o, faisons 5 —\r., ce 

qid donne u = ο, et l'on aura 

nF(A') - F (A) [F (A') Ε (A') - log A] - [E (A) - F (A)] [F (A')]2 + β = o. 

Si l'on y substitue, pour π, sa valeur connue 

2 [F (A) Ε (A') + F (A' ) Ε (A) - F (A) F (A')], 

on obtiendra 

IF(A)E(A') -+- F (A') Ε (A) - F (A) F (A')] F (A') + F (A) log A -r- β = o, 
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ou bien encore 

- F (A' ) + F (A) iog (A) -t- β = fi. 

On trouve donc finalement 

12 
Γ5' log(i + cotangs6sin» 

= π F (A', 6) - ι¥ (A) Τ (A', Ô) - [Ε (A) - F (A)] [F (A', 6)f 

— α F (A) log sin θ — π F (A' ) — I' (A) log A. 

3°, Soit η — — ι + A'2 sin2 Q, et l'on aura 

Τβ = ■ — /. ' sin 0 T» (- I + A 2SM2 6 , A) - I< (A)]. 

Mais Eegendre a démontré (tome I, page i38) que 

*"sin6cos0 [n (_ , + A '2 sin2 5, A) - F (A)] = J· jr — F (A) Ε (A', 0), 

-LE(A)-F(A)]F(A',0), 

ce qui donne 

TB = F,,· Ί * Π - F ̂  E(K'>D)~ IE (*) - F (*)1F (* ''>5) L· 

et, en intégrant, 

M = tïF(A', 6) - 2 F (A) Τ (A', Q) - [E (A) - F (A)] [F (A', 0)]2 + β. 

Pour avoir la valeur de β, faisons 6 — ^ π, ce qui donne, comme on 
sait, 

ιι — log (A')F (A), 

et nous trouverons 

log (A' F A = π F (A') - F (A) [F (A')E(A') - log A] 
-[E(A)-F(A)][F(A')]» + G, 

d'où l'on déduit, après quelques réductions , 

g=log^)F(A)--^F(A'), 

Tome XI. — ΌΪΓ,ΕΜΙΪΪΙΕ 184G· 
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et, par conséquent, 

Γ 'π lQg[' — ^^siiia9)sin'?] , 

(3) itF(k', θ) - a F (A) Τ (A*', Q) - [E (A) *- F (A)] [F (A, 5)]s 

+
 lo

g (r)
 F

(
A
') ~ ΙπΙίΧ*')· 

2. Dans l'équation (ι), faisons 

sin2 θ — γ~-ρ' 

c'est-à-dire, soit θ l'amplitude qui sert à la bissection de la fonction 
complète, et nous aurons 

fi*\bgfco^ + *'sin>) d. . F ^ E („ _ aF (A) γ (A% ^ 

Maintenant, Legendre a démontré [*] que 

Τ (ψ) = 4T(φ) Η- log (ι — A2 sin4 φ), 

lorsque les deux amplitudes ψ et y satisfont à la formule de dupli-
cation , 

F (A, ψ) = 2F (A, (f). 

Dans cette relation, mettons ψ = |·π, ce qui donnera ψ — Q, et nous 
aurons 

4ï (A, 9) = i F W Ε (A·) - log ), 

et, par conséquent, 

bgfco^ + *'sin>) d. . F ^ E („ 

résultat qui coïncide avec la formule (a3) de mon Mémoire déjà cité. 

3. Si dans l'équation (3), on pose 0 = o, on obtiendra 

I í T^r V log (cos ff) do \j i — k7 sin2? 

[*] Traité des Fonctions elliptiques, tome III, n° 188. 
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Maintenant, transformons l'intégrale définie 

Λ1 log ( tang ο) rfn 

en prenant un nouvel angle à donne par la iormuie 

k' tang ψ tang ψ = ι , 

ce.qui nous fera voir sans difficulté que 

Çi- logjtang,)^ . 'ι \ 

et, par conséquent, 

' Jo 2 bV J W 

Combinant encore les équations (4) et (5) entre elles, on parviendra à 

la formule suivante: 

/"* JflSMit. = ilog (·) P(*) - . .F.XM. 

En se rappelant que la limite de F (A') est > lorsque k devient 

très-petit, on déduira facilement, des équations (4) et (6), les résultats 

bien connus, savoir 

log (cos φ) dtp = Ι log (sin <p) da ~ {π log 4. 

4. A cause de Ja liaison de notre intégrale (u) avec la théorie des 
fonctions elliptiques, il est bon de remarquer qu'elle peut s'écrire de 

la manière suivante. Soient χ une fonction de première espèce au mo-

dule k , A (x) son amplitude, et X la fonction complète , et il est évi-

dent que 

11 — I log [Ι -4- η sin2 A (Λ·)] d.x. 

Je finirai en mentionnant qu'il existe une relation très-simple entre les 
60.. 
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fonctions complètes de troisième espèce, 

ΓΙ (A2 tang2 S, X) et Π (- A '2 sin2 Q, A'), 

dont les modules sont complémentaires, et dont les paramètres ont 
des caractères opposés ; en effet, on a 

Π (A2 tang2 Θ, k) F (A') - cos2 S Π (- A'2 sin2 0, A') F (A) 

= |^-===F(A', 0), 

comme 011 peut le prouver en substituant, au lieu des fonctions Π, 
leurs valeurs en F et Ε ; ou bien encore, à priori, par les mêmes con-
sidérations de géométrie, dont M. Chasles a fait usage pour démon-
trer la relation de Legendre entre les fonctions complètes Ε, E, aux 
modules complémentaires, c'est-à-dire par l'emploi des coordonnées 
elliptiques. 


