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PURES ET APPLIQUÉES. /|i 

GÉNÉRALISATION D'UNE PROPRIÉTÉ DE LA LEMNISGATE ; 

PAR M. WILLI M ROBERTS. 

i. Dans les Jnnales de Mathématiques
}
 t. XIV, p. iq, M. Slurm 

a démontré un théorème énoncé par M. Talbot, savoir, que si l'on 
multiplie la différence entre l'arc infini d'une hyperbole équilatère et 
son asymptote par la longueur du quadrant de la lemniscate correspon-
dante, le produit sera égal à \πα2, en désignant par a le demi-axe de 
l'hyperbole. Cette propriété, déduite par M. Sturm de la théorie îles 
intégrales eulériennes, n'est qu'une conséquence très-simple de la re-
lation bien connue entre les fonctions elliptiques complètes à mo-
dules complémentaires , que l'on doit à Legendre, comme je l'ai déjà 
fait remarquer dans ce Journal. Dans cette Note, je me propose d'é-
tendre le résultat dont il s'agit à une hyperbole quelconque, par un 
théoreme dont voici l'énoncé : 

Soit S la différence entre l'arc infini d'une hyperbole, ayant pour 
équation 

F ~ F 1 ' 

et son asymptote, et soit. S, la longueur du quadrant de la courbe, lieu 
des projections orthogonales du centre sur ses tangentes ; soient aussi 
Σ, 2, les mêmes choses par rapporta l'hyperbole conjuguée 

F ~ F = 1 : 

et l'on aura 

a i \SM J vii» t. f i k L¿ /* l'hyperbole cotijuß 

en supposant c > h. et en désignant par s un arc de l'hyperbole pre-
Torn" Vil. --JANVIER i-i.j;. 6 
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mi ère, compté du sommet jusqu'au point dont les coordonnées sont 

χ — —, r = \/6'
2
 — 

Pour démontrer cette propriété , rappelons-nous les expressions con-
nues (tome X de ce Journal, page 186) pour S et S, en fonctions 
elliptiques complètes, savoir, 

S = Ε(c) - b"'F(c), S, = Ç 11 (ri b) , 

dans lesquelles on prend b2
 -1- cs pour unité; ce qui donne, en met-

tant pour la fonction Π sa valeur en fonctions de la première et de 
la seconde espèce, 

s, = in + F (b) jJL^ - Ε (c, S)] - f Ε {b) - F (A)] F (c, θ), 

OÙ 

sm θ — — 

Or, si l'on prend un autre angle λ, tel que 

COS A — —, 
on aura 

F (c, 0) + F (c, λ) = F (c), Ε (ο, θ) E(c, λ) — Ε (c) = * 

d'où, en se servant de la relation connue 

E(c)F(/>) + E(A)F(c) - F(c)F(ù) = {π, 

résultera l'expression suivante pour S,, 

( 1 ) S, = - F [b) + VC2 ~ b2 [F (b) Ε (c, λ) + Ε {b) F (c, λ) - F (b) F (c, λ )J. 

D'ailleurs 011 a, en considérant l'hyperbole conjuguée, 

2 = E(é)-c*F(6), Σ(=^-Π 

et, par conséquent, 

(a) = Τ F (U> + V c2 -;ï2 [F(c) Ε (c, λ) - Ε (c) F (c, λ)]. 
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Maintenant prenons la somme des deux produits SS, et ΣΣ,, ce qui 
nous donnera 

SS, -h ΣΣ, = y'c2 ~ b2 
[E(/>) - F (ft)] [Ε (ft) - b- F (r)] 

_[E(ft)-c*F(ft:]E(c) 
F(c. λ) 

+ \'c2 — h'1 ([lutq - ft2 F (c)] F (ft) + [Ε (ft) - c2F(ft)] F ((.·)} Ε (c, λ) 

-I- 1 [Ε (cl — h2 v (t·)] Ε (ft) + [Ε (ft) — c2E (ft'·,] F (ή}, 

ou ce qui est la même chose, comme on s'en assurera sans difficulté. 

Γ3- SS, + ΣΣ, i, π \c2·—b'2 Γ Ε (c. λ) — ft2 F (c, ).) -t- · 

Mais, en désignant par s l'arc de l'hyperbole 

c1 b-

dont les coordonnées χ', γ' de l'extrémité sont 

λγ'— jp f' -\<·" b'. 

on a, par la formule connue, en se rappelant, la valeur de λ, 

s — -Jt _L. b* F (f. λ': — Ε (c. λΐ : 

on trouve donc finalement 

.'4) SS, -4- ΣΣ, — Îj π 
c5 

J - Sic*-b3.s 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

2. Il est bon de remarquer que des propriétés comme celle qu'on 
vient d'indiquer ne sont pas bornées au cas de l'hyperbole et de l'autre 
courbe dont nous avons parlé. Si l'on considère la courbe lieu des 
projections orthogonales du centre sur les tangentes à cette dernière, 
et encore les autres qui dérivent successivement de la nouvelle courbe 
par la répétition de la même construction, on parviendra à reconnaître 
qu'il existe entre leurs périmètres une variété des relations analogues à 
celle du n° 5. 

En elfet. en désignant par S
2
 le quadrant de la seconde dérivée de 

6. 
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l'hyperbole 

Z7" "" F ~ 1 ' 

et par 2
2
 ia même chose pour l'hyperbole conjuguée, ou aura, en se 

rappelant des formules que j'ai déjà données (tome X de ce journal, 
page 186), 

S, = aE(c) +
 b
-^jP F (c) - Π (- c·2 sin2 λ, c), 

2
2
 = 2 Ε [b) 4- F fi) ~ JT77 Π (b2 tang2 b), 

en faisant, comme auparavant, 

cos). = —. 

Si Ton y substitue, au lieu des fonctions 11 leurs valeurs en S, et Σ,, on 
en déduira, après quelques réductions, à l'aide des expressions pour S 
et Σ, 

(5) 
s.-»s + „T7,2,=7fo

F
('')· 

é=r.m, 

et Ton trouvera , en ajoutant ces équations, après les avoir multipliées 
respectivement par S

H
 et Σ, , 

S,S
9
 -4- 2,2,- a (SS, 4- ΣΣ,) = [S, Fic) — 2, F(ù) j. 

Or il est aisé de voir, en vertu des équations (i) et (a), que 

S, F (c) -- 2, F {b) = ν c2 — b2 F (c, λ), 
en sorte que 

S
(
 S

2
 4- Σ, Σ

2
 — ι(SS, -+- 22/) = |s -7===- F (c, λ); 

d'où , par suite de la valeur de SS, 4- ΣΣ, donnée par l'équation (3), 

(6) S, S
2
 4 2, Σ

2
 = 4 τ: \ c2 — è2 2 Ε C , Λΐ —f— —ρ ρ-— F (c. λ j 

c /c2 — b -
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Multiplions encore la première des équations (5) par Σ, ia seconde 
par S, et l'on en tirera facilement 

is
t
- SΣ

3

 -4- ̂ r(SS, + ΣΣ,) = ΣΥ(ό) + SY(b>]. 

Mais on s'assurera sans peine que 

2F(C) + SF(6) = iTt, 

ce qui nous donnera, après avoir mis pour SS, -f- ΣΣ, sa propre 
valeur. 

7) 2S
2
 - S2.

2
= Γ^Κίο,λΊ - E(c, λ) + iyj

r

c
»-b

a
 · 

5. Considérons encore 1a troisième dérivée de l'hyperbole 

C.'1 b2 * * 

On a, pour la différentielle de son arc (s
s
), ia formule suivante (tome X 

de ce Journal, page 186) : 

(' S_ L(>T ^ 1 '·' (r2+ h2 — e2)J ' 

où la variable rest le rayon vecteur de l'hyperbole. Pour la réduction 
de cette expression aux formes fondamentales des fonctions elliptiques, 
rappelons-nous que nous avons, en faisant (r2 -t- &2}(ra — c

2
) = R . 

a Φ - <:%Φο* f — - — = f 

- [(£2 - c2)2 - /;2c2] f ■ > 

d'où l'on déduira, en posant 

r — c séc φ , 

et, en faisant toutes les réductions convenables. 

9.(c- — b') 3(c1— br)ûntf cos0/ \ji—è'sin'ip (2b'—c'lc2 , 

- Ετ) +
 c

._;î—r· "\kk-,)· 
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et, par conséquent, pour la valeur du quart entier, S3, 

a(c2—b2) c 3 (c2 — b2)2-\- b2 c' c- le2—b2 ,\ 

2 :c! — o ’) ■'“ '-i T..Y " »r,‘ 

d'où l'on tire, en substituant pour Π sa valeur en S,, 

s< = w=W^ L F1 '+ E1· } + ~bT~ s» J * 

De même : 

— Z(c2 — b'y+b'c2 _ b2 — c2 ' J+ ^ · bc 

On a donc 

s, s, + ς, ς, = si^Tr^Fi-. i
s

-
s

· +
 Σ

·
Σ

·> 

+ 3 (c2— b2)2+b2c2 
+ E(4)] s= 

«·«»]* 

Or il est aisé de montrer que 

S
2
 = 2 Ε (c) — ό2 F (c) - - [F (c) Ε (c, λ) - Ε (c) F (c, λ)], 

et 

Σ
2
 — % Ε (b) -(i + c')F (b) 

+ [F (b) Ε {c, X) + Ε (b) F (c, λ) - F (b) F (c, λ)1, 

ce qui nous donnera 

L___A_F(Ù) + E(è) S^I^-^Ficj + Efc) S
2 

= A + BF(c, λ) + CE (c, λ), 

en faisant, pour abréger, 
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4 = F (*) + Ε ('»)] t.m - *<«)] 

— Ei") + E(c)] — f1 + <wF('ï|. 

=| f t«+Ε (»,] ε M 

- F (c) + Ε (<■■)] [Ε (R - F (R|, 

F (4) + F. (A)] F (c) 

+ *«]*(«· 

On verra aussi que les quantités A, R, C deviendront très-simples 
après quelques réductions, et qu'on aura 

%{c -b'] aic'-i')· ^c>-bi-

en sorte qu'on a 

S<S
2
 -t- 2,2j — 3-

(
-τ^ΤΤρ1 ,.Γ/, · i

S
*
 S

3 + 

π bc 
2[3(C! — b2)2 -+- b2c2~\ 

y-4'>fKr.é 
y/c2— è'j 

- ic sfc* -b* Ε (c, λ) -+- (3c2 - b-) b\ 

d'où l'on conclut, en mettant pour S,S
2

-+-2,2
2
 sa propre valeur, 

qu'on tire de l'équation (6), 

(8) SîS3
 + 2223 = -——-t 

4(c2-è!)2 

[2 (c2 — b2)2 -+- b2 c2] Ε (c, λ) 

- b2[(c2 -b2Y+ b*}F(c, λ) 
b3 (2b2 — c '') y'c - — b2 

C 

On a aussi les équations suivantes : 

». * e(»,]
s 

2 (c2-b2)2 

3(c2—b2Y-\-b2c2 3 3 
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1 "~3(e2— b7—c* E(cy + L(t') 2 

2 i'e' h Ί2 

1 ^{^—b-'Y^-b·'^ 6' 

ce qui donne, en mettant pour S et 2 leurs propres valeurs. 

SS, + ïï, = 31?Sî4?b PS. +
 ΣΣ

> 

(c2 — b2) bc 
3 (c2 — /;2)2 -j- δ2 c2 

[ ί''·'_'ϊ·'Τ(») + E(4)j (Ε(«) - *Έ·«)ΐ; 

+ E(Oj [E(A) - UF(4;] 

d'où l'on tire, après les réductions convenables, 

ss, + ςς, = (ss, + m+ 

ou bien encore 

vc2 __t_ c 3(c2 — è2)2-t-è2c' _ 

Enfin, on a 

^ a(c2 — é2)2 4 afe2·—b'1) 2 (e2—è2)'2 4 ^ ' 

y _ 3(c2— é2)2 + U2c2 èc SS _ νί.-Λ 

ce qui donne 

S, 2a — Sa 2, = (SS, + 22.) + [2, F (b - S, F ic)], 

d'où 

S, 2
3
 - S

3
 2, = —^(SS, -4- 22,) - !·· — · F (c, λ)

 : 

d'où, finalement, 

(10) a, 23 - S:! 2,. = 7· , Ε (c, λ) - ~—7Γ- f (c, λ) + —=== · 
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Il est aisé de voir qu'on obtiendrait des relations semblables en 

poursuivant l'évaluation des périmètres des courbes qui appartiennent 
au système que nous avons considéré; il est très-probable, surtout, 
que les deux fonctions 

Sp^p-t-ïq ^pSp
+

2q et S^pS^q^ , + (-Il 

conservent toujours le même type, c'est-à-dire qu'elles sont de la 
forme 

π \l -+- mF (c, X) ■+- nE{c, >.)j, 

ce qui se trouve vérifié pour le cas de l'hyperbole équilatère. Dans ce 
cas, la première de ces fonctions s'évanouit, et la valeur de l'autre est 
donnée par l'équation (en désignant par a le demi-axe de l'hyperbole) 

ip -i-' ~ \ 4/. — 3 ' i\P - 7" ' 1 1 \ Τ' 

Tome XII · FtvpaEfc 1847. 7 


