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NOTE 

SUR QUELQUES INTÉGRALES TRANSCENDANTES ; 

PAH M. WIHIAM ROBERTS. 

t La fonction transcendante 

— k7 sin2 0 sin2 a ι ,— k7 sin2 0 sin2 a ι , 

qui dépend, en générai, de trois quantités, jouit de la propriété d'être 
exprimée par des fonctions qui n'en contiennent que deux, à l'instar 
de l'intégrale elliptique de troisième espèce à paramètre logarithmique. 
En effet, désignons par u la fonction dont il s'agit, et nous aurons, 
en la différentiant par rapport à θ , 

^ = 2 cotang θ [F (φ) — II ( — A2 sin2 5, Φ)]. 

Or on a, d'après la découverte célèbre de M. Jacobi (Legendke , 

tome III, page ι 54), en désignant par Τ la transcendante Γ —Jjfo1 ^ _ . 

ι cotang S [F (Φ) — Π (— A 2 sin2 θ, ψ)\ 

= 7=4= [Τ (φ") - γ [ψ'} - 2Ε (6, F ίφ·)], 

ou 
φ' = am [F(ψ) — F (β)], φ" = am [F (φ) -ι- F (foj; 

en sorte que 

S = lT (?""> - Y (y') - 2 E (®)F (i)]· 
Tome XII. — Novembre 1847. ^7 
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Mais si l'on regarde φ comme constant, on a 

dcl' dO dcl'' dc \j ι—/5sin2(f' —A2sin29 — A2sin2<p" v'i—A2 sin2 0 

En intégrant γ par rapport à θ, il vient donc facilement 

u = „ = r 'W + r- aF)r(«) + />,).„ = r 'W + r- aF)r(«) + />,). 

Maintenant soit Q = o, ce qui donne φ = φ' = φ"; on en conclura 

f (cl) = -2 Γ loS(' — *2 sin2 β sin' ψ) 

d'où l'on déduira finalement 

Γ loS(' — *2 sin2 β sin' ψ) j __ Γ Tiy'l'VΓ loS(' — *2 sin2 β sin' ψ) j __ Γ Tiy'l'V 

+ / >/-'»·.» ~ 2 / 7=7Γ^τ — a F (φ) 1 (6;, 

équation qui constate la propriété énoncée. 
On pourrait aussi arriver à l'équation qu'on vient d'obtenir en 

employant une formule donnée par M. Jacobi (Journal de M. Crelle. 
tome XV), savoir [*], 

a Τ am (ρ) + a Y am [q) = Y am ( ρ + q) + Y am ( ρ — q) 

— log [ι — k2 sin2 am ( ρ) sin2 am (q)j, 

en la multipliant par t/p, et en intégrant ensuite. 

2. Il serait intéressant peut-être d'étudier d'une manière approfondie 

les propriétés de notre nouvelle transcendante Γ 1'/v . . mais je 

me suis borné pour le moment à déterminer les valeurs qu'elle prend 

pour φ = -j) i étant un entier quelconque : ces valeurs peuvent 

s'exprimer assez simplement par des fonctions elliptiques. En effet, 

f*] Voir aussi le Traite élémentaire de M. Verhijlst , page ι l/\. 
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-.ment ο et ψ deux amplitudes satisfaisant à l'équation 
F (A-, ©) + F(A, ψ) = F (A) ; 

ou a . eonuiie on sait, 

ί ι A , 9) — 1 (A, ψ) + Τ (A, π) = Ε (A) F (A, ο) — \ log |p — A2 sin2
 9), 

et, par conséquent, en désignant par la caractéristique Ξ l'intégrale 
dont nous nous occupons, 

S (A, 9} -+- Ε (A, ψ) 4- r (A-, ijrjF (A,
 9

) 

- | Ε (A) [F (A, φ)]2 _ l f ' '· S'"~V do 4- G, 

ou. parce que la constante C est évidemment égale à Ξ A, {«), 

^ A, ο) + Ξ (A, ψ) — Ξ (A, \ π] 

^ Ε (A) [F (A, f)f - Y (A, ΐττ) F (k, ψ) - A Γr do. 

Si, dans cette formule, on pose à la fois φ = π, ψ — — -|-π, on ob-
tiendra, en se rappelant que Ξ est une fonction impaire, et que 

Γ '"'"wfcr ·:> iog /·' F A .Γ '"'"wfcr ·:> iog /·' F A . 

Y (A, J- π) = { Ε (A) F (A) log A', 

V
A' étant le complément de A, comme de coutume), on obtiendra, 

dis-je, 

ff») Ξ (A-, π) - a Ξ (A, in; = Ε (A) [F (A)p. 

Nous allons maintenant établir une autre relation entre H (π) et Ξ;) -ï. 
laquelle, combinée avec (a), servira à la complète détermination de 
ces quantités. Voici comment cela s'effectue. 

Désignons cette fois par © et ψ deux amplitudes satisfaisant à la 
formule de duplication 

F (A, ψ) = 2F (A , 9), 

ei l'on aura, pour la relation correspondante entre les fonctions 1 
I .ι t.i mmu . tome III, page 156 ), 

Y (A , ψ) = 4 Y ι'Α, ©) -t- log ( ι — A2 sin4 ο) ; 
27 
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par conséquent. 

Ξ (A, ψ) = 8Ξ (A-, ψ) +
 2
 j

 î 

ce qui donne encore 

»»,«) - «(M·» ■>· » ry-t^ *■ 

Or cette dernière intégrale définie peut être ramenée aux fonctions 
elliptiques à l'aide de quelques formules que j'ai déjà données dans ce 
Journal ( tome XI, pages ^3 et 474)· Les voici : 

ri" log (ι + cotang2 θ sin2 φ) ^ 1 - k2 sin 2 cl 

= π¥ (A', 6) - a F (A) Τ (A', θ) - [E(A) - F (A)] [F (A', e)f 

— a F (A) log sin 5 — 17iF (A') — log AF (A), 

Γ 'T l°g [ί — (' — k" dn'6) sin1'y] j 1 - k2 sin2 cl 

= «F (A', 6) — 2 F (A) Τ (A', θ) - [Ε (A) - F (A)] [F (A', θ) |2 

+ log(f')F(A)-i*F(A'). 

Faisons, dans ces équations, cotang2 θ — A, ce qui nous donnera 

F (A', Q) — \Y (A'), Γ (A', Ô) = i F (A') Ε (A') - j log ) , 

et nous conclurons de la première de nos deux formules : 

log ( ■ + k sin2 y) ^log ( ■ + k sin2 y) ^ 

= -î log ) F (A) --1F (A'' ) [F (A) Ε (A '' ) + Ε (A) F (A1' ; - F (A) F (k · ) \ 

= 'log ^±^F(A)-=F(A'); 

semblableinent on trouvera, en vertu de la seconde, 

ft" 'OF ■- /^in τ) lh = J J {> · ^'\|, Αί — ι F (A' L 
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Ο. par conséquent, 

ri - log ^sin^) = ,, /4*^ F [k) _ < πΡ « Λ ' .ri - log ^sin^) = ,, /4*^ F [k) _ < πΡ « Λ ' . 

i tone 

Η (Α·, π) — 83 (Α-, ~π' ·+· Jog (^7")
 F
 - l^E (A'), 

ce qui est la relation chercher:. 
On a done 

Ξ f A, | π — -^πΕ Ik') -+- i Ε (A) [F (A)]
2
 4- j log (4777 J F · 

Ξ Ά, «i = ·ί πΕ (A',
 4- -J Ε (A) [F (A)]2 + {log Ε (A). 

Ayant obtenu les valeurs de 3 (4 π), 3 (π), on peut en déduire celles 

que prend la même transcendante pour les amplitudes — , h. --»···, 

en suivant une marche tout à fait semblable à celle de Legendre dans 
le cas de la fonction Y" (tome III, page 157). En effet, on a. lorsque 
Φ - ψ — 71 , 

Y" (©) = Y' (ψ) — ■>. Ε (A) [ Ε (A) — Ε (© 11. 

d'où l'on déduit aisément. 

H (çp) -4- Ξ (π — ό) = Ξ (π) — a. Ε (Αι Ε (<ρ) [F (A) — A Ε (ç)|; 

ce qui nous donnera , eu changeant le signe de φ. l'équation suivante: 

3 (s+?)-3 lit — ψ) — 2 3 (φ) = 4 Ε (A) F (A) Ε (<p
;

. 

En faisant dans celle-ci successivement φ = -π, π. -7\— nous en 

tirerons 

3(^) -33 (^) = .',E(A)|E(A)]% S-^Y _ »3(π}= «E^jFfA)]
2

, 

et ainsi de suite. 

5.On aurait pu obtenir les résultats du numéro précédent plus 
promptement, en employant, au lieu de la fonction Ε , la transcen-
dante nommée θ par ΛΙ. Jacobi. Cette fonction, qui dépend de deux 
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quantités, est définie, comme l'on sait, par l'équation 

<-) (q, or) = q πάΜ')« j (ι — stqcos ix+q2){\ — ■iqi cossx-^q, 

on Κ est la fonction complète F (k), q — e K , K' étant la fonction 

complète à module complémentaire, et 

x = i 2 K F (k, cl) 

D'ailleurs, Θ (q, oc) est liée avec Τ (/ι, œ) par l'équation 

log Θ (q, oc) = Τ (k, [F {k, a)]
2
 + {log (îM- ; 

LI.GENDRE, tome III, page 15 r) ; en sorte que 

£ log ®{q,x)dx = ^é£ 7T ~
KI

-(*) +1 π log ( £ )■ 

< )n a aussi évidemment 

0" log Θ (q, oc : (/m = \ π log | — (a kk')
1
 q j 

-J- ̂  / l°g(i-*7 "'
+f cos ioc qk'+- ! r/jr, 

où la somme ̂  s'étend à tontes les valeurs entières de i, depuis zero 

jusqu'à l'infini. Mais, en se rappelant que q < i, on verra que chaque 
terme de cette série s'évanouit, en vertu d'un théorème de Poisson 
Journal de l'École Polytechnique, χ ν 11 '' cahier), savoir-

i0log (ι — e a cos χ + a2) dx — ο. 

lorsque a est plus petit que l'unité\'\. Donc 

12 i 0 log o (q, x) dx = 14 u log K u (2 kk') 

Γ* j Voir une demonstration de ce théorème, déduite de celui de Cotes, par M, i>> ■ 

laiiuay, tome III de ce Journal, page 355 
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-ι. par conséquent, après quelques réductions, 

f " - tV*K'+ . iK log ( *.) ·f " - tV*K'+ . iK log ( *.) · 

conformément à ce que nous avions déjà trouvé. 

ï. Il est bon d'observer (pie la méthode qu'on vient d'indiqm r 
nous donne avec facilité les valeurs des in'égrales définies 

Γ < " tog (sin ο) d'Sj Γ ·■ * log (cos u) dtfΓ < " tog (sin ο) d'Sj Γ ·■ * log (cos u) dtf 

que j'ai déduites, dans ce Journal (tomeXI, page ^S), de la considé-
ration de la fonction V. En effet, on a 

/aKil'l 2</< . I— 2 «- COS IX -h 1— 2 t/ ' COS 2 X -f- (Ι/aKil'l 2</< . I— 2 «- COS IX -h 1— 2 t/ ' COS 2 X -f- (Ι 

cos am (2Kx u ι—2y cos 2^+y- ι—nj*cos2/+fι—2y cos 2^+y- ι—nj*cos2/+f 

Ekgkmuîi:, tome III , page 97), d'où l'on déduit, en se rappelant qui 

I log (sin .r) dx — f log (cos χ) tlx - (β log ( , 

et en ayant égard à la formule de Poisson que nous avons citée . 

£ log sin am dx = ~ Κ log ̂  — (π Κ' , 

j log cos am ( j dx = ^ ]
Q

g __ t
 π

 κ/ · 

5. Je terminerai cette Note eu remarquant que l'analyse précédent! 
nous conduit immédiatement à évaluer trois intégrales doubles défi-
nies d'une forme remarquable, savoir : 

Il f f''~ '°giI + rotang- 6 sire y)Il f f''~ '°giI + rotang- 6 sire y) 

Il f f''~ '°giI + rotang- 6 sire y)Il f f''~ '°giI + rotang- 6 sire y) 

HT. F"71 F'"-G[—(—^HT. F"71 F'"-G[—(—^ 
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Rappelons-nous, en effet, que 

ri'ijgt, -£5^»^ = E,k)(F „ ,, _ aK v ,Ari'ijgt, -£5^»^ = E,k)(F „ ,, _ aK v ,A 

ce qui nous donnera, pour la valeur de (I), 

\ Ε (k) [F (A")]3 — aF (*)S(M*), 
ou bien encore 

£ F (k) | log (^)f(^- >F(A·')]· 

De même, on trouvera, pour la valeur de (11), 

— a F (k) Ξ (k i π) - ||F (/Ε)]3 [E (k) — F (A')| — log h F (À) F (k') 

-ïF (k) f'* log(sinS)rfs.-ïF (k) f'* log(sinS)rfs. 

expression qu'on peut mettre, après quelques réductions, sous la 
forme simple 

13„ [F (*)]» - | π [F {k' )f + 1 log (ψ) F (k) F (k'). 

Enfin, la valeur de la troisième de nos intégrales sera 

s ,og Γ'ί ) (k)F ψ') - βπ [F ίΑ)Γ -171 [F (k' )]2· 


