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ANALYSE

De lUouvrage de Stewart, intitulé : QUELQUES THFOREMES
GENERAUX D'UN GRAND USAGE DANS LES HAUTES MATHEMA-
TIQUES ;

Par M. P. BRETON (pe Caawe),

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

La plupart des théorémes de géométrie énoncés par Stewart dans
I'ouvrage auquel il a donné ce titre [*]|, peuvent étre considéres
comme des corollaires de trois propositions principales. Quelques-
uns s’y rattachent par P'analogie; enfin, un certain nombre sont sim-
plement des théorémes particuliers. On sait que l'auteur n’en a dé-
montré que cing. Yignore si les autres ont été I'objet de quelques
recherches ; cependant ceux que M. Chasles a cités, dans son dpergu
historique, ont di1 intéresser les géometres et provoquer des efforts de
leur part. §’il n'a rien été publié sur ce sujet, cela tient, sans doute, i
ce que l'on a regardé comme vrais plusieurs énoncés qui ne le sont
pas, c’est-a-dire ne se vérifient que sous certaines conditions, non
indiquées par le géométre anglais. Cette circonstance, que son grand
renom ne permettait guére de soupconner, va ressortir de analvse
qui suit.

PREMIFR THEOREME GENERAL.

1. Soient O un point quelconque, A,, A,,..., A, m poinuts donnés.

[*] Some general theorems of considerable use in the higher parts of Mathematics
by Marrew Stewart. Edinburgh, 1746,

Jai annoncé 4 "Académie des Sciences, le 8 juin 1846, que plusicurs des proposi-
tions contenues dans cet ouvrage sont fausses, c'est-i-dire ne se verifient que dans
des cas particuliers. La grande estime dont jouit le nom de Stewart en Angleterre m'a
fait penser qu’il convenait de rendre publiques les preuves de cette assertion.

26
Towe XIIL. — Seeveusre 1843, )
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ki ky,..., k, autant de coefficients également donnés, et A, A),,...,
AL+, n+ 1 points inconnus. La proposition XLIV revient a dire
quon peut déterminer ces derniers,  étant moindre que m, de ma-
niere que la relation

—_—an pE— 3 ——2n —_—2n —_—2n —_—2n
£ 0A, + 5,04, +. .+ F,04, __ OA| +0A, +...+ 04,
L S N Y Ty - 741

se vérifie quel que soit le point O. En supposant les coefficients &, ,
Kyyoiry by égaux a 'unité et n < m —1, on a I’énoncé de la proposi-
tron XLIII,

Je regarderai la somme k, + k, +...+ £,, comme positive; car si
elle ne I'était pas, il suffirait, pour la rendre telle, de changer les
signes de tous les termes dans le premier membre, ce qui est permis.

Cette somme ne saurait étre nulle, car le premier membre devien-
drait infini ou indéterminé, ce qui n’offrirait aucun sens.

Les points donnés étant rapportés i deux axes rectangulaires, cette
relation peut s’écrire sous la forme

ST hle=ar+(r—spF ST o=+ — nph

=1 i=

—_— H

Y =m i n—+1

Wiy
en appelant a,. 5, les coordonnées du point A;; &;, n; celles de A! | et
x, ¥ celles de O,

Si 'on (léveloppe les deux membres, on trouve une équation en
. ¥, laquelle se réduit au degré 2n — 1. Comme elle doit étre satis-
faite quelque valear qu’on attribue 4 chacune de ces variables, il faut
rjue les coefficients de tous ses termes soient nuls [*]- En les égalant a

[ *] On peut donner de ce principe la démonstration que voici :
Soit F =0 une équation entre les variables z, y, qu’on suppose vérifiées quelles
qne soient les valenrs qui leur sont assignées. Ecrivons
FP=u, 4,y s4+...+ 1,40, + Uy,
«, ctant I'ensemble des termes de degré ¢ qui se trouvent dans F. Si ’on fait y=dz,
en deésignant par «’ un coefficient arbitraive , il vient

Az Ail_‘ 0 A x4+ A+ A 2+ 4, = o,

L’ étant une fonction de o’ qui s'éléve au degré i.
5i I'on fait maintenant varier z, sans que o’ change de valeur, comme cette équation
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zéro, on a les équations qu’il faut résoudre pour déterminer les points
A lorsque cela est possible.

2. Supposons d’abord Pexposant n égal 4 Vunité; nous aurons la
proposition XII. Les équations obtenues comme ii vient d’étre dit
sont :

2

5| -+ §2 - S4 Sk,‘(li,
2

Ny M= g Skib;,

£l + 0} + &} + n} = o~ Sk (a2 + b2),

2
Sk

les sommes étant prises de i =1 4 i = m. On voit que le centre de
gravité des points cherchés A';, A, n’est autre chose que celui des points
donnés A; sollicités par des forces &; paralleles entre elles. Si I'on
prend ce centre pour origine des coordonnés, il vient

E|+g2:0’ Ny ~+ Gy = 0,
d’ou
et, par suite,,

£+ 0t = —— Sk, (a2 +52).

se vérifie, par hypothése, quel que soit z, il faut que P'on ait séparément

A

, . ' ' ,
= o, A”_‘.._O, A,,_g:()” A, =0, A =o, u,=o;

.

en prenant d’autres coefticients o, «”,..., il vienl de méme
b b b

"o " — " i " o__ v
A, =m0, A _=o, A, =0,..., Al=v, A =o0,
mo___ o — " _ wo___ o
Al=¢, A =o, A =0, ..., AV=0, AV=o0,

A", A7,... étant le résultat de la substitution de =", «”,... au lieu de «’ dans A"

On peut donc considérer A; comme une fonction d'une seule variable =, qui est null
quelle que soit la valeur de «. Or on sait que, dans une telle fonction, les coefficients
des diverses puissances sont nuls; donc tous les coefficients de A,, lesquels ne sont
autre chose que ceux de «;, sont nuls, et, par conséquent aussi, tous ceux de F. Co
qu'il fallait demontrer.

36..

AT RYTN
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Donc les denx extrémités de chaque diameétre du cercle qui a pour

I - . PV ’ .
rayon \/ S Sk;(a? + b?) jouissent de la propriété énoncée ci-dessus.
i

On pouvait s’attendre & cette indétermination; car, en tirant des
droites du point O & l'origine et aux deux points trouvés, la somme
des carrés de ces dernieres est égale au carré de la premiére, plus deux
fois le carré du rayon, d’apres un théoreme bien connu de géométrie
élémentaire,

En faisant #; =1, on a la propositien XI.

3. La proposition X, 4; étant quelconque, et la proposition IX,
k; étant égal a I'unité, sénoncent en disant qu'on peut trouver un
point A, tel que I'on ait

k, ()—A,2 -+ k,iﬂ; + &, E;; A+ /f,,,fTAj,,
=k, AA, + ky AAy + Ky AA, 4.+ ke AR+ (ky + kg 4ot k) OA .

Ce point n’est autre chose que le centre des forces paralleles &, appli-
quées aux points A,.

Stewart a démontré ce théoréme dans deux cas tres-particuliers,
savoir: 1° quand les points donnés sont les sommets d’une portion de
polygone régulier; 2° quand ce polygone est complet. Cela forme
I'objet des propositions VII et 1V. Alors, en appelant p la distance
de A au centre de la circonférence sur laquelle se trouvent les som-
mets, et R le rayon, la quantité constante qui figure dans le second
membre de V'équation ci-dessus est égale & m (R* — p?). Elle se réduit
a mR? pour un polygone complet. On suppose k; =1.

4. Soit maintenant n = 2. Il s’agit de trouver trois points A, A),,
A’;, tels que l'on ait
_ — — —; — — i
£ OA, 4 F,0A, + 4, 0A, + .. .+ £,0A, _ OA 4+ 0A' 4 04,

—_— k4

ﬁ',—}—/rz-}-ﬂ‘_,—l--...—i-ﬁ‘,,, 3

quel que soit le point O. Stewart annonce, dans sa proposition XXXI11,
que cela est toujours possible. Je vais montrer que, sur ce point, il
est tombé dans I'erreur.

Pour simplifier les calculs, j’admettrai que les axes des coordonnées
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sont choisis de maniere a satisfaire aux trois équations

to
o«
P

Skia;=o0, Sk;bj=o0, Skab =o.

Il existe toujours un systeme, en général unique, d’axes rectangu-
laires jouissant de cette propriété. Toutefois, 'origine peut étre située
a 'infini lorsque 'on a §&; = o, supposition que nous avons écartée
an n° 1. Cette recherche, analogue 2 celle du centre et des axes prin-
cipaux d’une ligne du second ordre, donne lieu a4 une discussion et a
des remarques tout a fait semblables. Une autre simplification résulte
de ce que les équations obtenues en égalant a zéro les coefficients
de x* et de y* donnent

3

) ; 3 .
Eh+ B &5 = g Skia?, ni i+ n) = g Skib2.

Cela posé, les équations & résoudre sont les suivantes :

R E 4+ & +E=o,
(2) Ny + %+ My = 0,
3) Eyny + Eyuy + Egmy = 0,
@ 8+ 5+ 8 = g Sk,
() Ny Ny + 3= sii Skb?,

(6) & (€24 1) + Ea(E3+ 13) + Ey(E3 + n2) = < Shiay(a? + b),
) mi g ) e+ )+ (E2 ) = i Skib;(a?+ b?),
) €+ 02+ B4+ 02 + £+ 2)* = = Sk, (a? + B

Comme elles sont au nombre de huit, tandis quil n’y a que six
inconnues, il s’ensuit que V'élimination de celles-ci fournira deux
équations de condition entre les quantités connues, et le théoréme ne
pourra étre vrai si ces équations ne se réduisent pas a des identités.

2 . .
Cest donc par I'examen de cette circonstance que la question sera
résolue.
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Des équations (9) (3) et (5) je tire

e[ bty

BB+ (B — a)zJ ;

(
(

d'un autre coté, les équations (1) et (4) donnent
S

n? = Slr € —&)r+

, 3
(5.3—5_2)2‘_—— 'S“— ka 3512,
3
(ga_g‘)zz TSka "—3337
N ) 3
€ — &)= 2. g Ska? — 38,

dou
' 3
gs - ‘52)2 -+ (E.z — %«)’ -+ (Ec - gs)z - 3_ST, S/fia:2 3

par conséquent. on a

3 2
a3 oy g, MER She 30
ny = ‘S‘—‘_—S/f,b, 3 >
' 3'57'5“,'(1,’
et il vient
5 2 SA‘,‘b2
£+ ni=G5 Skib?+ (1 — S“,) 2
On trouverait de méme
va 2_23_ 2 _ Skb! .
E+ni=35r Sk;b? + <1 star) &2
et
t = 23 ghpe g (4 SO o
E+ni= 3351 Sk;b? + (1 Sl‘m,—’) 22,

Au moyen de ces expresssions, I’équation (8) devient, toutes réduc-
tions faites

S st vbry—4 3 skar . 3oske
-4 4 . Sk 3 Sk S 4;
‘=1+§2'+53_ Skbzz
(' —5i)

Or on a identiquement
£t £ B8 =+ fa B) @ 62+ E))
\h|\-2+C2§3+E g)(\E;‘, E?) +‘L_::«2;)+E.ig2ga (§|+E.‘.'+53\"
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Le premier et le troisieme termes du second membre sont nuls en
vertu de I'équation (1). De Végalité ci-dessus démontrée,

s — &)+ Ba—E) + (B, — B, = 3.-5; Sk;az.
on tire

3 4 N
£ &+ £y + g6, = — ;S—T Sk;a?;

par suite, on a aussi

1 (3 2
grgg=1(0 ska)

Cette nouvelle expression de &% -+ £4 + &% doit étre égale a celle déja
obtenue; de la 'équation de condition

[SUFEN

3 . 3 .3 .

2 il e X 0 groan 2 Gyop
" 3 s §f; Sklal + 60 S&, Skial g Sk,
(S_l’- S/f,-a? =

SkbI\2 ’
' Sk,-a,-’)

laquelle peut se mettre sous la forme plus symétrique

I
2

i
2

Skia? — Skb2P =22 sk (a2 4 b2 — sha Sk e
3 . 3

I est facile de s’assurer qu'en géneral elle ne se vérifie pas. Suppo-
sons, par exemple, comme Stewart dans sa proposition XXXII, que
Von ait &;= 1, et que, de plus, les points donnés soient les quatre
sommets d’'un losange dont les diagonales 2a, 25 se confondent avec
les axes des coordonnées. Alors ona m = 4 et

Sa,=o0, Sh=o0, Sab;=o0. Sa=a2a?, Sb*= 2b?,
Sa;(a? + b2) = o, Sh;{a?+ b2)= o, S(a? + b%) = a2 (a* + b*.

Pour que le théoreme fit vrai, il faudrait qwon ent

ar—abp=ta@ o —dawap,

|~

¢’est-a-dire @ = b, ou que le losange fiit un carré.

3. Quand la condition ci-dessus est remplie, on construit sans peine
les équations du troisieme degré, qui ont pour racines les inconnues
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€, &, & et vy, My, n;. Car, d’abord, les sommes &, + &, + £&;,
£2 4+ E2 + £2 font partie des données du probléeme; ensuite, 1'équa-
tion {6) devient, par I’élimination de n,, %, 03,
S—i_ Skia;(al +b})
E3 4+ B3 + &3 = "—_ilr'?ﬁ‘

§ —

Sk.a?

D’aillenrs on a identiquement

£ g,k __1_[ Ef+&8 + &) —E+E&+E&) (E%+E§+E§)],
T TS G+ BE L) E L+ E) :

ou simplement, en vertu de la relation £, + &, + &, = o,

2 Shai(a? + b7)

1 1 S4;
505,25,3:5(?4‘&3'*“&3):5 Sk b
Skial
Si I'on se rappelle enfin qu'on a trouvé ci-dessus,
. 1 3
EvEy 4 BBy + EE = — > 8%, Sk;a?,
il vient, pour I’équation cherchée,
3
> _Skia(a 7)
o ’_3_5,4.a25_,_lshslal(a'—,-b‘/—o
T2 8& D% 3 Sk 0
Skia?

On obtiendrait de méme pour I'équation dont les racines sont 3,

N2y Na»

3
a5 Skibi(al ;
s 1 3 ghbry— L5k L
" 2 Sk, §00.M 3 . Sl',-a,-z -
Sk:b?

6. Dans le cas particulier ou les points donnés A,, A,,..., A, sont
les sommets d’'un polygone régulier, et les coefficients A; égaux a
I'unité, Péquation de condition est toujours satisfaite. Nommons, en
effet, R le rayon du cercle circonscrit au polygone; on trouve

3 3 3 3

3 .
2 __ 2 QA2 — 2 R2 2 2\2 A
'S““ Sa: ——2[{, 5%, bb‘ —ZR ' SK S(a +b,) = 3R 3
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et cette équation devient identique par la substitution de ces va-
leurs.

Les quantités Sa?, Sb? étant égales entre elles, les calculs du n° 4
donnent la relation

El+ni=8& +ny =& +n;=R,
d’ott il résulte que les points cherchés sont sur la circonférence de

rayon R circonscrite au polygone, De plus on a, pour le carré des
cotés du triangle dont ces points sont les sommets .

2 ( —gv \ —T).)2=3P\2,
(E — &) + (ny — ny* = 3R,

72
I

|!

N5-7

= (B — &2 + (5 — n,)* = 3R%
par conséquent, ce triangle est équilatéral.
Sa position est indéterminée, car le produit & £,& ou nyn,y, se
’ o
présente sous la forme .

Ces conséquences ont été dédunites par Stewart de sa proposi-
tion XXVII, ou il fait connaitre la somme

OA, + OA, + OAg +...«+ OA,,.
Elle a pour expression
mR* -+ fmR?p* + mp,

p étant la distance du point O 4 I'origine. En faisant g = R, c’est-a-
dire en prenant le point O sur la circ.nférence, cette somme devient
égale 2 6mR*; c’est ce que la proposition XXVI a pour objet d’éta-
blir. Je montrerai, au n° 8, comment on obtient ces formules, n étant
quelconque.

7. Le théoréme énoncé an n° 1 n’est donc vrai, pour n = 2, que
dans des cas particuliers, et moyennaat une condition parfaitement
définie, provenant de ce que le nombre des équations a résoudre est
supérieur a celui des inconnues. Pour n = 3, le nombre de ces équa-
tions s'éléve i quinze, tandis qu’il n’y a que huit inconnues. Pour

Tome X111, — Seereneee 1845 37
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n = {, la diftérence est encore plus grande, et au dela elle croit tres-
rapidement. On est donc autorisé 4 penser que le théoreme énoncé
par Stewart comme ayant lieu lorsque Pexposant n est quelconque,
n’est généralement vrai que dans le cas ou cet exposant se réduit a

Punité.

Je signalerai en passant une curieuse relation qui existe entre les
distances mutuelles des deux groupes de m points et de n + 1 points,
pour lesquels la relation dont il s’agit se vérifie, les coefficients 4;
étant égaux a F'unité.

Faisons coincider le point O successivement avec A,, A,,..., A,,.
puis avec A', A),..., A, ,,; on trouve que la somme des puissances 2 n
de ces distances dans le premier groupe est 4 la somme des puissances
an des distances analogues dans le second groupe, comme m? est a
n—+ 1

8. Le théoréeme du n° 1 se vérifie toujours lorsque, les coefficients &;
étant égaux a l'unité, les points A,, A,,..., A, sont les sommets d’un
polygone régulier. Soient toujours R le rayon du cercle circonscrit et
o la distance de son centre au point O. Nommons, de plus, ¢ 'angle
compris entre cette droite et OA,; nous aurons

6& = R*+ p* — 2Rp cos ¢,

—_—

0A,

2 27

OA, = R* +¢*> — 2 Rpcos (‘cp + )7)7

R’+p2—-),Rpcos<ga+2§>,

|

2

Elevons les deux membres de chacune de ces égalités a la puissance n,
et faisons la somme des résultats obtenus, en remarquant que 'on a
pour des valeurs de 2 ¢ + 1 moindres que m,

: 27
cos?*' ¢ + cos***! (zp -+ —-)
m

/

. 2n ; el .
+ cos? (cp -+ 2-7;) + ...+ cos**t {cp + (m — 1-)%—] = 0;
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et, pour des valeurs de 2/ moindres que m,

o ; 27
cos®' ¢ + cos®’ <<p -+ 7)

m

Y 2r i 2T
-+ COs G 2 o —+ ...+ cos®’ % w—l

mo2ii2i—1)(2i—2) ..(i4+1)
. ,

= o 1.2.3 ..
il vient
OA, + OA, +0A”+ + OA,,
2 2 ”(" ;2 22 R2 2
. 43nn——1,n—2)’\n—3) 5, 2\n—k RA 4
‘m' 1.2 1.2.3.4 (RJ_’_P) RP \
()54rz(n-—x 12—2) —3)(n-4)( 2 -6 R 6
| 1.2.3 1.2.3.4 5.6 (R+0> RPp...

Si Pon développe les puissances de R* - g% on trouve que le second
membre se réduit i

nqn B

F
R2m6 6 o .

B2n+ P nR2n—- P -+ P 1)R2n—

m
n{n—1r)(n— 2

+ P, 1.2.3

en désignant par P; la quantité

., ) if—) (n—~i (p—i—1
L {n —i) —+ = :

1.2 1.2

i —r1)(i—2 (n-—r\(n—z— I)(}I-~—l—2,

-_L‘ - T ees
1.2 3 1.2.3 !

dont la loi de iorunti()n est ¢vidente.

La somme ()A -+ OA + o ()Am est dong, pour ute meme \a
leur de P'exposant 7, proportionnelle au nombre des cotés du polv-
gone; ce qu'il fallait faire voir.

Stewart présente. dans I’énoncé de sa proposition XLI, cette meme
somme sous la forme qie voici:

a1

i Ty e s ” : nin—1n—a “ ’
IIL‘ H2/z+ “.'1{_ TR R211— _;_7 " }_[: ------ ) R2,, ;,f ,+ .
i : 1. 7.0, 3¢ ; .
37..
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de sorte qu’on aurait

P — n(n-——l)(n—2)...(n——i+l).
L 1.2.3...¢

C'est ce qui a lieu effectivement, car le carré de la distance du
point O a 'un des sommets du polygone se décompose en deux fac-
teurs imaginaires R — px, R — pe/, qu’on obtient en faisant

2ir _— . 2 in
o= cos(cp —!——) + y— 1.51n(q; + —)
m m
et

o' = cos (¢ + 2 " 1.sin (g + 2F
- ¢ m V— 1.smg m

Développant les puissances n**™* de ces deux facteurs, et effectuant
le produit, on trouve pour le coefficient de R?"-*¢ g2,

nn—if(n—2f.. . (R—idg1)
12,2232

ai a,i '+' V,

la lettre V désignant des termes ot les exposants de a et de o' sont
inégaux. Or le produit e est égal a 'unité, et I'on sait que la somme
des puissances entiéres de o et o est nulle, tant que ces puissances
sont au-dessous du degré m. Donc le coefficient de R?"—2¢ p** est bien
ni(n—1P(n—2f.. . (n—i41)

” .
PENPYIE e » et on a l'identité

nin—1)(n—2j...(n — i)

ii—1)(n—i)(n—i+41)
1.2.3...1 +

1.2 1.2

=1+in—1i)+

Quand le point O est sur la circonférence circonscrite au poly-
gone, on a

—2n ———n 21;(211——-1)(211—2)...(”—{—1)

OA:n‘F OA, +...+0A, =m . R2",
1 2.3...nr

——1 ——3 1
attendu que les expressions ci-dessus de OA,, OA,,..., OA,, rentrent
. i .
alors dans la forme 4R? sin? (% + ;ﬂ) » et que la somme des puissances
- T 2 T
an < mdessinusdesarcs £, L T, % 2T 0f gy )T, est
2 2,’ m 2 m 2 m
m an(2n—i1)(2n—2)...(r41)
23° 1.2.3...n

égale a



PURES ET APPLIQUEES. 293

Par ’énoncé de la proposition XLI, Stewart assigne a la somme

cee—— 10

OAI.“+ OA;“+...+ OA,, la forme m .- 3.15.27 '3'—'4(2”:” 2”R?”. Son

identité avec la précédente se vérifie pour n =1, n = 2, etc. Suppo-
sons qu’elle soit établie pour la valeur quelconque n — 1, c’est-a-
dire qu’on ait

1.3.5.9...6n—3) , , (2rn—2)2n—3).. (n+1)n
1.2.3.4...(n—1) = r.2...(n—2)(n—1j °

. . . . . 2{2n —1
il vient, en multipliant les deux membres par -—(———),

1.3.5.7... (2n — 3) (2r —1) w__22ar—2r—2)... (R+1)
1.2.3.4...(rn—1)n = 1.2.3...n ’

par conséquent, cette identité a lieu quelle que soit la valeur de 7.

DEUXIEME THEOREME GENERAL.

9. Soient L,, L;, L,,..., L, m droites données, paralleles entre
elles ou passant par un méme point, et k,, k,,.. , k, autant de coef.
ficients également donnés, » étant un nombre moindre que m; on
peut trouver, dit Stewart dans sa proposition XLVI1, n + 1 autres
droites I, L',,..., L., telles qu'il y ait, entre les perpendiculaires
opP,, OP,,..., OP,, abaissées d’un point O, pris arbitrairement, sur les

200009 p » P

—— —_ gl .,
premieres, et les perpendiculaires OP,, OP,,..., OP,,, abaissées du
meéme point sur les droites trouvées, la relation

——2n —-_—2n —z2n —_—12 —_—2h 2n
40P, + #,0P, +...+ 4,0P,, _ OP, + OP, —+...+ 0P,
ko4 ks 4.0t bn - 71

En supposant tous les coefficients £; égaux a lunité et n < 1 — 1, on
a la proposition XLVI. Jadmettrai, comme au n° 1 » que la somme
ky + ky +...+ k,, est positive et différente de zéro; les droites L, L,
ayant pour équations

y=ax+b, y=ax+f,
on a

6§’= (r—aiz+ bi)j’ —P," - (y — &z — By

14 al 1+a’
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expressions dans lesquelles x et ) désignent les coordonnées du
point O. Lorsque les droites L; sont paralleles entre elles, on peut
prendre pour axe des x une parallcle & leur commune direction.
c’est-a-dire faire «; = o, et, par suite, écrire

~Ni=m . ] L:n—\\-[(y___aix_pi):n
"i __l’_m S
bi:l lr ") i =1 {14 2f)
Si:m ﬁ-’. n+1
=1

Si les droites I.; passent par un meme point, on peut le choisir pour
origine des coordonnées, et faire b; = 0. La relation ci-dessus prend

alors la forme
i=m  (y —apx i=nei (y — oz — Bif'"
S ke S Ty
=1 (1+(li) i=1 (I—l—a,~)
L= tit n-+1
S,
=i

10. Pour satisfaire 4 la premiere de ces équations quelles que soient
les valeurs des coordonnées x, », il faut nécessairement supposer
a,=0; car, en faisant d’abord y = o et développant ensuite le second
membre, on trouve, parmi les coefficients des diverses puissances
de ., lesquelles doivent étre nuls, la quantité

=" 3" %aty
e e s

(1 +ai)? (1 + a3) T
qui ne devient nulle qu’en posant a, = 0, @y = 0,...; Cpyy = O Par
conséquent, les droites cherchées L; sont nécessairement paralléles aux
droites données, et les équations & résoudre pour trouver les valeurs

des inconnues 3; sont les suivantes:

+
ﬁl -+ ﬁz PP ﬁn—&-l = ﬂs‘.il Skibia

n--1

163 -+ ﬁg et ﬁ'?“:—b‘/r—.' Sk:b?, .

B3+ B3 et Pla= T SkibE,

2 e fa2n Q/
‘rj:m_;_ ﬁﬂn.—k...—f— Py = S7, Su‘b; 3
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leur nombre s’éléve i 21, tandis quil 'y a que 2 + 1 inconnues. On
peut donc s’attendre A trouver 1 — | équations de condition. Je vais

faire voir que le cas ou l'on a n = 1 est le seul qui donne lien 4 une
solution générale.

295

41. Pour plus-de simplicité, je supposerai 'axe des & choisis de
maniere a satisfaire a4 la condition Sk;h, =0, ce qui esl toujours
permis. Cela posé, les équations a résoudre sont, en faisant 7 — 1 ,

ﬁ4+f32:0,

B+ B = g, Skib

elles donnent

»ﬁ_ ‘;_ ] ;T
ﬁ‘ = \/ﬁ S/fib,-“., {)2 = = \/g Sl\"l'lh y

c’est-a-dire denx droites paralleles, également distantes de I'axe des x.
Cette solution est ainsi compléte.

On résoudrait non moins facilement le probleme qui consiste a
déterminer une droite 1/, telle quon ait

—_— —_— —_—2
40P, + 4, 0P, 4~.. .4 %, 0P, =2 .
—IZ = 0P C
kAo 4 kg + 5

C désignant une constante. Un calcul tres-simple donne pour la droite
Sk

C’est objet de la proposition XVIII quand les coefficients £, sont

quelconques, et de la proposition XII quand ils sont égaux a l'unité.

cherchée ’axe des x et C =

A2. Soit maintenant » = 2; on a

B + B + fBs = o,

. 3
B+ L+ 6= Si Skib?,
B+ B3+ Bl = o Skiby,
3.
Bt + B+ By =g Sk,
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et ces équations ne peuvent étre résolues qu’a la condition de vérifier
Iidentité
Bt + B+ L=+ B+ LI+ LD (B + Bt )

— (BB Bafis + B 1) (B + B3+ BY) + BB falfi + Ba+ £o)s

laquelle se réduit &
Bt + B+ B = — (Bif+ Lafs + B B) (BT + B1 + £3),
en vertu de la relation
By + B+ Bs=o.
Or celle-ci donne
BB+ Bafie + Bu i = “"L‘(ﬁ? + B3+ B3,
d’ou
Bi -+ BL -+ B = (B + B2+ BY),

c’est-a-dire

telle est I’équation de condition d’ott dépend la possibilité de trouver
un systeme de droites jouissant de la propriété contraire. Or cette
équation ne se vérifie pas d’elle-méme. Soient, par exemple,

b=+12, b=+4, by=—5, by=+6, by=—7 et m= 5,
les coefficients k; étant éganx 4 Punité; avec ces données, on a
Sk,' bi = 0.

™ 14 \ 3 N
Le premier membre est alors égal 4 - ',7582, et le second a 15;")-

La proposition générale que nous examinons n’est donc vraie pour
n = 2 que d.ns des cas particuliers.

13. En assignant 4 n des valeurs plus grandes, on parviendrait sans
difficulté, par la méthode inverse des fonctions symétriques, a con-
struire les équations de conditions relatives a4 chaque cas, et I'on
verrait qu’elles ne se réduisent pas a des identités.

Un cas assez remarquable ol ces conditions se vérifient toutes, est



PURES ET APPLIQUEES. 297

celui ou les m droites données passent par les sommets d’un polygone
régulier de m cotés. Si I'on circonscrit 4 ce polygone une circonfé-
rence, et que dans celle-ci on inscrive un polygone régulier de n + 1
cOtés, les n + 1 droites menées par les sommets parallelement aux
premiéres satisferont i la relation indiquée au n° 9, pourvu que les
deux polygones soient orientés convenablement. On suppose k; = 1.

Soient R le rayon de la circonférence, p, ¢ les angles que font avec
Paxe des x les rayons menés du centre aux sommets A,, A'|; on a
d’abord, pour tous les exposants ¢ moindres que n + 1,

sin’gp —+ sin’ (go+2—”)
I n-1
n +sin‘(q;+z- 2T ) +...+ sin’ (cp—!—n i )
_ n--1 n-4-1 /|
sin‘p + sin’ <p—i—37—7>
_ 1 - m
" —I—sin‘<p+2-2—“) “+o sin‘(p—i»(m—l)z—“)
| . m m J |

En multipliant les deux membres de cette égalité par R’, et remar-
quant que I'on a

&. — R!sin’ [p + (i — l)zm—ﬁ], B = ﬂ‘sin’ [cp+(i—;) nz.:;_}’

on voit que les équations

By + Ba+ Byt s = 2t Sby

m

+
p% + ﬁg + IG§++ p%+i = ’lm d sz‘27

...............

. . -

n-1
m

By + By + By Bipy = Sk,

sont satisfaites tant que I'exposant ¢ demeure inférieur & 7 + 1. Quand
il atteint et dépasse cette limite, la quantité

sinf @ + sin’ (@ 4+ —— i
n-41

in arw e f + 7 2®
+ sin’ (@ + 2 ——) +...+ sin (go o

Tome XIII. — Sgrremsse 1848. 38
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peut étre mise sous la forme

T+ Vecos(n+1)g,
ou
T+ Vsin(n+1) g,

suivant que n + 1 est pair ou impair. T est une fonction de t; V dé-
pend de n et de £, mais ne devient jamais infini. Tout cela découle
d’une théorie connue, dans les détails de laquelle il n’est pas besoin
d’entrer ici. ‘

D’un autre c6té, tant que P'exposant ¢ est moindre que m, la
quantite

sinfp + sin‘(p + 2%
s p p n

+sin‘( + 2-25) 4.+ sin’ l‘p—f—(m—[)2—1r
P m - m

[

se réduit a ¢. Pour ¢ = mett > m, elle prend la forme

T + U cos mp,
ou
T + U sin mp,

suivant que m est pair ou impair, U ne pouvant devenir infini. On
rendra donc égales entre elles les deux quantités ci-dessus, en déter-
minant ¢ et p de maniére & faire disparaitre les termes contenant le
sinus ou le cosinus des angles (n — 1) ¢, mp; ce qui n’offre ancune
difficulté, puisqu'il ne s’agit que de déterminer la valeur de ¢ pour la-
quelle on a cos(n +1) ¢ =0, 1 + 1 étant pair, ou sin (n + 1) ¢ = o,
n -1 étant impair, et cos mp = o, m étant pair, ou sinmp = o,
m étant impair,

14. Considérons présentement le cas ou les droites données passent
toutes par un méme point. Il s’agit de reconnaitre, comme on I'a
indiqué au n° 9, si 'on peut satisfaire 4 I'équation

A A N e et Eed
izl (I+l‘l,)" _ =1 (l+aiz)"

i=m
S7T &
=1
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quelles que soient les valeurs des coordonnées x, y; en faisant x = o,
7y = o, il vient
2n 2

i A
T T v
frald T ) T+ ey

= 0,

équation qui exige qu’on ait 3; = o. Par conséquent, les droites cher-

chées L;, quand elles existent, passent necessairement par le point

d’intersection des droites données L;, lequel a été choisi pour origine.
Cela posé, les équations a résoudre sont les suivantes :

1 1 1 n+1 Ay
GraF T rar T ey T SE D e
@, %y Lt n~4-1 kia;
Gy T aFar T ey T SE D ra
a? @} o n+1 ha;l
ey T agapr T F iy T SK D0+
22" Pty alh, n—+t1 koa"
ey T axap T G ey T SE lixal

De méme que dans le cas des droites paralléles, on a, en géneral,
plus d’équations que d’inconnues, et, par suite, il y a lieu de s’at-
tendre a rencontrer des impossibilités analogues.

45. Pour faciliter les calculs auxquels on va étre conduit, je suppo-
serai que I'axe des x est dirigé de maniére qu’on ait

S
——s =0,
1+a’

Cela est toujours possible; car soit v la tangente de I'angle que fan
I’axe nouveau avec celui pour lequel cette condition n'est pas remplie
On posera

33.
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d’ou il résulte
1— af
P il
S '(l+a.-’)
S, kia;
1+ a}
équation du second degré dont les deux racines sont réelles. La va-
leur du dernier terme montre que les deux droites qui répondent

4 la question sont perpendiculaires 'une a I'autre; ce que I'on pouvait
d’ailleurs prévoir a priori, car la relation

S
- = 0
1+ a;

I
*hange pas lorsqu’on v remplace a, — .
ne change p q y P i par a:

v? ¢ —1==0,

16. Cela posé, faisons n =1. On a ainsi la proposition XIX de
Stewart, et la proposition XV quand les coefficients ; se réduisent 4
Punité. Les équations a résoudre sont

1 I 2 k;
2 "*"_'—;”—‘—S"‘——-n
1+ ol 1+ al Sk 1+ af
o,y 2
+ Vel T s

a?

: «; 2 Aal
7+ AN N
1+ al 1 4-al Sk; 1al
C'est-a-dire qu’il y en trois pour deux inconnues. Mais ces équations se
réduisent 4 deux; car, en ajoutant membre & membre la premiére et la
troisieme, on obtient une identité.
La deuxiéme devient, en chassant les dénominateurs,

(o -+ @) (1 + @y @,) = o3

en égalant a zéro le facteur a, + a,, on trouve deux droites faisant avec

! 4 : . ) 1 k;
'axe des x des angles égaux, qui ont pour casinus \/ S S T
Cette solution est donc compléte.

Si I'on égale a zéro le second facteur 1 + «, o, il vient la double

condition
2 /r,- — 2 l,-a," =
§ES?+a;—§FS-+a:' :
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Or, sifona

Sk 1+al

2 S A‘,‘a,:‘
S#; 1+af

S 1+a — g
Sl 1 +al ’

donc une seule de ces conditions est nécessaire pour que le deuxieme
facteur 1 + «, @, soit propre i résoudre la question. Celle-ci est alors
indéterminée, et tout systeme de deux droites rectangulaires satisfait a
la relation

on a aussi

l

a cause de I'identité

OF, + OF, _ % OP, + k,OP, +...+ 4, 0P,
2 o R A

Cette remarque devient intuitive lorsqu’on prend le soin de la vérifier
sur une figure.

17. L’hypothése n = 2 répond a la proposition XXXVI; elle donne
naissance a cingq équations :

1 b 1 + I 3 ki
(42 (14 alf (x+a;)w——IS(l+a;)=’

A
oy 4 X, 4 -2 . 3 s l‘,‘(l,‘
(14al] (14 af) (l—!—a;)’_Sk,- (427
a? + i -+ al - S kial
(1o} " (14 al) (1+a§)‘_—Sl (14 a})
al i ay + al . ka;
(14l (14 al) (l—f—z;)‘_Sl ([-+—a‘)2

4 4 4
X, %, a

3 _
(l+af)’-‘+(l+a§)2+(1+a§)’_%A S TR e

En doublant tous les termes de la troisieme, et ajoutant membre 2
membre avec la premiére et la cinquiéme, on tombe sur une identité;
donc le nombre de ces équations est réduit a quatre, et toute la ques-

tion est de savoir si elles ne sont pas susceptibles d’étre réduites a un
nombre moindre.
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Pour plus de simplicité, jajoute membre 4 membre la premiere et
la troisiéme, puis la deuxiéme et la quatriéme, de sorte que le sys-

teme a traiter est celui-ci:

*£ + @ 4 & .
1+ ) |+ &) 1+ o} =0

1 4 1 + 1 3 k;
t 4+ 2l 1 4ol 1+al Sk 1+a?

‘1 +zf\,’

o, 23] 5

S
! ! I 3 A
+ (l+ai)2+(:+a")’:s—k?sm'
S

— ~+
N A (A G

Actuellement posons

Ty b g Uy T — Py Oy Oy b Oally - GOy ==, OO0y = — T

de sorte que
of + pa? +qa+r=o
soit I'équation qui a pour racines a,, oy, &;. Si I'on réduit au méme
Jénominateur le premier membre de chacune des équations ci-dessus,
les dénominateurs obtenus, ainsi que les numérateurs, sont des fonc-
tions symétriques des inconnues «,, d,, &;, €t, par conséquent, s’ex-
priment au moyen des coefficients p, g, 7. Voici les résultats du calcul:

3r—p—(r+pPa_,

p — Uy

(@— 1+ (r—pf

q-—1)(g—=3)—2p(r—p) _ 3 S ko
(g — 1+ r—py Sk ) 1+a’

=g —3)—2p(r—pf+229—p—3llg— 1)+ (—pJ
llg— o+ (r—p7F

_ 3 A,
T Sk S (+al)

¢—1 p+3pg+3qr—gr—6r+r—p)(plq—pr+3pgr—pr
g —1)p+(r—prF
3 1 k;a;

TSE D+
On satisfait 2 la premiére de ces équations en égalant le numérateur
1 zéro ou le dénominateur i I'infini; mais cette derniére solution doit
tre écartée, car la quanmtité (g — 1)* + (r — p)* ne peut deveniy
infinie que si une ou plusieurs des inconnues a,, o,, &, sont elles-
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mémes infinies. Or le premier membre de I'équation

o I B
142 e} 1 +a)

= 0

A . . 1 I ]
peut étre mis sous la forme - -+ —+ — ¢t alors on

I
— 4, — 4 o, — -+«
@, @ o,

voit qu’'en supposant @, infini, le terme en z, doisparait. La méme
chose a lieu pour les trois autres équations ; de sorte qu'il reste senle-
ment deux inconnues a,, «,, pour lesquelles on a, come dans le
numéro qui précede,

(@ =+ @) (1 + o, 23) = o,

et 'on arrive, en faisant soit a,a, = 0, soit 1 -+ Xy 0y = 0, 4 des
conditions particuliéres qui ne se réduisent pas a des identités. 1] en
serait encore ainsi en supposant infinies denx des inconnues ot meme
toutes les trois.
Il faut donc poser
dr—p—{r+pg=o,
d’ou
,
= (59

Cette valeur, substituée dans la seconde équation et dans les -
vantes, donne :

fq—')(q—3)l 1+—£2—

(l+q)’J -3 Q A
(g—1y [H- \144:77*] o b e
e R N

; 4 47‘2 ? o S—‘Ir.'_ (_'>+":2\2.
v ['+(1+3)—’

- £ o 2 —_—ag\: ‘,
(q—l)’:q—3)’[l+(l:_——~r7)z] +2(q—1)’[2q—3—~ (3—1) r’” 1 1

1+q gy
4,.2 2
{q — 3\t —
= ['+(l+'l)’]

=3Q_k
T Sk S (14 a?y’

Yai laissé en évidence tous les facteurs dans lesquels se décomposeut

Foir b
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les numérateurs et les dénominateurs, car il faut prouver, avant de
les supprimer, qu’ils sont étrangers 4 la question.

Si Pon fait d’abord ¢ =1, la vraie valeur de - S — est in-
Sk 1 + k

finie; supposition inadmissible, attendu que a; étant réel, 1+ a? ne
saurait devenir nul. ¢ — 1 ne peut d’ailleurs étre infini, car I'une au
moins des inconnues a,, c,, o, le serait; supposition que nous avons
déja écartée.

g

k;
G+a) = o rendrait infinie la quantité —

|y hypothese 1 S :a_,'-"

2
3

ag -
ce qui ne saurait avoir lieu, attendu que — -~ n’est infini pour au-
I+a

cune valeur réelle de ;. On ne peut pas davantage faire 1+ (i—r,);
car il faudrait supposer ¢ =% ou «,a,a, =, ce que nous avons
démontré inadmissible; ou ¢ = —1, r n’étant pas nul, c’est-a-dire
p =, ce qui est également inadmissible. Enfin r et ¢ +1 ne pour-
raient étre nuls ensemble, car il faudrait que I'une au moins des
racines, a, par exemple, fiit égale & zéro, et alors on aurait
a o

;:—_‘a_f + 1+af
ce qui donnerait lieu, comme on I'a vu ci-dessus, a des conditions
qui ne se vérifient pas d’elles-mémes.

On a donc finalement

== S

rlg+3) e
(q-—x)(x+q>[ L S e

e et e i e Kl SR
(q_l>[.+(,i;),] (el

De la premiére de ces équations, je tire

=0 oun (& + a,)(1+ a,a,)=o,

Slr x+a

Sﬁ S 14 a?}
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et, par la substitution de cette valeur dans la deuxieme et dans la troi-
siéme, il n’y reste plus que le coefficient inconnu r, qu’il devient aisé
d’éliminer. On obtient ainsi I'équation de condition

3 ki 3 3 ki 2
[ S=%) —s Seval
3 K, (3 k) QA
~(s SIS — 7 Sera)
3 ka, ]2
+4'[ﬁs—(l+'a:>z] =

Montrons, par un exemple, que cette relation n’est pas une identité.
Soit k; =1, ce qui est le cas de la proposition XXXV, et

1

. a; —= - a, =
s 3 = 2’ = 3’

L §
a' - ;, (t2 "_—§
et, par conséquent,

3

3

Sk &
k;a,» _ ",‘ — 34 k,'a,‘ _ Al A‘, 29
S[+a,~2 =0 Sl—«!—a,’-‘"—_l;’ S(l—!—a,-’)’_o’ b(l—ka,—z)’_ﬁ"

on trouve pour le premier membre 0.11300625 au lieu de zéro. De
ce qui vient d’étre démontré et de ce qui I'a été au n° 12, on conclut
que les propositions XXXV et XXXVI ne sont pas vraies.

18. Quand les m droites données forment des angles égaux entre
- T 7 ’ (N el T
eux, ayant pour amplitude —, &; étant égal 4 'unité, si 'on appelle p
la longueur de la droite qui va du point O a l'origine, p, ¢ les angles
que font avec celle-ci les droites L,, L', on a

- on © an T N
s ? -+ sin (? —+ n+l)

a1

+sin’”(cp+2- z )+...+sin2”(m+n- z )
41 i n+tun) |

.

inan in2n il
sm°" p + sin (p+m) .

1
m

~+ sin?® (p +2m—7r) + ...+ sin*” (p + (m — 1)%)

1t 2n(arn—1)(zn—2)..(n+1)
= o 1.2.3...n '

‘Tome XIIl. — Sertemere 1848. ’5()
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Multiplions tous les termes par p2” et observons que

psing, psin(go+;_1:_~l>,--., p sin p, psin(p#—%),...,

ne sont autre chose que les perpendiculaires OP,, OP,,..., OP,, OP,,..;
il vient

——an —_n —2n —_—2n —n —n
OP, +OP,+...+ OP, __OP, +OP, +...4+ 0P,
n-—41 - m

Le systeme de 7 + 1 droites disposées autour d’un point de maniere 4
former des angles égaux entre eux, ayant pour amplitude commune

—Z_, est donc propre a résoudre la question.
n—-1

Dans sa proposition XLV, Stewart dit que I'on a

—

27 | e——in 1.3.5...(2rn—1) 1
OPy + OP, 4.+ OBy = m =S S,

et, comme nous avons trouvé ci-dessus

5" n =5 2n(2r—1)(2n —2)...(n41) 1 4,
OP, +OP; ...+ OP,,=m- T2 3 o .
il s’ensuit qu’on doit avoir
2a(2n—1){22—2)...(n+1) o '1'3'5"‘(2”_1).l
1.2.3...n 2" 1.2.3...n o

Cette égalité se vérifie pour n =1, n =2, cas particuliers qui forment
objet des propositions XIV et XXXIV. Elle a lieu quelle que soit la
valeur de #; car je vais montrer que si elle est vraie pour n — 1, elle
Vest aussi pour n. Supposons, en effet, que I’on ait

(27 —2)(an—3)(2n—4)...n 1 _1.3.5...(20—3)

1.2.3...(n—1) aTi T T 2.3...(n—1) 22+

Multiplions le premier membre par le facteur 3(2—:':1)

» et le second
2‘.n

2n —1

par le facteur égal —— il vient

2n(2r-=1)(28—2). .(n+41) 1 135 .. (2n—1) 1

eI bl LY S
r.2.3...n 221 1.2.3...» 2%

Ce qu’il fallait trouver.
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19. La proposition XXXI établit une relation entre les distances
d’un point quelconque a des points donnés ou inconnus ¢t les perpen-
culaires abaissées du méme point sur certaines droites. En voici
I’énoncé. Etant donnés m points A,, A,,..., A,, et autant de coeffi-
cients &, ky,..., kn, on peut trouver un autre point A’ et deux droites
I, L, qui satisfassent a la relation

iy e
kxOAl +A’20A:+.‘.+ "MOAm _—: g ——'z ——*«»l'z A
e e meur —0A'+ /(0P + OP,) + g,

quel que soit le point O. En réduisant & 'unité les coefficients £;, on
a I'énoncé de la proposition XXX.
Au moyen des notations dont j’ai fait usage dans ce qui précede,
cette relation s’écrit sous la forme
Sk(x —af+ (y — b))
Si;

—xr—B)

=[x —EP+ (r — 0 +fa[(.7’ — + (J’—azz——ﬁz)'lJ ey

T2}
£, n étant les coordonnées de A’. Si I'on prend pour origine le point
pour lequel on a '

Sk,'a,‘ = 0, S/f,'b,‘ = 0, Ski(l,-.b,- = 0,

il vient

o

-0, Nn=0,

et I'on est conduit a résoudre, pour déterminer f, g, a,, 8,, %, 3.
les six équations

St ) =o

4o  1+a]

S (1-:::3 + ,_:a;) = S—;{S/f,-(a[-' — 3h3),
1 (H— - ,fa;\) = gi—‘_SA-l-(?,a;—,_ b2,
f? (11{5;? + ‘:’_ﬁ;:> = — S% Skia;(a? + b?),

R

"2 2 —_ . L AV
P ) = g ki
39..
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On ne peut pas supposer J = o5 car il en résulterait
Ski(a? + b2) = o,

¢’est-a-dire une condition particuliére. On posera donc

@, N

_I—i-af + 1+ af

=O,

(aty + ag) (1 + &, atg) = 0.

En égalant a zéro le second facteur i + a,a,, on trouve la condi-
tion particuliere Sk;a? = Sk;b, . Par suite, je me bornerai a faire
oy = — &, ; cette valeur étant substituée dans la deuxieme équation
et dans ‘les suivantes, on a

S
1-|—a: -_-S_/f_iSk"(a"2 + 3[)?),

Sl I
Frape = ST Sk, (3(11-2 ~+ [),-2),
1 i

f; (Ba— ) = g5 Skias(a? + b2),

L (B ) = g Skibi(a? + b2),

L (814 ) =g Shifar + B2

On tire de ces équations, en ajoutant et divisant membre 4 membre
les deux premiéres,

Jr= g ski(a? + b2),

- Sk;(3a} + b7) L Ski(3ai +6})

= Skar+361) %= TV Sk(a+38)
Au moyen de ces valeurs, on déduit de la troisieme équation et de la
quatriéme celles de 8,— 8, et de 8, + §,, et, par suite, de 3, et de f3,.

Enfin, la dernie' re équation fait connaitre g*, et la question est com-
?
p]étement résolue.
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TROISIEME THEORKME GENERAL.

20). Soient L,, L,,..., L, m droites quelconques données, et k,,
kyy..., ky autant de coefficients également donnés; on peut trouver
n+ 1 antres droites L, L,, L/ ,,, telles qu’il y ait, entre les per-
pendiculaires OP,, OP,,..., OP,, abaissées d’un point O, pris arbitrai-
rement, sur les premiéres, et les perpendiculaires 63’,, ﬁ’ﬁ,...,

OF, ,, abaissées du méme point sur les droites trouvées, la relation

—n —_—n

k, OP, +£-,a>, e k,,.HP,,, . ﬁ', + OP, +...+ OP,,
ok .d b - 741

Stewart donne des énoncés séparés pour le cas ou n est pair, el
pour celui ol n est impair; les premiers sont cenx de la proposi-
tion XLIX et de la proposition XLVIIL, les coefficients k; étant sup-
posés dans celle-ci égaux 4 l'unité et n < m — 1. Les autres sont
d’abord celui de la proposition LI, ou I'on considere seulement les
points renfermés dans l'intérieur d’un polygone; puis celui de la pro-
position LIII, ou les points sont pris partout ou I'on veut, pourvu que
Pon ne passe jamais d'un c6té a l'autre de 'une quelconque des droites
données. 1.a proposition L et la proposition LII sont sujettes aux
mmémes restrictions, et 'on suppose les coefficients &; égaux a Punité
et n < m — 1. Ces distinctions tiennent évidemment au changement
de signe qu’éprouve la perpendiculaire abaissée sur une droite, quand
on passe d’un ¢6té a Pautre. 11 0’y a donc point lieu de s’en préoc-
cuper.

Afin d’éviter les radicaux qui se présentent dans I'expression de la
perpendiculaire, je la mettrai sous la forme

t; — x cosy; — ysinv;,
au
6; — x cos ¢; — ¥ sin g;,

suivant qu’il s'agira de droites connues ou inconnues. ¢;, §; sont les
longueurs des perpendiculaires abaissées de I'origine des coordonnées

sur les droites, et v;, ¢; les angles que font ces perpendiculaires avec
I'axe des x.

sy
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21. Soit d’abord n=1. Les équations 4 résoudre sont

2 .
€08 9, ~+ COS 9y = = Sk;siny;,

. - 2 .
sin ¢, +- sin gy = Sk;sin v;,

2

6‘+6’=H

Sk;t,.
On peut toujours disposer de la direction de I'axe des x, de mamére
que lon ait

Sk; cosv;= o;

car si cette condition n’est pas remplie, appelons ¢ I'angle que le
nouvel axe des x doit faire avec 'axe des x, et posons
Sk;cos(v; — ¢) =o;
il vient
c0s @ S&; cos v; + sin g S4;sinv, = o,

d’ou l’on tire

Sk;cosv;

S4;:sinv,

tang 9 =

On a donc, au moyen de ce changement de direction des axes,
COS @, = — COS @, ,
et, par conséquent, deux solutions
Pr=T—@, et g, =mn—+ g,
L.a premiere donne

. 1 .
sin @, = g~ Sk; sin v;.

Quant aux longueurs 6,, 6,, elles ne sont soumises qu’a la condition
de donner une somme constante; c’est pourquoi elles sont indéter-
minées. On apercoit sans peine que tous les systémes de deux droites
qui résolvent la question se coupent sur une paralléle A P'axe des x,
a la distance o2 de cet axe.
Sk sine;
La seconde solution exige que I'on ait

S#;sing¢;, = o,
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ce qui n’a lieu que dans des cas particuliers, Alors les deux droites
trouvées L/, , L, sont paralléles entre elles, et leur direction est indéter-
minée. De plus, chacun des denx membres de I'équation

k OP, + £, 0P, +...+ £, 0P, _ OP, + OP,
kideby o+ Ay - 2

est constant.

Lorsque les droites données sont les cotés d’un polygone régulier,
et que les coefficients 4; se réduisent 4 Punité, on a la proposition 111
de Stewart.

22. Soit maintenant n = 2, auquel cas on a la proposition XXI,
et la proposition XVII %; étant égal A Punité; les équations sont au
nombre de six, savoir:

3 .
cos® 9, + cos® g, + cos’g; = ST Sk;cos?y,,

. . . 3 .

COS @, SIN @, + COS P, 5IN @y + COS Py SiN @5 = 3 Sk, sin v, cos v;,
- - in?o. — 3 Sk sins
sin® @ + sin® g, -+ sin ¢3_ﬁ¢s ;sin? g,

3 .
6,cosq, + G,cos0, + 6, cos g, = Si Skit;cosv,,
. . . 3 . .
6, sin o, + &, sin g, + G, sin ¢, = ST Sk;t; sin v;,
o 3

En ajoutant ensemble la premiére et la troisiéme, on obtient une
identité. Ces deux équations se réduisent donc a une seule, et tout le
systeme a cing équations entre six inconnues o, Doy Pzy Ty Gun Ty
Par conséquent, il y aura indétermination; c’est ce que je vais exa-
miner avec détail. )

23. Afin d’abréger les calculs, je supposerai que P'on a placé Vor.-

— —_— ——2
gine an point pour lequel la somme £, OP, + £, OP, +...+ £, OP,
est un minimum. On l'obtient en égalant 4 zéro les dérivées prises i
rapport a x et par rapport 4 y de Jexpression

Sk;{t; — (x cosv; + y sine)]?,
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c’est-a-dire en posant
x Sk; cos® v; + y Sk; cosv;sinv; = Sk;t;cos v,
xSk;cosv;siny; + ySk;sin?v; = Sk;t;sin o,

et les valeurs de x et de y, tirées de ces deux équations, sont celles
des coordonnées de la nouvelle origine. On aura donc, quand les
axes v auront été transportés,

Sk,t; cosv;= 0, Sk;t;sinv; = o.

De plus, on peut les tourner dans leur plan d’une quantité angu-
laire v, de maniere que Sk; cosv;sinv; devienne nul. 1i suffit pour

cela d’écrire
Sk;cos(v; — v)sin (v; — ¢) = o,
ou

. I . . R
cos 2vSk; cos v; sin v; = = sin 2 v (Sk; cos® v; — Sk; sin® v;),
2

ce qui donne
28 k;sinv, cosv;

S“iCOS’v,‘— S“,’Si[l2 0;‘

tang 2v =

o . , T . .
de la deux valeurs de ¢, différant entre elles de ~ c’est-a-dire deux

directions formant un angle droit: 'une étant prise pour axe des x,
Pautre devient donc 'axe des y. Cette recherche a la plus grande ana-
logie avec celle de 'équation la plus simple d’une ligne du second
ordre en coordonnées rectangulaires.

24. Je laisse de cOté les cas particuliers ou les coordonnées de
I'origine deviennent infinies ou indéterminées. Les nouvelles équa-
tions, dans le cas le plus général, sont:

3 .
cos® @, + cos® g, + COs® @y = = Sk;cos® v,
COS @, SIN @, + COS P, SIN @, -+ COS Py sing; = o,
. . . 3 .
sin? ¢, + sin® g, + sin® ¢, = ST Sk;sin? v;,
8, cos g, + 0, cos p, + 9, cos p; = o,
g, sin g, + 8, sin g, + 0, sin ¢, = 0,

3 :
82 +6%+ 62 = ST Sk;t?.
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Des trois premiéres on tire
3
€08 29, —+ COS 29, -+ €08 29, == - Sk;cosay,,
sin 20, + sin 2¢, + sin 29, = 0;

puis, en faisant passer ¢, dans le second membre, élevant au carré et
ajoutant,

cos® (9, — @,) :% [(5% Sk; cos 2v; — cos 2qc>,)2 ~+ sin?® QQ,J,
d’ou

1

L]
. 3 2 .
sin? (p; — @,) =1 — i [_(S_A' Sk; cos 2v; — cos 2;0,) + sin? 29, i
D’'un autre coté, en décomposant
CO8 29, + COS2¢p; €l sin 29, + sin 2 ¢,

en produits de sinus et de cosinus, on trouve

—sin2g,

tang (93 + 9,) =

5% Ski;cos 20; — cos 2 ¢,

On connait donc ¢, + ¢, et 9, — ¢, quand ¢, est donné; ce qui suftit
pour déterminer g, et g,.

Les trois équations en @,, 8,, 6; donnent, par un calcul facile,

62 — _?’_S 42 sin’ (¢ — ¢») ,
' B T sin? (g, — ga) +sin® (g2 — i) 4+ 8in7 (g, —g.)
o 3 sin’ (9, — @)
2= S8k t2 - - -

% S4, Skit! sin’ (g, — 9.) =+ sin’ (g, — 9.} +- 5in* (9. — %)’

3 sin? (9 — )
2. % Gk.¢2 _ )

%= Sk, Skt sin’ (g — @) + sin’ (g — @) + 8In* (g, — ».)

Or sin? (9, — ¢,) et sin? (9, — ¢,) s'expriment en fonction des sinus et
cosinus des angles 29, et 29,, de méme que sin® (¢, — 9,) en fonc-
tion de sin 29, et cos 2¢,, et I'on a, toutes réductions faites,
sin® (p; — @) + sin® (9, — @) + sin® (g, — .]
[ 3\? .
= (S_A—> [Sh; cos? v, Sk, sin? v,

Fome XILI. -~ Serreunre 1948 jo

PPt
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par conséquent, si ’on écrit

3 ,
é‘—‘[s"[t‘

o :
(—-) (S%; cos?v..Sk; sin?v;

}

on aura I'équation polaire du lieu des pieds des perpendiculaires
abaissées de 'origine sur les droites cherchées.
e facteur entre accolades peut étre mis sous la forme

/3 L
)gx—%[(g—ESkicos av,--—cosmp) +sm‘zg

i

K . 3
S—;— Sk;sin® ¢, <§77 Sk;cos? v, — |> cos® ¢
K 3 . .
+ S—&—_S/f,- cos? y; <§T Sk; sin® ¢; — l) sin® ¢,

de sorte qu’il vient finalement

. 3 o )
S g Sk; sin? v, (S_A Sk;cos® v; — l) cos’ g
62 — it i i
Froostor SEes, 3 e o .
Shicos'vi. S hisints -+ S}Ll cos? vy (ST Sk, sin® Vv, — I) sin? ¢

On reconnait dans cette équation le lieu des pieds des perpendicu-
laires abaissées de l'origine sur les tangentes & Dellipse dont les axes
principaux coincident en direction avec ceux des coordonnées, et
ont pour longueurs, dans le sens des x et des y,

Vs_ki—t,? (gi—l SA‘,'COSV,'—I) Vs"itiz (S_% S“ sin? V,-—l):
S k;cos?p; ? S4;sin?e;

Tous les triangles ou systémes de trois droites qui satisfont a la ques-
tion peuvent donc étre considérés comme tangents a cette ellipse.

Les pieds des perpendiculaires 4,, 6,, §, ont pour centre de gravité
ou de figure celui de cette courbe; c’est une conséquence des équa-
tions : .

6, cos g, + 6, ¢0s 9, + 6,cos 9, = o,
6, sin 9, + 6, sin g, + 6, sin ¢, = o.

25. On peut satisfaire a la relation
—_— ——— —1 —2 —
% OP, + %, 0P, +...- ks 0P _ OP -+ OP,
A+h4...+ 4, - 2

+ C3,
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au moyen de deux droites L,, L, et d’une constante G qu’il s'agit de
déterminer; c'est I’énoncé de la proposition XX et celui de la propo-
sition XVI, en supposant les coefficients 4; égaux & I'unité.
En effet, choisissons les axes comme il a été indiqué au n° 22,
c’est-a~dire de telle sorte qu’on ait 2 la fois
Skit;cosv; =0, Sk;t;sinv,;=o0, Sk;cosv;sinv,= o:
on trouve les équations

sin @, COS @, + 8in ¢, €os ¢, = 0,

3
cos® ¢, + cos? g, = S Sk, cos? v,
-, - 3 ok sin?
sin® @, + sin ¢2=§FS ;sin? o,

6,cos ¢, + G,cos ¢, = 0,
6, sin ¢, + 6, sin ¢, = o,
o : 3 .
62 +67 +2C2= ngkit,‘-
l.a premiere donne
sin 29, = — sin 2¢,,
c’est-a-dire
20, == 2T — 20, OU 20,= 2§, + 7.
St ’on fait d’abord

93+ ¢y =,
on a

. I .
cos g, = = \/g-i,f— Sk;cos*v;, sing,==x ﬂ—‘_-S/f,-Sln2 iy
1
64=0, 62=0, Ca=\/s—‘~5k,t,2

™~
9322(?'-—}-59

Si l'on fait -

il vient

>

'S% SA;cos?y, = S% Sk;sinv, =1,

double condition qui n’est remplie que dans des cas particuliers.
A
40..
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Supposons qu’elle le soit, nous aurons deux droites se coupant a
angle drmt, et en appelant A leur point d’intersection, la somme

()P —+ OP sera egal a OA et nous pourrons €crire

— —_—1
£ OP, + £, 0P, ...+ k.,,OP A c;

1
"|+kz'+'---+l'm -2—

on a, comme ci-dessus,

=0, =0 et C= \/—Skt2

[’angle ¢, demeure arbitraire. Dans ce cas, la question a changé de
nature; & la recherche de deux droites, on substitue celle d’un certain
point A.

Si les droites L,, Ly,..., L, sont les cotés d’un polygone régulier, et
que les coefficients k; soient égaux 4 I'unité; on a

2 2, . g
=Scos?’y;==Ssin?y;=1 et C?=R?
m m

R étant le rayon du cercle inscrit; ce cas forme I'objet de la propo-
sition V.,

Dans la proposition VIII, Stewart a considéré un demi-polygone
régulier. Alors on a, comme ci-dessus,

2 2 -
;Scos’ v;:;Ssm’ vi=1;

les droites L, , L), sont perpendiculaires entre elles, et la méme pro-
priété a encore lieu. Si I'on calcule la distance p du point A au
centre du cercle inscrit, on trouve qu’elle est égale & une quatriéme
proportionnelle au périmétre du demi-polygone, 4 sa base (entre
deux sommets opposés) et an diamétre du cercle; il s’ensuit fina-
lement

”L' (_O—T.’i -+ @;—}—.—!— 6_13-;) = i (ai—{— aR2 — P’).

26. Quand on a n=3, hypothése qui répond aux proposi-
tions XX1V et XXV, il faut d’abord résoudre les équations
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cos® 9, + cos® @, + cos® g, + cos® 9, = S—i- Sk; cos® v,
cos? g, sin g, + cos® @, sin g, + cos® ¢, sin g,
+ cos? g, sin ¢, = -S%S/fi cos? ¢; sin v, ,
cos @, sin® g, -+ €o0s g, sin? g, + €Os ¢, sin’ g,
+ €os ¢, sin® g, = 5—4/; Sk; cos v; sin? ¢;,
sin® g, + sin® @, + sin® @, + sin® 9, = S—% Sk;sin® v;.

Elles ne sont pas susceptibles de se réduire a un moindre nombre;
car supposons, pour un instant, que I'un des angles inconnus, ¢, par
exemple, puisse étre choisi arbitrairement : les valeurs de 9,, 9,, ¢; en
fonction de ¢,, tirées de trois de ces équations, devront rendre la
quatriéme identique, quel que soit g,. Pour fixer les idées et faciliter
les calculs, je ferai ¢, = o, et yadmettrai qu’on ait

'S% Sk;cos’ v; =1, %— Sk; cos® v; sin v; = o,

S—%Sh cos v, siny; =1, E%Skisin’ v, =0,

ce qui n'empéchera point la conclusion d’étre générale. Cela posé, une
transformation facile donne

cos® ¢, + cos’p, + cos’ g, = 0,
COS @, + COS @, + COS @ == 0,
sin ¢, + sin gy -+ sin g, = o,
sin’ ¢, + sin®g, + sin’¢, = o.
Soit maintenant
cos®* ¢ + pcos’ 9+ qcos g+ r=o0
Péquation qui a pour racines cosg,, cos @,, €0S 9,3 9, étant nul: on

trouve par les fonctions symétriques p = o, r = o, de sorte que cette
équation devient

cos ¢ (cos® ¢ + g) = o,
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d’oti Von tire

cosg, = o, COS 9y = + y— g, COSQy = — \—gq,

sing, = =1, sing, =% y1+gq, sin gy = % Vi+gq.

Or, avec quelque combinaison de signes que I'on substitue ces valeurs
des sinus dans les relations

s @, -+ $in 9, + sin g, = 0, sin® g, + sin® g, + sin 03 == 0,

les résultats qu’on obtient sont contradictoires; donc il n’est pas
permis de regarder I'un des angles inconnus comme arbitraire. En
d’autres termes, les quatre équations ci-dessus suffisent généralement
pour déterminer ces angles.

Les longueurs 6,, 6,, 6, 6, dépendant des six équations

6, cos® @, + 8, cos® g, + 0§, cos? g, + 6, cos? ¢y = % Skit; cos v,
9, cos g, sin ¢, + 0, cos ¢, sin ¢, + B, cos g, sin g,

+ G,cos g, sin g, = .847 Sk;t;cosv;siny;,
9, sin® o, + G, sin? 9, -+ G, sin® 9, + 6, sin? @y = —%—- Sk;t;sin?y,,
6% cos ¢, + 62 cos g, + 63 cos g, + 67 cos g, = S—i—- Sk; t2 cos v,
6% sing, + 63 sing, + 62 sing, + % sin g, = % Sk;t?sinv;,

69 + 93+ 63 4 63 = S% Sk, 3,

et les coefficients devant éire considérés, d’aprés ce qui vient d’étre
dit, comme des fonctions connues des quantités £;, v;, on pourra
disposer des m longueurs ¢#;, de facon que chaque second membre
acquiére telle valeur qu'on voudra, et, par conséquent, que les va-
leurs de 4,, 8,, §,, 4,, tirées de quatre de ces équations, ne puissent
satisfaire aux deux équations restantes. Ces observations, qu’il serait
trop long d’accompagner d’exemples, suffisent pour démontrer que
la solution du probléme n’est possible que sous certaines conditions
particulieres.
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27. 1l est a remarqaer que si I'on avait a la fois
Skicos® v, = 0, Sk;cos®y;siny;,= o,

. . e
Sk;cosv;sin? v, = o, Sk;sin® ¢, = o,
la question se résoudrait complétement ; car d’abord on aurait

cos® 9, + cos® ¢, + cos® o, + cos? 0, =0,
€os® ¢, $in 9, + €08 ¢, sin g, + cos? g, sing; + cos? g, sing, = o,
cos 9, sin? 9, 4+ cos g, sin® g, + €08 9, 8in® g3 + cos ¢, sin*g, == o,

sin® ¢, + sin® g, + sin® g, + sin® p, — o.

et ces équations ne changeant pas, ainsi qu’on peut s’en assurer sans
peine lorsquon ajoute 4 chacun des angles inconnus un méme angle
choisi arbitrairement, il en résulte qu'on peut supposer d’abord
%, = 0, et que les valeurs obtenues ainsi pour ¢,, 9., ¢, auront tonte
la généralité requise en leur ajoutant un angle arbitraire ¢,.
Cherchons actuellement a déterminer les coefficients de équation

cos’ 9 + pcos’ o + ¢ cosg + r= o,

dont les racines sont cos ¢,, cos ®25 COS 43 @, étant nul: on trouve,
par les fonctions symétriques, p =1, g =r, et cette équation se met
sous la forme

(cosg +1)(cos’ ¢ +q) = o0,
d’ou

COSQ, = —1, COSPy=-+V\—gq, COS¢,=—y— ¢,

sin g, = o, sin;a2=i\/1+q, sincpazi\/[—}-q.

On reconnait immédiatement que q demeure indéterminé, et quil’
reste six equations entre 6,, 0y, §,, 8, ¢,, ¢, Cest-d-dire autaui
d’équations que d’inconnues. On vérifie d’ailleurs sans peine que ces
équations se résolvent complétement et fournissent pour les inconnues
des valeurs déterminées.

28. Pour n = 4, ce qui est le cas de la proposition XXXVIII et de
la proposition XXXVII, les coefficients étant égaux a 'unité et m > 4,
Pexcés du nombre des équations sur celui des inconnues démontre
clairement que les énoncés de Stewart ne se vérifient point; i plus
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forte raison, il en est de méme pour des valeurs supérieures de n, si
ce nest dans quelques cas particuliers, ceux, par exemple, ou les
droites données sont les cotés d'un polygone régulier circonscrit a un
cercle de rayon R. Alors les sommes des puissances n des perpendi-
culaires abaissées d’un point quelconque sur ces droites s’expriment
d’une maniére simple. Nommons p la longueur de la droite qui va du
point O au centre du cercle, et ¢ 'angle qu’elle fait avec la perpendi-
culaire OP, ; ceux qu’elle fait avec les perpendiculaires OP,, OPy,...,

2r 27
SONt § 4+ —» g 4 2—,---: ON A donc
m m
OF 4 07+t = 0 [~ pens (g 22T
=0

Développant et ayant égard a la relation rappelée dans le n° 8, il
vient

65, -+ 6—1;; 4 ee OP:,,

Ton , mlA—1) o —1){n—2)(n—3) 5, .
=m _R Sl )} ’p’—i—”(n I,).(;.g,%gn ) R ‘p"+...i-

1t 2?

Quand le point O est sur la circonférence du cercle inscrit dans le
polygone, la somme ci-dessus se réduit & '

i211(2n—1)(2n——2)...(n+x)__ 1.3.5.7...(2n—1) .,
an 1.2.3...n =m 1.2.3.4...n -R”.

mR" x

Stewart a démontré ces théorémes pour n =2, dans la proposi-
tion V, comme il a été dit au n° 25, et les a seulement énoncés pour
rn =3 dans les propositions XXII et XXII, et pour =14 dans les
propositions XXVIII et XXIX; c'est seulement dans les proposi-
tions XXXIX et XI, qu’il donne la formule ci-dessus et la précédente ,
en restreignant celle-ci au cas ou le point O est dans lintérieur du
polygone, quand I'exposant n est impair. Mais on apercoit sans peine
qu'elle subsiste lorsque le point O est extérieur au polygone, pourvu
que 'on regarde comme négatives les perpendiculaires abaissées sur
les cotés qui, prolongés au besoin, passent entre ce point et le centre
du cercle inscrit. Cette propbsition est intuitive pour n = 1.
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THEOREMES PARTICULIERS.

29. Je terminerai cette analyse par un examen rapide de celles des
propositions du géometre anglais ui n’ont pu trouver place dans ce
qui précede. L’ordre dans lequel il les présente porte & croire qu’elles
étaient, dans sa pensée, au moins en grande partie, des lemmes
propres a conduire synthétiquement aux propositions principales que
nous avons discutées, et qui se trouvent dépourvues du degré de
généralité qu’il leur attribuait.

Quelques-unes n’ont besoin que d’étre énoncées pour qu’on en aper-
coive la vérité; elles sont relatives an degré ou a la nature de certains
lieux géométriques, et il est tout simple qu'en les traitant par la
méthode des coordonnées de Descartes, on trouve a priori des résul-
tats auxquels la synthése ne parvient que péniblement. Voici ces
propositions :

Prorosition LIV. Le lieu du point O dou lon peut mener a mn
droites paralléles L,, L,,..., Ly, sous des angles donnés autant de
droites 0Q,, 0Q,,..., OQn, telles que la somme des puissances n de
leurs longueurs soit constante, est une ligne droite.

Prorosition LV. Le liew du point O, tel que la somme des puis-
sances n des perpendiculaires abaissées de ce point sur n + 1 droites
donnces soit constante, est une ligne courbe (an oval figure) de
degré n ou d’un degré moindre.

Prorosition LVL. Etant donné deux groupes Ly, L,..., L, et L,.
Ly ,..., L, de droites toutes paralléles entre elles, ou se coupant en un
méme point, le liew du point O tel, que menant a celles-ci sous des
angles donnés, les droites 0Q, , 0Q,..., 0Q,, 0Q), 0Q,..., 0Q., on a

0Q, + 0Q, +. ..+ 0Qa k
- = I,

0Q, +0Q, +...+ 0Q,,

k étant une quantité constante, est une ligne droite.

Prorosirion LVIL. Etant donné deux groupes L,, L.,..., L,., et
Ly, Ly,..., L.y, de n+ 1 droites situées d’une maniére quelconque, lo
Tome X1i1. — Ocrosre 1848. 41
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lieu du point O pour lequel on a, entre les perpendiculaires OP, ,
OP,,..., OP,,, abaissées sur les premiéres, et les perpendiculaires OP',,
OP,,..., OP,,, abaissées sur les autres, la relation

OP,+OP,+...+ 0P, %
- b

—_— —_n

OF 4+ OP,+.. .+(§’,.+.

k étant une quantité constante, est une ligne de degré n ou d’un
degré moindre.

Prorosition LVIIL Etant donné m droites L,, Ly,..., L,,, le lieu
du point O pour lequel on a, entre les droites 0Q,, 0Q,,..., 0Q,,
rencontrant 1.,, L,,..., L,, sous des angles donnés, la relation

0——Q:+ O~(_2:+...+ OQ:',,= k,

k étant une quantité constante, est une courbe (an oval figure) du
degré n ou d’un degré moindre.

Prorosition LIX. Etant donné deux groupes de droites L,, L,,...,
L, et L, L,,..., L,, situées d’une maniére quelconque, le licu du
point O tel, que menant a celles-ci des droites 0Q,, 0Q,,..., 0Q,,,
0Q,, 0Q5,.., 0Q,, sous des angles donnés, on a la relation

0Q.+ 0Q,+...+0Q. __ B
-— - b

0Q, -+ 0Q,+...4+ 0Q,

k étant une quantité constante, est une ligne du degré n ou d’un degré
moindre.

30. Je passe maintenant aux théorémes proprement dits. Pour ne
pas €tre trop long, je me bornerai a donner les équations d’ou dé-
pendent les quantités dont il ne s’agit que de démontrer Pexistence.

Prorosition 1. Si du point D, pris sur le c6té BC du triangle ABC,
on méne aux deux autres cotés AB, AG des paralléles qui les ren-
contrent en E, F, on a la relation

AB x AE - AC x AF = AD -+ BD x CD:

Stewart en donne la démonstration, assez facile & retrouver d’ail-
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leurs. Quand on a BD = CD, on tombe sur un théoréme bien connu
de géométrie élémentaire.

‘Proposition II. Sur la droite AB, soit pris un point C entre A
et B; si de ces trois points en meéne des droites AD, BD, CD a un
quatriéme point D, on a la relation

o, & _
ABXXAC = BAXBC CAXCB ™ '

La démonstration, également donnée par Stewart, n’a rien de

difficile.
Les théorémes qui suivent sont relatifs au cercle.

Prorosition VL. Etant donné un cercle et une droite , on peut
trouver un point A tel, que MP étant la perpendiculaire abaissce
d’un point de la circonférence sur la droite, on ait

AM = k < MP,
k etant une quantité constante.

On peut inversement, étant donné le point A et le cercle, chercher
droite; c’est méme a peu pres ainsi que Stewart présente 'énoncé de
sa proposition. Il donne la construction que voici :

Menez un diametre par le point donné A, et sur ce diamétre déter-
minez le point B qui appartient 4 la polaire de A; la perpendiculaire
élevée sur le milien de AB sera la droite demandée. Quant au coefti-

cient k, il est représenté par le double de la distance du point A an
centre du cercle.

31. Prorosition LX. Etant donné un cercle et deux points A.
B, on peut trouver un troisiéme point C tel, que menant par ce
dernier une droite quelconque qui rencontre la circonférence en D).
E, on aura la relation

AD><BD _ CD
AE>BE~ CE

Nommons p’, q'; p*, ¢”; &, m; x’, ¥’y &”, y” les coordonnées de-

points A, B, C, D, E rapportées a deux axes rectangulaires passan-

4.,
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par le centre du cercle, et R le rayon de celui-ci ; on a
AD = \/(P, _ xr)z + ( ’ ____]./)2, BD = ¢(P” s .’L")2 —+ (‘]” __J.u)z’
A=V =g =P, BE=Np — =7
CD= (@ —EP+ (' —n)P, CE=vyx" —&F + (9" —n),

‘z.lﬂ +Mrlﬂ —_— RZ, ‘1”2 +‘7”2 Bﬁ
y'—n=uax' —§), y'—n=alx"—§),
 étant une quantité indéterminée. Substituant ces valeurs de AD,
BD, AE, BE, CD, CFE dans la relation annoncée par Stewart, et éli-
minant x’, y’, x”, y”, il vient une équation qui doit étre satisfaite
quelle que soit la valeur de «; donc les coefficients des diverses puis-

sances de a doivent étre nuls ééparément. Or cette équation est a deux
termes, et se décompose dans les deux suivantes:

[n— (¢’ +4")] (& +n* —R?)’

[’(P’—€)+(q—n)*]q—n 2 _ na
R P A }“” — R

+[(p' =&+ (¢’ ﬂ)’] [(p"— 5)’ —n)*]n=o,
[E—(p'+ P”)] (& +n R’)’
[(P _g)z )2] (P” ) 2 2 __ R3
S I O A A R Y

+ P =&+ @ —n)T(p"— &+ (g" —n)]E = o,
lesquelles fonrnissent, en géneral , un certain nombre de systemes de
valeurs de £ et de » propres 4 représenter le point C.

Provrosition LXI. Etant donné un cercle et deux points A, A,,
on peut trouver deux droites L,, L, telles, qu’abaissant d’un point
quelconque O de la circonférence des perpendiculaires OP,, OP, sur
celles-ci, on ait la relation

— —_— —_— —2
- OA, < OA, = &* (OP, + OP,),
k €tant une quuntité constante.
Cette relation s'exprime en écrivant

[ — pY + (r — gV (= — p*) + (7 — ¢")']

= k*[(¢, — x cos ¢, — ysinv,)* + (t, — x cos v, — ¥ sin v,)?];
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P’y q’, p"s q" sont toujours les coordonnées des points A, A,, et les

quantités ¢,, v,, £,, ¥,, qui figurent dans le second membre, fixent les

positions des droites cherchées, comme ii a été dit au n° 20.
Développant, éliminant ensuite » au moyen de I'équation

x% + y* = R?,

qui est celle du cercle, dont on suppose le centre situé a I'origine des
coordonnées, et égalant a zéro les coefficients des diverses puissances
de x apres avoir fait disparaitre les radicaux, il vient les cinq équa-
tions
k*(cos 2y, +cos2v,) = A(p'p" — ¢'q"),
k? (sin 29, + sin 29,) = 4(p'q" + p"q’),
k? (t, cos v, + , cos v,)
=(p'+p )R+ [p"(p?+q") +p (P + 4],
A2 (&, sin ¢, + ¢, sin v,) -
=@+ ¢ IR +[g"(p” + 9"+ ¢ (P + ¢”)];
k* [t} + t5 + R (sin® ¢, + sin? v,)]
=R+ (p+ 9"+ p+ 9"+ 4g' ¢ )R+ (PP ¢7) (P74 47,

lesquelles renferment cinq inconnues v,, v,, ¢,, t,, k, et sont ainsi en
nombre suffisant pour les déterminer.

Prorosition LXIL. Etant donné un cercle, deux droites L, , L, et
deux coefficients k,, k,, on peut trouver un point C tel, que menant
par ce point une droite quelconque qui rencontre la circonférence en
D, E, et abaissant sur les droites données les perpendiculaires DP,,
DP,, EQ,, EQ,, on aura la relation

#DP, + 4DP, _ CD

——3 ——2 —
kEQ, + £ EQ, CE

Soient £, v; &', y'; x”, y" les coordonnées des points C, D, E
rapportées 4 deux axes rectangulaires passant par le centre de cercle,
R le rayon et ¢,, ¢,, t,, v, des quantités qui ont la signification indi-
quée au n® 20; cette relation prend la forme
k(t—x'coso, —y'sinv)! + k{t,—x' cos o, — y'sin v} (2’ —EP+ (y — )
ki(ty— 2" cos e, — y"sin o) 4 ky(t,— 2" cos v, — y'sin e}’ (27— EV 4 (y” — )
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Si 'on élimine x', ', x”, " au moyen des équations
xlﬂ +j'2 f— sz ‘r” +f”2 — Rﬂ’
y—n=a@ =&, y'—n=alx" —§&),

2 étant un coefficient variable, on trouve une équation en a a deux
termes, laquelle se sépare en deux autres, savoir :

(k @2+ ky B2 E -+ (k,®, cOS 0, + kym,C08 v,) (B + 1 — RY) = o,

kiw?+ kywy)n + (kB sin v, + kymgsin o,) (E? + 2 — R?) = o,
ou P'on fait, pour abréger,

z,=t —Ecos¢,—ysinv,, W=1,— ECOSV, — siny,.

Ces deux équations feront connaitre les valeurs des coordonnées £, v
du point C.

Prorosition LXIIL. Etant donné un cercle et deux droites L,,L,
Jormant entre elles un angle égal au double de celui du triangle équi-
lateral, on peut trouver deux autres droites L, L, telles, qu'il y ait
entre les perpendiculaires OP,, OP, abaissées d’un point quelconque O
de la circonférence sur les droites données, et les perpendiculaires
OP',, OP', abaissées du méme point sur les droites trouvees, la relation

OP, + OP, = k (OF, + OF,),
k etant une quantité constante.

Prenons pour origine des coordonnées le point d’intersection des
droites L,, L,, et pour axe des x la droite qui coupe en deux parties
égales I'angle 2v qu’elles forment. Afin de généraliser la question,
je ne ferai d’abord aucune hypothése sur cet angle, et j’écrirai en
conséquence

(xxsin v + y cos v)* + (xsin ¢ — ¥ cosv)®
— k[0, — xcosg, — ysing,* + (0. — x cos g, — ysing,)?| = o,

Pis @a, 6,5 0, servant a fixer la position des droites inconnues,
conformément a la notation indiquée au n° 20.

Pour que cette équation soit celle d’'un cercle, il faut d’abord que
les termes du troisieme degré disparaissent. Or cela ne saurait avoir
lieu en disposant des coefficients qu'ils renferment, car leur en-
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semble est égal a axsine(x?sin®e + 3r* cos*v). Si lon faisait
sinv = o, I'équation ne donnerait qu’nn point, quelles que fussent
les valeurs de o, , 25 6,, 6, 1l faut donc que Pensemble des autres

termes soit divisible par xsiny ou simplement par x. Par snite,
On a nécessairement, les solutions imaginaires étant écartées .

sing, = o0, sing,=o0, 6, =o0, 6,=o0,
et 'équation du lieu, ramenée au second degré, peut s’écrire

. , kx
x*sin’ v + 3yl cos? v — - — o,
sin vy

Cette équation ne sera celle d’un cercle quautant que les coeffi-
cients de x* et de »* seront égaux entre eux; on posera donc

sin* v = 3cos’y, dou cosv= =+ 1,

V] -

ce qui nous donne I'hypothése admise dans ’énoncé de Stewart, la-

quelle est ainsi la senle possible. Au moyen de cette valeur, Iéquation
devient

ou

/ 44N\ |, 6k
(==35) +r=5"

équation d’un cercle qui a pour rayon 4 k; on aura donc

3y3

/1‘ = \/‘3_) B,

= W

R étant le rayou du cercle donné.

Cette analyse montre que le cercle ne peut étre donné a volonte,
comme 'annonce Stewart, puisqu’il passe par le point de rencontre
des droites L,, L, et a son centre sur la bissectrice de leur angle. On
voit aussi que les deux droites inconnues, quand elles sont réelles. se
réduisent a une seule, qui est 'axe des r.

Prorosition LXIV. Etant donné un cercle et deux droites L.,, 1.,
Jormant entre elles un angle double de celui du triangle equilatéral.



328 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

on peut trouver un point C tel, que menant par ce point une droite
quelconque qui rencontre la circonférence en D, E, et abaissant sur
L,, L, les perpendiculaires DP,, DP,, EQ,, EQ,, on aura la relation
DB, +DP, __ CD_
EQ+EQ. CE
Prenons les mémes axes que dans la solution précédente, et nom-
mons p, ¢; &, n; ', ys &' " les coordonnées du centre du cercle,
et des points C, D, E; cette relation devient

T P it
T @R (T

Eliminant x', ¥’, x”, 7" au moyen des équations

(xl_P)2+(fI_q)2:Rﬂ’ (x”—P)z_*—(j”—q)z:R‘z,
yon—a@ =8,  y-n=al=8),

ou a est un coefficient variabie , il vient une équation qui se partage
en deux autres, savoir,
[(E—p*+ @ — 9* — R — (38 +20) [(E— p)* + (n — 9" — R
+28(§ - p) (& +7n’)=o0,
nE[(E—pr+m—q—R]—E@ — g (B +n)=o0,

ce qui suffit pour déterminer &, n. On remarque qu’une solution est
donnée par I'hypothese £ = o, a laquelle correspondent les valeurs
de » qui satisfont aux équations

p+¢—R=2qn, p'+@—q’—R=o

A la suite de ces propositions relatives au cercle, qui sont les
derniéres de son livre, Stewart dit qu'on en trouverait d’analogues
pour les sections coniques. Suivant lui, elles auraient facilité la so-
lution de certains problémes. On voudrait, par exemple , trouver sur
une circonférence de cercle un point tel, que le produit de ses
distancés 2 deux points fixes soit égal a une quantité donnée. La
solution consiste simplement a construire une cassinoide dont les
points d’intersection avec la circonférence sont les points cherchés.
Stewart fait remarquer qu’on résoudrait aussi ce probleme en tracant
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une ellipse; car,«d’apres la proposition I.XI, on peut déterminer deux
droites, telles que le carré du produit des distances d’un point quel-
conque de la circonférence aux points donnés soit égal & une constante
multipliée par la somme des carrés des perpendiculaires abaissées du
méme point sur ces droites. On connaitra donc la somme des carrés
des distances du point cherché aux droites dont il s’agit, c’est-a-dire
une ellipse sur laquelle il doit se trouver.

Addition relative aux équations du n° 5.

Ces équations peuvent se résoudre au moyen de la transformation
que voici :

L'équation, trouvée au n° 4,

2 '3—S‘,al‘ ——-35?

3 Sk;
n? = - Sk;b? ,
b8k 3 3 Skar
étant mise sous la forme
2 2
L
S—Z_TSA'iai g‘l—.zslf,b,

on voit que le point dont les coordonnées sont §,, », se trouve sur une
section conique ayant pour centre Forigine des coordonnées, et pour

3 " 1 ‘_2_ . 2 2 - 2 .
demi-axes principaux \/Sh Sk;a?, ST,—SA" b2. Et comme une seni-

blable relation existe entre les coordonnées &,, 74, £;, 7, des deux
aulres points inconnus, on en conclut que ces trois points se trouvent
sur cette conique, laquelle peut étre une ellipse, une hyperbole ou
méme une courbe imaginaire, selon la combinaison de signes pré-
sentée par les quantités Sk;a?, Sk;b2. Puisque I'on a supposé que S£,
est positif, on aura une ellipse quand I'une et 'autre seront positives.
C’est d’ailleurs le seul cas ou les points cherchés soient réels, attendu
que les sommes £} + £ + £}, %} + n} + »; ne sauraient étre alors
Tome X111, — Ocrorre 1843 42
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négatives. 1.origine des coordonnées est leur centre de gravité, pro-
priété qu’expriment les équations (1) et (2). On sait que les rayons
menés de ce point aux points inconnus divisent I'aire de Iellipse
en trois secteurs équivalents. D’apres cette remarque, sl nous appe-
lons « un angle auxiliaire,, nous pourrons faire :

- 2 .
3= S,{ —Sk;a’cosw, 7y = ST_SI{,b?mn »,

f /2 kg 2w /2 Skbs 2=
"""*\/SA, k;a? cos(w+—3—>, 7, = SI(._Sk,b, sm(c.H— 3)

53—_—- \/S—i‘?Sk,a? COS(&)—*—%)’ Mg = \/Sﬁ SA b sin <m+ 4_37.-)

Ces expressions, substituées dans les équations (1), (2), (3), (4) et (5),
v satisfont. Les trois autres équations (6), (7) et (8) dev1ennent toutes
réductions faites,

? \//§?T Skia? (51— Skia?2 — S—i— Sk; b?) cos 3w = S% Skia; (a2 + b?),

‘\/ S'{ 1)2 (ST k(l.z

% (Shial) -+ Skia? — Skib? + 3 (Sk,b2)? = Sk;.Sks(a + b2
2 " 2

; ,-) sin3w_s——~Sl& bi(al + b2),

l.a derniére de ces équations n’est autre chose que la condition
trouvée au n°® 4, sous une forme un peu différente. Les deux autres
donnent
Sk:bi(a} +b7)
Skiaj(a’ + b7)

VSkat

tang 3o =

Soit w, la plus petite valeur de w; on aura, pour Pensemble des solu-
tions propres a faire connaitre la position de I'un quelconque des
points cherchés,

k]

ki3
Gy, (D‘—f—ga ’;),—37
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et, pour déterminer les deux autres,
2m

3x
iaranl

ns
a0

o),+3 m.—!—d w.+3
4= =
CO4+"3~7 ny —+ 57 W, + 7.

Indication de quelques auteurs qui se sont occupés des theorémes
generaux de Stewart.

Pendant que Pon imprimait I'analyse qui précede, j’ai reconnu que
les théorémes de Stewart avaient été déja l'objet de quelques re-
cherches. Le volume des 7 ransactions d’Edimbour'g pour 1805 con-
tient, sur ce sujet, un Mémoire de M. Glenie. Cet auteur ne s’est
occupé que des systemes de points et de droites qui forment des
polygones réguliers. On trouve, dans le tome V des Annales de
M. Gergonne (1814 et 1815), les énoncés d’'un grand nombre de
théorémes sur les polygones réguliers, par M. Francais; un certain
nombre se confondent avec ceux de Stewart. Les démonstrations de
M. Francais n’ont d’ailleurs pas été données.

Le Journal de Mathématiques de Dublin et Cambridge a publi¢
en 1841 (1™ série, 1841, tome 11, page 271) un article de M. R. Leslic
Ellis, ot I'on trouve la démonstration de ce théoreme dant je me
suis servi ¢ '

Si [ (9) est une fonction entiére du s:nus et du cosinus de | ‘angle .
la somme

S@ S+ ) S (e T e am ) T

m \

est independante de ¢ quand le degrc de la fonction est infeérieur a m.

M. R. Leslie Ellis ne le fait connaitre, en ce qui concerne Stewart,
que conume propre 4 démontrer analytiquement les propositions
établies par M. Glenie,

Enfin on trouve dans le méme Recueil (2° série, tome I, page 229",
un article de M. T. S. Davies, ou I'on démontre les propositions VI
et VIII de Stewart.

42..
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Tableau de correspondance entre les numéros des propositions contenues dans 'ouvrage

de Stewart et ceux de Uanalyse. 7
NUMEROS NUMEROS NUMEROS NUMEROS
des propositions correspondants des propositions correspondants
de Stewart. de Panalyse. de Stewart. de lanalyse.

I 30 XXXIII 4
II ibid. XXXIV 18
1] 21 XXXV 17
v 3 XXXVI ibid.
v 28 XXXVl 28

Idem. 28 : XXXVII ibid.
Vi 30 XXXIX ibid.
vl 3 XL ibid.
VI ) 23 "XLI 8
X 3 CXLax ibid.
X ibid. XLIII 1
X1 ' 2 XLIV ibid.
Xn ibid. XLV 18
X1 i1 XLVI 9
X1V 18 XLVl ibid.
XV 16 XLVIIL 20 -
XVI 28 XLIX ibid.
Xvil 22 L ibid.
Xvii 11 LI ' ibid.
XI1X 16 LIt ibid.
XX 8 - LI ibid.
XXI 2 LIV 29
XXII 28 LY ibid.
XXIII ibid, LVI ibid.
XXIv 26 Lvil ibid.
XXV ibid. ‘ LVII ibid.
XXvi (] LIxX ibid.
XXVl ibid. LX 34
XXVIII 28 ~LXI ibid.
XXIX ibid. LX1I ibid.
XXX 19 . LXm ibid,
XXX1 ibid. : LXIV ibid.
XXX11 4 LXV ibid.




