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PURES ET APPLIQUÉES. \ ι 5 

SUR LES 

NORMALES INFINIMENT VOISINES D'UNE SURFACE COURBE: 

PAR M. JOACHIMSTHAL (DE BERLIN). 

I. 

En désignant par J et g deux points infiniment proches, mais 
d'ailleurs quelconques d'une surface, par F et G les normales ,i h. 
surface en ces points, je vais déterminer : 

j". La plus courte distance entre F et G; 

a°. Le point ο où cette distance rencontre la normale F; 
3°. La distance of. 

Je nommerai ο le pèle et oj la distance polaire de l'élément /g ; 
pour un élément tangent à une ligne de courbure, le pôle et la 
distance polaire deviendront le centre et le rayon de courbure de i,t 
section principale qui passe par jg et la normale F. 

Soient d'abord J et g deux points dans deux plans quelconques \ 
et B, et F et G les perpendiculaires sur ces plans en ces points; la 
plus courte distance λ entre ces droites sera donnée par la formule 

λ =Jg. cos (λ,/g). 

Mais la plus courte distance λ étant parallèle aux plans A et Β sera 
de même parallèle à leur intersection, et l'angle (λ, Jg) sera égal a 
l'angle entre cette droite d'intersection et jg. 

Soient A et Β deux plans tangents à une surface en deux points 
infiniment proches /et g; l'intersection de A et Β sera la tangente 
conjuguée à l'élément jg, et la plus courte distance λ entre Jen\ 
normales infiniment voisines l'une de l'autre s'exprimera par 

ίι) 1 — cos ω fis, 
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étant l'angle entre l'élément ds déterminé par les pieds des nor-
males et sa direction conjuguée. 

D'après les beaux théorèmes de M. Dupin, les directions des tan-
gentes conjuguées au point J d'une surface courbe coïncident avec les 
directions des diamètres conjugués de la conique 

Ρ + Q — ' ' 

Ρ et Q étant les rayons de courbure de la. surface en j, et ayant pris 
les tangentes aux lignes de courbure pour les axes de ξ et t). 

Donc. l'angle de l'élément ds et de l'une des lignes de courbure 
étant égal à a. on aura, par les formules connues sur les diamètres 
conjugués. 

, cos ω == ± cos a si η a I - — — j r, 

•i'· 

i/cos a sin2 a \ ι 

d'où vient 

(3 λ = r- cos a sin a ( ^ ^ ) — r -

Pour les lignes de courbure, l'angle a est ou égal à zéro, ou égal 
à un angle droit*, donc on aura λ = o, c'est-à-dire les normales aux 
extrémités d'un élément d'une ligne de courbure se rencontrent. 

Pour obtenir les valeurs maxima de λ, il faut différentier λ par 
rapport à a, et on obtient 

o — (cos2 a — sin2 a) pl—l—ψ-J — cos a2 sm a2 I ̂  — ρ J ' 

ou , en réduisant, 
cos" a sin4 a 

° — ρΓ ~ ~Q~' 

ce- qui revient à la formule 

(4) a = p/ 
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Si on suppose les rayons Ρ et Q de même signe, on en conclut 

(S) tang2 β = 2, 

donc 

1 ' slna=PTQ· c°s'"=FTQ' "F" + -Q^ = PQ 

Soit ρ le rayon de courbure de la section normale faite suivant 
l'élément ds\ on a, par le théorème d'Eider, 

^ ^ cos3 η sin3 a 
~p 1 q-

Mais en substituant les valeurs de cos5 a et de sin2 a que nous ve-
nons de trouver, les formules (3) et (7) deviendront 

l o 
V8' 

(ρ = ·Η P + Q). 

Donc, la valeur maximum de λ correspond à l'élément d'une section 
normale dont le rayon de courbure est le moyen entre les rayons des 
principales. 

Si les rayons Ρ et Q sont de signe contraire, on déduit de l'équa-
tion (4), 

tang2 a — - 5 

et 

cos PTTq' s,n - ΪΪΤΓΟ 

Par la substitution de ces valeurs, on trouve 

jpZÎnnfin,. 

Donc, pour les surfaces qui ont les courbures principales dirigées 
en sens contraire, le maximum de λ correspond aux sections normales 
dont la courbure s'évanouit, et, pour ce cas, la plus courte distance 

Tome XIII. — DÉCEMUKE 1848. 



4I8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

coïncide avec l'élément ds. En résumant ce que nous venops de dé-
montrer, nous aurons le théorème suivant : 

THÉORÈME. Étant décrite sur une surface autour d'un point / et 
avec le rayon infiniment petit B, la circonférence de cercle gg'g"..., si 
en tous ces points on mène les normales à la surface F, G, G', G",... 
et les plus courtes distances entre F et G, G', G",..., que je désignerai 
par Z, 

i°. Une quelconque des distances Ζ sera égale au rayon Β multi-
plié par le cosinus de l'angle entre fg (le rayon) et la direction 
conjuguée; 

2°. Les rayons principaux de la surface étant de même signe Ρ 
et Q, les valeurs njaxima des distances Ζ correspondront aux direc-
tions suivant lesquelles le rayon de la section normale est égal à 

{ (P -+- Q), et la valeur maxima sera égale à ± Β Q + p
 ; 

3°. Les rayons principaux étant de signe contraire, les valeurs 
maxima de Ζ correspondront aux directions suivant lesquelles le rayon 
de la section normale est infini, et la plus courte distance coïncidera 
avec le rayon. 

Je vais maintenant déterminer le pôle d'un élément ds. 

IL 

Soient 

X — l Y — m Ζ — η 
(ίο) 

j X — / — l' Y — m — ni Ζ — η — η 

les équations de deux droites quelconques; l'équation d'un plan pa-
rallèle à ces droites sera 

; 11) (be' — cl·') X -4- (ca! — ac') Y + (ab' — ba') Ζ = C , 

et l'équation du plan perpendiculaire au plan (ι i) et qui passe par la 
seconde droite (io), sera 

Π a) L (X - Ζ - V) + M (Y — m — m') + Ν (Ζ — η — η') = ο, 
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les rapports L, M, Ν étant donnés par les équations 

j L (a -t- d) + M (b + b') ■+■ Ν (c + d) = ο, 
( L (be' — cb') -4- M (ca' — ac') -f Ν iab' — ba') = o. 

Il en résulte 

f h — a (a'2 -t- b'2 -+- c'2 -+- aa' -+■ bb' -+- cd) 
— a' (a2 -+- b2 -h c2

 -+- aa' + bb' + cd), 

j M — b (a"2 -+■ b2 + d2 -+- aa' -t- bb' + cd) 
— b' (a2 -t- b2 -+- c2 aa' ■+· bb' -t- cd), 

/ Ν = c (a12 h- b'2 -+-d2 -h aa! -+- bb' -+- cd) 
— c'(a2 -f- b2 -h c2 -f- aa' -t- bb' -+- cc'), 

j étant un facteur indéterminé. 
Le plan (12) et la plus courte distance des droites (10) couperont la 

première de ces droites au même point, dont je désignerai les coor-
données par X, Y, Z. On aura évidemment 

| X — / -t— aa , 

(14 '■ \ύ — m-h ba, a — laL H- ft M -4- cN) — V L -+- m! M -+- «'N, 

( Ζ — η -h ca, 

ou bien, en faisant 
a2 -h b2 + c2 — b, 
aa! ~f- bb' —i- ce' — i, 
a'2 + b'2 -f- c'2 — k, 

ία (hk — i*) = [al' -+- b m' -+- en! ) ■. i k) 

^ J f —{a'l'-\- b'm'-k- c'n') (b -4- i). 

Supposons que les deux droites soient deux normales voisines de la 
surface représentées par l'équation différentielle 

^16) dz — pdx ■+- qdy, 

il faut mettre 

a = p, b = q, c — — 1, l = x, m — y, n = ζ ; 

adp, b'= dq, d— o, /'= dx, m'— dy, η — dz. 
a 3.. 
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Par ces valeurs, on obtient 

idpdx -+- dqdy) (i -+-ρ' -+- q'1) (iipdx -+■ dqdy)[i +ρ'~h q') 
dq' -f- dp1 -+- j ρdq — qdp)' ( 1 -+- p') dq'—2pq dpdq -+- (l ~f- q1) dp· 

et, en mettant 
dp = rdx -+- s dy, 
dq = sdx -t- tdy, 

on aura 
j X = χ -t- ρσ, 

\ Y =jr + qcr, 

,'7; ί Ζ = Ζ — <7, 

/ 2 2\ rdx'-y 2sdxdytdy' 

Telles sont les coordonnées du pôle d'un élément de la surface. 

III. 

Pour déterminer la distance polaire A ou la distance du pôle 
X, Y, Z) au point de la surface (χ, y, z), je ferai coïncider les axes 

des coordonnées z, x, y respectivement avec les normales et les deux 
tangentes des sections principales; on a, par cette supposition, 

χ ~ o. y = ο, ζ — ο, ρ = ο, q — ο, s — ο , 
et 

Ζ = Δ = — σ, 
ou bien 

r tlx1 -t- tdy' \ dxj 
— t'dy' r'dx' — ^ ^ 

Soient Ρ et Q les rayons principaux de la surface, et a l'angle entre 
l'élément de la surface et l'axe des χ ; on aura 

r=l· * = & £=tansa' 
par conséquent 

cos2 a sin1 a 
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En gardant les mêmes désignations que ci-dessus, on a, par les 
formules (2) et (7), 

(19) Δ = ρ sin2 ω. 

Soient Δ,, ρ, les quantités analogues pour un élément de la surface 
perpendiculaire au premier, et Δ', p' pour l'élément conjugué au pre-
mier; on aura 

Δ __ i ι 

donc 
ι cos1 a sin1 a 

— ~W~ + Q~ < 

et, par conséquent. 

I l 1 I 

Δρ Δ,ρ, Ρ Q1 

Pour l'élément conjugué, on aura 

Δ' — a' sin2 ο), 
d'où vient 

>21) 

c'est-à-dire que, pour deux éléments conjugués, les distances polaires 
sont entre elles comme les rayons des sections normales. 

Comme ρ et p' sont égaux aux carrés des demi-diamètres conjugues 
de la conique 

,21 bis _
 +

 _
 = I> 

on aura 

Î22) jp + p'-P + Q, 

ou, en ayant égard à l'équation (19), 

<»'>
 1

 = ,·,« ,· 

relation très-simple entre la distance polaire et le ravon de la section 
normale qui passe par le même élément. 
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On a, pour deux directions conjuguées, 

à Af p sin2 ο» f/ sin2 ω ' 

et, en réduisant au moyen des formules (22), 

(24) \ + J, - ~ 4- ^ 

Donc, pour deux éléments conjugués la somme des valeurs réci-
proques des distances polaires reste constante. 

Soient /un point de la surface,y le quatrième point harmonique 
par rapport à y et aux deux centres de courbure ; on aura 

(26) ,L=I+JL: 

d'où vient 

(26) ,L=I+JL: 

ou bien : 

Les points j et j' et les pôles de deux éléments conjugués sont 
quatre points harmoniques. 

Il suit de là : 

Les pôles de six éléments conjugués deux à deux sont six points en 
involution. 

Soit d le demi-diamètre de la conique (21 bis) dont le carré est égal 
au rayon de courbure ρ ; on aura 

Δ = d2 sin" ω. 

Mais, ω étant l'angle entre le diamètre 2d et la tangente à son extré-
mité, d sin ω sera égal à la perpendiculaire abaissée du centre de la 
conique sur la tangente. 

Donc : 

La distance polaire est égale au carré de la perpendiculaire abaissée 
du centre de la conique (21 bis) sur la tangente à l'extrémité du demi-
diamètre \p. 


