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PURES ET APPLIQUÉES. i» 

SUR 

UNE QUESTION RELATIVE A LA THEORIE DES NOMBRES; 

PAR M. HERMITE. 

Soient η -t- ι nombres entiers 

Ό Ε ' 7 J · · ■ ' Κ ^ > 

dont le plus grand commun diviseur est l'unité ; on propose de 
trouver tous les systèmes de η (η + ι) autres nombres, savoir : 

a', α",..., a!"', 

β', β",-, Ρ-

7'» 7"'···' 7m 

Λ , Λ , , Λ , 

λ', λ",..., )W, 

qui rendent le déterminant 

α, α',..., α'",..., α'":, 

β, /3',..., β{'\···, β<">, 

7? />··■> 7 ν- / > 

κ, κ',..., κ'",.... κ(";, 

λ, λ',..., ><»>, 

égal à plus ou inoins un. 
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Solution. Nommons respectivement 

-, le plus grand commun diviseur de 7 et β. 

z.
t
 idcrn —, et 7, 

-, idem ~.
2
 et i' 

idem r.
n
_^ et κ. 

idem et /; 

dans l'hypothèse admise, n
n
 sera l'unité. Prenons ensuite les nombres 

entiers 
a, h, c, d,..., , /, 

c', d',..., //, 

-.l'après les conditions 
αβ — ba — -,, 
c'y — en, =TT2, 

d'à — άπ
2
 = r.

3
, 

k y. fi ττ
Λ
_

2
 — τ^η—ί ? 

/'λ — /π„_, — π„= ι. 

η satisfera à la question proposée par les valeurs suivantes 

α, — anii + M, ~, 7Γ | 

βϊ ~ brrii + M,· p
 : 7m 

7i — crii -h Nf ~-

à
l
 — dpi -t- P,· — 

— h S( -f- S(- ■—■—Î 7Zn—| 

λ,· Iti -+- I j —■ 5 



PURES ET APPLIQUÉES. 
ies quantités 

31,, N,·, P,,..., s,, r, 

dependant des nombres entiers 

m,, 11,, pi,...? .·>i. t. 

;oar ies equations 

31, — c'iij -+- N,· —· 

N, rr d'p,-h P,; -

S, — l ti -ι- i ,· —- ■ 

el toutes les solutions possibles s'obtiendront en prenant toutes ies 
valeurs des rr quantités 

m i, ïi-i, pi,.... si. I i, 

pour lesquelles le déterminant 

///,, m2,— mn. 

η., n.,,..., 

Pis pis···· pas 

Si A 2 1 * · ' f -1 -n ' 

t.,,.... }„. 

égaie plus ou moins un. 
Ainsi, par exemple, lorsque n = a, s'il s'agit de rendre égal , 

l'unité le déterminant 

a, a', a" 

iJs r ■ H 
y> l's y" 

= « (β'7" — y'β") -t- β (y' «" - α' / ) -t- y (α'/S" - β'a" ■ 
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on aura 
σ! — am, -+- M, — · 

β' = bin, + Μ, —7 

γ' = en, -+- Ν, γ, 
avec 

Μ, — 6·'/ζ, 4- Ν, η,, 
ce qui donne 

α' = am, 4- — η, 4- Ν, α , 

β' — bm, 4- ■ η, 4- Ν, /3, 

y' —en, 4- Ν, γ ; 

on trouvera ensuite semblablement 

α = α/7ίο — w3 -4- IN 2 α, 

jS" = ZW;, 4- «2 + ^ 2 β · 

■f = ciu -l- Ν
2
γ, 

et l'on devra prendre pour m,, n,, m
2

, v., indéfiniment tous le» 
nombres entiers pour lesquels 

m, η , — m,,n, = ±: ι. 

Si η = 3, la solution générale de l'équation 

ftx, α', a", a'" 

β, ββ", β'" 

7· 7'' 7"» 7 ' 
ί, ί". <Γ 

=± Γ 

sera de même comprise dans les formules 

σ! — am, 4 η, 4 ρ, 4- Ρ,α, 

β' = 4- ~ η, 4-^-ρ, + Ρ, /3, 

y—en, 4- 4-Ρ, γ, 

σ"= dp, 4- Ρ, d ; 
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7. = am., 4 n.,-\ p , + P.. 'J.. 

β" = n24- — p·· -R- PÏ/5 , 

V=c«
a
 + — ̂ 2+Ρ.γ, 

à"—dp., 4-Ρ 
t
à; 

α = arn
t
 H τι

3
 -1 p

3 4- Ρ a
 α, 

ι-"' = èm
3
 + ̂  «

3
 4- ρ·

Λ
 + Ρ

3
 β, 

—cn
3
 + A-P

3
 7, 

$'"=({p, -hP
;S
o\ 

Voici maintenant l'analyse qui nous a conduit à ces résultats. 
Soient , pour abréger, A le déterminant des quantités 

(A &fi{i\ y ' ,···· A'!, 

Β celui du système 

(B. 

ς, β, Ο, Ο,..., Ο, 

ς', — α, γ, ο,..., ο, 
ξ", ο, —/5, ci,.,., ο, 
ξ'", ο, ο, —γ,···, ο, 

Eο, ο, ο,..., λ, 
ξ·η\ ο, ο, ο,..„ — κ, 

dont la loi est facile à saisir, et où les quantités ξ sont définies par 

les équations 
α ξ 4- β ξ' 4-γξ" + ...4-λξ<": = ι, 
α'ξ 4- β'ξ' +7'ξ" +...+ λ'ξ(π> =ο, 

α"ξ 4- β"ξ' 4- γ" ξ" +».+ λ"*"' = ο, 

α
<») ξ + β!«> ξ' + γ!"> ξ" + ... 4- λ(,,) ξ<"> = Ο. 

Tome XIV. — JANVIER 18.Ί9. 4 
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De la composition des systèmes (A) et (B) résultera le nouveau système 

o, o,..., o,..., o, 
ο, α'β ~β'α, a." β— β "α,..., α'

ι,

β — β
{ι)

 a,..., yJ
n)

 β — β
ίη>

 α
: 

ο, β'y — γ β, β"
7
-γ'β,..., β

ί1)

7
 —

 7
'"β,..., β

!

·">
7
 -

 7
·
η!

β, 

ο, y'à~à'y, y"â— â"y,..., y"
}
&—ά

(ι
'γ,..., y'-

n)

è — ά'·
η

>
7

, 

ο, κ'λ — λ'κ, κ" λ — λ"κ,..., κί0λ — λ(0κ,..., κ·"'λ — λ"κ. 

En appelant G son déterminant, ou, ce qui revient au même, celui 
des n2 quantités 

(C) α(,)β — β1ι) α, β
ίι)

 y — γ(° β,..., κ
!,
"'λ — λ''*· κ, 

on aura, par ce théorème connu, 

C = AB. 

Or on trouve facilement, au signe près, 

Β = β
7

ά... κ ; 

donc on peut remplacer la condition proposée, savoir 

A = ± ι, 
par la suivante, 

C = ± βγ&... κ, 

dont nous allons nous occuper. 

Exposons d'abord une transformation des termes du système (C); 
j'observe, à cet effet, que π, désignant le plus grand commun divi-
seur de a et β, on aura nécessairement 

ai-l) β — β[ι) a. — mi τι,, 
d'où l'on tire 

a.{i ' = ami ■+■ M, — ? 

«'>= bmi + M i^, 
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les nombres entiers ra, et M, restant entièrement arbitraires, et a et 
b étant déterminés par l'équation 

a β — ba = π,. 

Au moyen de cette valeur de β(ι), on trouve 

β"> γ — y(l> β — bynii + (Μ,· γ — yil>nt;. 

Or, π
2 désignant le plus grand commun diviseur de π, et 7, on aura 

nécessairement 
M, γ — γ(ί)π, = η(π2

, 
d'où 

M, = c'rii + N< - , 

γ"') = cri; -t- N,· —7 

les nombres entiers rc, et N, étant quelconques, c et d dépendant de 
l'équation 

c'y — en, = π
2

. 

La répétition du même calcul nous conduira de l'expression précé-
dente de y'·1' à celle de il vient, en effet, 

γ(0£ _ ί«)γ
 = c&ni-h

 1 (Ν,-i -s(i ii2) 

et posant encore 
N-d _ â(i>n2 = ρ,·π3, 

-, étant le plus grand commun diviseur de n
2
 et ci, on en conclura 

Ν,· = d'pi-h Pi-, 

Î<'>=dPi -+-P,-, 

d et d'étant donnés par l'équation 

d'à — dn2 = ns. 

La loi que suivent ces opérations est maintenant évidente, et on en 

4-
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conclura, d'une part, 

«,0/3 — jS(0 α = τ»,·πΗ
, 

«ÎOy _ γ(') 13
 =

 4- έϋ2 «,, 

γί')^ — — câm 4- — ρέ, 

κ<"λ - λ<"κ = Αλί,· + — ί«, 

où il est essentiel d'observer que mif
 restent jusqu'à pré-

sent des entiers entièrement arbitraires. 
D'un antre côté, nous obtenons d'ailleurs 

A{I) = AMI 4- MF —, 

â(«"> - ôOTl. 4- M,· — » 

•v<<> = en,· -t- N,- — 5 

&<') = dPi + PF -, 

κ(ί> = Ai,· + S,· — » 

Xif> = Zi, -+-T,·-, 

et les entiers M,, N
f

, P,·,... s'expriment de proche en proche, unique-
ment par irij, nt, Pi,... au moyen de ces autres équations 

M,· = c'«,-i-N,~, 

Nf =rf> + P,^, 

S,
 =

 λ-'f,+ Tf^\ 

lesquelles ne laissent d'indéterminé que T,·. 
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Les résultats obtenus, reportons-nous maintenant au système (('.}. 
qui a été transformé clans le suivant, savoir, 

m, π,, ηι2πηιέπ,,...,mn r 

Λγ'"ι + —»ιι bym.,+ 67 »q·+ —»,,-···, bym
n
+ — //„, 

tdn-+- — ρ,, ce? τι, -+- — Ρ!Γ·) cc?n,·+— η,,..., e<?«„ +·^ ι>„, 

Α Λ«ν ι -τ- t j ι, Α* Α χ?2 ^2 ν - ' Λ AiS^· Η fi A "i~ — . 

On reconnaît bien facilement qu'un pareil système provient de la 

composition des deux autres , que voici : 

et 

m1,7/22?'·· ? ^Ϊ?'··Ϊmn, 
//(, 72,,..., 72;,..., ΤΪΛ, 

p\ ï Ρ2? "■? Pif Ρη·> 

S1, S2,...., Si,....., Sn, 
ί I , / 2 J · · ■ ) V ■ ? ·} 

π„ by, ο, ο,..., ο, 

Ο, CC?, Ο,..., Ο, 

ο, ο, —, de,..., ο, 

Ο, ο, Ο, ο, 

Ο, ο, ο, ο,..., kl, 

ο, ο, ο, ο,..., — 
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donc son déterminant, et, par suite, celui du système (C) est le pro-
duit des déterminants de ces deux systèmes. 

Or le déterminant du système (2) se réduit a son terme principal 

β-γ... H!î„ 
ou simplement 

β y... κ . 

puisque π„ est l'unité; la condition proposée 

C = ± β γ... κ 

sera donc remplie en prenant égal à l'unité en valeur absolue le 
déterminant des η2 nombres entiers du système ([), ce qui est la 
conclusion que nous avions annoncée, et qu'il s'agissait d'obtenir. 


