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MEMOIRE

Sur la théorie des nombres complexes composés de racines

de Uunité et de nombres entiers;

PAR Mo EO’EO RUMER,

Professeur de Mathématiques a PUniversité de Breslau, en Silésie.

Dans Vétat actuel de la science, on entend généralement par nownbre
complexe une fonction entiére, a coefficients entiers, des racines irra-
tionnelles d’une ou de plusieurs équations algébriques dont les coet-
ficients sont également des nombres entiers. Le produit de tous les
nombres complexes qu’on déduit d’un d’entre eux en changeant les
racines des équations qu’il contient, étant une fonction symétrique
de ces racines, sera toujours délivré de toute irrationnalité. Ce produit,
qu’on appelle la norme du nombre complexe, sera donc un nombre
entier; et, par conséquent, tout nombre complexe sera facteur irra-
tionnel d’un nombre entier. De méme, si 'on prend les coefficients
du nombre complexe pour des indéterminés, la norme représentera
une forme homogéne d’un certain degré, du genre de celles qui sont
décomposables en facteurs linéaires. La théorie des nombres com-
plexes revient, au fond, 4 la théorie de ces formes, et, 4 cet égard .
elle fait partie d’une des plus belles branches de I’Arithmétique supé-
rieure. Cest sous ce point de vue que M. Lejeune-Dirichlet a fait des
recherches trés-générales sur les formes de degrés quelconques qu
dépendent des normes des nombres complexes. 11 a jeté les fonde-
ments de cette théorie en découvrant les propriétés générales de ces
formes; mais, malheureusement, il n’en a publié jusqu’a présent que
quelques-uns des résultats principaux, en ne donnant que des notions
générales sur les principes nouveaux dont il s’est servi pour y parve-
nir. D’un autre coté, la théorie des nombres complexes peut étre con-
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sidérée comme la théorie de la décomp(')sition des nombres en facteurs
irrationnels, et c’est sous ce point de vue qu’elle a un grand intérét,
aussi bien en elle-méme que pour les applications nombreuses et im-
portantes qu’on en a faites dans plusieurs questions relatives i I’Arith-
métique et & I’ Algébre supérieure.

Je ne traiterai, dans ce Mémoire, que les nombres complexes dont
les irrationnalités sont les racines imaginaires de I'unité ou de I'équa-
tion hinéme

at =1,

genre spécial de nombres complexes, mais duquel I'importance pour
la théorie générale est comparable a celle qu’il faut attribuer i la
solution de I’équation binéme pour les équations algébriques les plus
générales. La théorie de ces nombres complexes a été depuis longtemps
le sujet de mes recherches, que jai publiées dans les Comptes rendus
de I’ 4cadémie de Berlin et dans le Journal de M. Crelle [*] En repre-
nant ici cette matiére, j’ai en vue de compléter et de réunir la sub-
stance principale de ces divers Mémoires pour en former un Traité
entier et continu qui puisse servir de base stire & des recherches ulté-
rieures dans cette partie de la théorie des nombres. Fajouterai aussi
deux applications des nombres complexes, dont 'une se rapporte i la
théorie de la division du cercle, ’autre a la démonstration du dernier
théoréme de Fermat.

§L
Définitions et théorémes préliminaires.

Les nombres complexes dont nous nous occuperons dans ce Mé-
moire sont des fonctions rationnelles et entiéres, a coefficients en-

’

tiers, d’une racine imaginaire de I’équation
at=r,
A étant un nombre premier impair. A Paide de I'équation
I+a+a’+...+ e~ '=o,

[*] Rappelons aussi les premiers essais, déja trés-intéressants, que M. Kummer
avait consignés dans un Mémoire imprimé d’abord A Breslau, en 1844, et inséré depuis
au tome XII du présent Journal. {J. LiouviLez.)
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qui contient toutes les racines imaginaires de 'équation a’ =1, un
nombre complexe f («) est toujours réductible a la forme

fl@y=a+a,e+ a0’ +...+a, @'~

a, a,, a,,..., a,_, étant des nombres entiers. On démontre aisément

que cette réduction ne pourrait étre effectuée que d’une seule ma-
niére; car, si I'on avait

fla)=a+aa+ae®+...+a, ,a*"?
et ‘

fl@y=b+ba+boa®+...+ b, _ &2,
on en conclurait
a—b+(a,—bla+(as—b)a+...+(a,_,—b,_,)a’"?*=o0,
équation qui ne peut pas subsister a cause de Dirréductibilité de
I'équation

I+a+a’+. ... +al-t=o.
En prenant pour a successivement toutes les racines différentes,

que nous représenterons comme puissances de 'une d'elles par «, «?,
at,..., ai—', on obtient les A — 1 nombres complexes

S(@)y f(e)y [y S22,

que nous appellerons nombres complexes conjugués. Deux nombres

conjugués, tels que f(a") et f ("), dont les racines sont réciproques,
seront appelés nombres complexes réciproques.

Le produit de tous les nombres conjugués
S@), f(a®), f(a®)..., St
étant une fonction symétrique de toutes les racines de ’équation

1+a—+a?+...+a’~"'=o,

se réduit 2 un nombre rationnel et entier qui, suivant M. Lejeune-
Dirichlet, sera appelé la norme du nombre complexe f(2), et qui sera

48..
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désigné par la letire N, en sorte qu’on ait

Nf(a)=f(2).f(a?). f(a®)... f(a2~).
Il suit immédiatement de la définition :

1°. Que les nombres conjugués ont tous la méme norme
NS ()= Nf(a);

2°. Que la norme du produit de deux ou de plusieurs nombres
complexes est égale au produit des normes des facteurs

N{f(e).p(a)] = Nf(a).No ().
La norme du nombre complexe

(2)=a+a,a+a,a®+...+a, at—?
1—2

est une fonction homogéne du degré X —1 des A —1 nombres in-
déterminés a, a,, a,,..., ay_,. Donc la théorie des nombres com-
plexes est, au fond, la méme que la’ théorie de ces formes, et, pour
cette raison, elle donne lieu 4 des questions semblables a celles qu'on
connait de la théorie des formes quadratiques. Le développement ef-
fectif de la norme comme forme du degré A — 1 étant trés-pénible,
nous pourrons nous en dispenser en la représentant toujours comme
produit de facteurs conjugués; d’ailleurs la discussion de ces formes
nous parait moins simple que celle des nombres compleses eux-
mémes, qui en sont les facteurs, les éléments, pour ainsi dire, et
dont I'analogie avec les nombres entiers est frappante, comme on
le verra dans la suite.

L’addition et la soustraction des nombres complexes n’offrent au-
cune difficulté, car les deux nombres complexes

f@)y=a+aa+a,a®+...4a,_ o>
et
() =b+ba+bya®+...+ b, ai—2

donnent immédiatement la somme et la différence

Sfa)yxo(@)=axb+ (a,xb)a+ (ayxby)a®+...
-+ (a).—a:-t- b‘\_a) a“‘.
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Le résultat de la multiplication des nombres f(«) et ¢ (&) sera tou-
jours un nombre ¢ () de la forme
p(a)=cH+cat+c,a®+...+¢,_ &,

3

qui, au moyen de I'équation

i+t a4+ ...+ a~t=o,
se réduira a

Y(a)=c—c¢,_,+(ci—c¢,_Jo+(ca—c,_)a*+ ...
+(c)_,)_—c}__l)a1—2,
et 'on aura
¢ == ab+al_2b,+ al_3b2+...+a2bl_2,
ci=ab+ab,+a, ,b,+...+ a; br_a,
Cor= ayb+a b+ ab,+ ...+ abh,_,,

c,_,=a, ,by+a_3b,+...+ab, ,
[’addition de ces équations donne

c+eC+Cit+. ),
=(a+a, +ay+...+a,_,)(b+b +b,+...+ b,_,),

et la somme des coefficients du produit ¢ (o) dans sa forme réduite,
étant égale a

CHcCy+ .4, | —Ac,_,

1
on en conclut ce théoréme :

La somme des coefficients du produit de deux nombres complexes
est congrue au produit des sommes des coefficients des facteurs pour
le module ).

Il est clair que ce théoréme subsiste également pour un nombre
quelconque de facteurs. En appliquant aux facteurs conjugués dont
se compose la norme du nombre

Sl@)=a+aa+a,® +...+a, &%,

pour lesquels les sommes des coefficients sont toutes égales, on aura

Nf(a)=(a+a,+as+...4+a,_ )Y (mod. 2
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On en conclut :

Pour que la norme d’un nombre complexe soit divisible par X, il
Jaut et il suffit que la somme des coefficients de ce nombre soit divisible
par k.

Mais si cette somme n’est pas divisible par A, on a, en vertu du
théoréme de Fermat,

(a+a +a,+..+a P 1=1 (mod.)),

et, par conséquent,
Nf(e)=1 (mod. ).

Il suit de la cet autre théoréme :

La norme de tout nombre complexe dont la somme des coefficients .
r'est pas divisible par 3, est de la forme linéaire m) + 1.

La division des nombres complexes se réduit immédiatement au
cas ou le diviseur est un nombre entier non complexe. En effet, ¢ («)
étant le dividende et f(«) le diviseur, on les multipliera tous les deux
par f(a?). f(@®)... f(a*—1) et Von aura le diviseur N f(a), qui sera
entier. Pour que ¢ () soit divisible par f(«), il fant que le quotient
soit égal A un nombre entier complexe ¢ (a). L’équation

U= 4 (a)

donne

a)flat )., flat—t
() S )J;(f(,a) £ )=cp(a),

d’ou I'on conclut que, dans le produit
9 (). f@). f(a*)... f(&2),
développé et réduit 2 la forme

C+catcal+...+c_,ai—2,

tous les coefficients ¢, c,, c,,..., c,_, doivent étre divisibles pa

N f(a). et cette condition étant remplie, on aura effectivement ¢ ( -
divisible par f(a).
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§ II.
Théorie des unites complexes.

Les nombres complexes dont la norme est égale & l'unité sont
appelés unités complexes. Ces unités, toujours infinies en nombre,
excepté le seul cas de A = 3, jouent un role principal dans toutes les
questions sur les nombres complexes, et c’est pour cette raison que
la discussion des unités doit étre mise a la téte de cette théorie.

D’abord, il est visible que

=1, *a, xd,. bl 2l

—_ vy

satisfont a la définition des unités; nous les appellerons des unites
simples. De plus, il est aisé de voir que le nombre complexe

J—a"

Ve + a4+ o =

3
T— a

r désignant un nombre entier quelconque, non divisible par 1, a pour
norme la fraction

([—-— a')(l—a.")(l_a:r). .. [l_a(l——l)r]
(1—a)(1—a?) (1—a)... (1—a’ ™)

1 —

. ’ e s " a” . .,

qui se réduit a 'unité. Donc - sera aussi une unité complexe, et,
— &

puisqu'une puissance entiére quelconque et le produit de plusieurs

unités sont toujours une unité, il est clair que

+ gt ‘l—-a')”‘ 1—a*\" ([—a' P-"
I—a I—a Yi—a
sera une unité pour toutes les valeurs entiéres des exposants m, 7,
p, etc. On a ainsi, en général, une infinité d’unités différentes. Mais
ce qui constitue dans cette théorie la question la plus importante

et en méme temps la plus délicate, c’est la représentation de toutes
les unités sous la forme la plus simple.
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Nous allons aborder cette question par la démonstration du théo-
reme :

Chaque unité complexe, divisée par sa réciproque, donne pow
quotient une unité simple.

Cest-a-dire E («) étant une unité quelconque, on a toujours

= =+ of,

D’abord il est visible que ce quotient est un entier complexe. Nous
pourrons donc poser

E -
]E(+j,))—=go(ac):a+a,a+a2a’+..,+al_lw-x,

et nous aurons
gla)e(a!)=1.
En effectuant la multiplication, on trouve
pla)p(e' )= A+ A, @+ Ao+ ... + A, orr,
A=a’+al+al+..+a

A—1?
Ay=aa,+a,a,+a,a, + ... + a,_

1 &
A, = aa2+a,a,+a,a‘+...+a)_,a,,
A, =aa,  +a,a-+ ay+...+a,_a, .,
et, en prenant la somme de ces coefficients,
A~+—A.+A2+...+A1_,=(a+a,+a2+...+a)___l)2

De I'équation

plaje(a")=A+A e+ A0’ +...+ A, ai—t =,

il suit aussi

A=A, =A=...=A,_, o A=A, +,
et de Ja

I+AA, =(a4a,+ay~+...+ a, )?

4 —I
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o

tr=a+a,+d,+..+a,_, (mod )
at, puisque le nombre complexe ¢ (o) ne change pas de valeur quand
on augmente ou diminue tous ses coefficients d'une méme quantite .

il est évident qu’on peut prendre

a+a,+a,+...+a,_ ==*xI,

1

et de la on a

A,=o0, Ay,=o0, A;=o0,..., A,_ =0,
A=a*+al+al+...+aj_ =
Mais la somme des carrés des nombres entiers a, a,, ¢,,.... a; _ e

ourra jamais étre égale a 'unité, & moins qu'un quelconque d’entre
) q q

eux ue soit égal 4 I'unité et tous les autres éganx a zéro. On a don
effectivement

E{a) k

—_—le == @ = =+ o".

E (a—l\( (f (d) %

On conclut facilement de ce théoreme, que toutes les unites com-
plexes peuvent étre décomposées en deux facteurs, dont l'un sot
une unité simple a*, et 'autre une fonction des périodes a deux
termes o + o', a? + o2, o 4 a~®, etc., de sorte qu'on a toujours
E{a)=a[c+c (a4 o)+ (o + o) + .+ o o = P
ou nous avons fait, pour abréger,

h—1

> !
Ainsi, pour le cas de ) = 3,ona
E(a)=a"[c+c e+ 2]
et, en réduisant au moyen de I'équation 1 + =z + 2? = o.
E(a)y=a"{c — ¢,
d’ou
e

Tome XVI. — Octosre 1851,
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donc, dans ce cas, il n'y a pas d’autres unités que

1, *xa xad

Pour lecasde A = 5, on a
E(a)=dt[e+ ¢, (a+ a*) + ¢, (a?+ a?)],
et, en rédnisant et mettant pour abréger ¢ — ¢, = ¢, ¢, — Cq= u,
E(a) =a*|t+ (a + o*)u],

et de fa
E(a)E(a*) = a*?{t? — tu — u?).

On en conclut que la forme quadratique 22 — tu — u? doit étre égale
a l'unité, et connaissant la solution générale de I'équation

t*—tu —ut=r1,

on en tire toutes les valeurs des unités complexes pour le cas de
A =5, lesquelles peuvent étre représentées sous la forme simple

E(a) = *x a*(a + a*)™,

m étant un entier quelconque positif ou négatif.

I.’exemple donné pour X = 5 suffit pour faire voir ce qu'il faut cher-
cher pour une valeur quelconque du nombre premier . Mais, en allant
plus loin, on est bientot arrété par de grandes difficultés quon ne
pourra guére surmonter qua P'aide de principes nouveaux. Ces prin-
cipes, dont nous ferons usage dans la théorie des unités complexes,
sont dus & M. Lejeune-Dirichlet qui les a signalés dans une Note
insérée dans les Comptes rendus de U Académie de Berlin du 30 mars
de année 1846. Nous reproduirons aussi plusieurs des beaux résul-
tats trouvés par M. Kronecker, et publiés en 1845 dans un Mémoire

sur les unités complexes.
2—3

Prenons un systéme de unités complexes

ey(a)y, €(a), c(@),..., co_i(a),
ou
A—1
o= —)
* 2
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qui soient toutes dégagées du facteur = a*, en sorte qu’elles ne con-
tiennent que les périodes a deux termes o + a~', o + a2, etc. Ces
unités seront évidemment des quantités réelles que nous prendrons
toujours comme positives. Cela posé, nous en composons la forme

e (@)™ ea (@)™ eg (@)™ Cum () "%

ou les exposants m, , my, m,, etc., sont entiers.

Si cette forme a la propriété que, pour des valeurs différentes des
exposants entiers 7, , m,, m,, etc., elle ne donne que des unités réel-
lement différentes, ou, ce qui est au fond la méme chose, qu’elle ne
donne jamais I'unité ordinaire 1 tant que ces exposanis ne sont pas
tous égaux i zéro, le systéme des unités

c (@), cy(a)y s (@)yemny Cu—mr @),

selon M. Dirichlet, est appelé un systéme indépendant.

La condition du systéme indépendant que nous venons d’énoncer
revient a ce que le déterminant D des quantités logarithmiques

le (@), les(a),  des(@hey  le,—i(a).
le, (o), le, (a¥), e, (a)yy  deu la?),

lc‘ (a'l’)’ lC, (a71)9 lcs (ay’)’.“’ IC/A—l \0.7])’

Fey (“1#—2)’ le, (a"’ha), e, (a""_a),..., be, s (af"u_a).

ne soit pas égal a zéro. (La lettre -y désigne ici, comme dans les for-

mules suivantes, une racine primitive de la congruence ’—'=1 (mod. ).

. ) A—
et I'on fait toujours p = - ').

Pour le prouver, posons

C, (a)ml Cy (a)m’... c;:.-—! (a)m/"l = C, (‘a)”. Cq (a)"" i Coum ia\‘"uA .

4o..
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en divisant par le second membre de cette équation, et faisant

m,—n,=2x, mM—n,=X,...,
on aurait

c, (a)x' C, (a)xz... c“_.(a)x"—‘ =1,

. 2 p—1 - .
et, en changeant la racine « en o, &?,..., a? , on aurait de méme
x, z
e, () e, (7)™ .. Cpmr (o?)Bu—1 = i,
2\, na nTr
e, (@)™ e, (o) " () =1,
p—1\ &y @—=1\T2 p—1\T _
c, (a" ) .c,(a" ) ...c,,_,(a" ) =,
et, en prenant les logarithmes,
x ey (@) +xylea (@) +... + xpilcumy (@) = o,
x, e, (o) + ol a?) + ..+ Xy, (o) = o,
o1 p—1 =1
x, le, (a’ ) + x,l e, (a7 )+...+x,1—.l0p.—:(¢7 ) = 0.
En ajoutant ces équations et observant qu’on a
" 2 =1
c,,(a).c,,(a’) .c,,(a") o ck(oﬂ ) =1,
et de la
p—1
Ly (a) + lc,,(a") + lck(a"z) + ...+ lc,,(a7 ) = o,
on obtient le résultat identique
o= 0.

On voit par 12 qu’une de ces p. équations, par exemple la derniere,
peut étre rejetée comme déja contenue dans les autres; on n’aura
donc que p — 1 équations différentes 4 un méme nombre d’inconnues
Xyy Xay...y Xp—y. On sait que, si le déterminant de ce systéme n’est
pas égal a zéro, on n’a que la seule solution

Xy =0, XIy=0,..., Xy—1=0,
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ce qui donne
M=, My=Ngy.., Mu—y = Nu_1;

mais on sait aussi que le systeme a une infinité de solutions différentes
si le déterminant est égal 4 zéro. Donc le systeme des unités

Cl (a)» C‘z (a) 942 c/,z—l‘(a)
sera un systéme indépendant si le déterminant D n’est pas égal 4 zéro.

et il ne sera jamais un systéme indépendant si D = o.

Cest un point principal de la théorie générale des unités com-
plexes de prouver qu’il est effectivement des systémes indépendants

de 2 — 1 unités. Pour ce but, nous proposons le systeme de p — 1
unités conjuguées

c(a), c(oﬂ), (:(ayz),..., C(a"#_“),

dans lequel ¢ («) signiﬁe I'unité spéciale

cla)= \/(I—a"/) (1-——0:_'/) . _’_a—-?_(l—a'/)'

(I—a)(l———a—') 1—a

D’apres le systéme exposé ci-dessus, ce systeme sera indépendant si
le déterminant D des quantités

te(@),  te(@),  velar),., 1e(7),
lc(aV), ]c(a"’), lc(a"f),..., Ic(a””—l),

lc(a”’ﬂ‘z), lc(a7”-'), lc(a"’#),..., lc(a""u'_/'),

nest pas égal a zéro. Nous tirerons ce déterminant de la résolution
effective du systeme des équations linéaires

ehe(a) + xde (@) + .o+ zusle(a™) =,

xlc (a") +x,lc (a’z)f—i- oo Xpale (a7#_]) =A,,

xle (a"#‘_g) +ax,lc (a" ) F ..+ xuale (a’F_l') = A, s
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En les ajoutant et faisant

A+A+. . +A, ,=—A,,
au moyen de I’équation

le(@)+1e (a‘i) —+-lc(oz7=) 4+ lc(a"'unl) = o,

on en déduit encore I'équation snivante qu’on peut regarder comme
complémentaire ,

xlec (a"‘u—l) +xdle(a)y+...+ x,.lc (a""‘—a) = Auy-

En maultipliant ces équations par 1, 5%, B*4,..., B2{r=—1)* respective-
ment, f3 étant une racine primitive de I'équation

ﬁl—l =1,

et ajoutant, on reconnait facilement que le premier membre de cette
somme se décompose en deux facteurs, et il en résulte

x + _2".2‘,—1- —nkxﬂ_*_”‘_’_ ~2{m—2) k oo —a
Il

x[1e(@)+prre(ar) « gere(ar) + . a gria—vine (o)
=A A+ BUA A L BreRA,

de la, en posant, pour abréger,
le(a) + B**le (a7) + B**lc (a"’) + ...
+ pro—tye (a77) = L(gh

et
A+ A+ BYA 4. BN = ¢ (B,

on a
—ak —k —a(u—2)k _ (B
x4+ 7, + x4 2 Tp—1= gy

et de 1, en multipliant par B2 — £-**, prenant
k=1, 2, 3,..., p—1,

et ajoutant, on trouve la solution compléte du systeme proposé des
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équations linéaires

(B — )9 (F) | (BB 48

HER= [ L) If(pfs
g'z(‘u.—l)’l_ﬁ—'_’(p.——l)]_lJ gh’;}.—l)]'
" L[p ]

On en conclut que le dénominateur commun de toules les inconnues
X, Xy,..., T, o est donné par le produit

L(B%).L(BY)... L(f2—),
lequel, dégagé du facteur étranger p, donne le déterminant cherché

D= Ii.,(,p’)-L(@‘)~L(f‘)- LL{ge—?)

Ainsi la démonstration de l'indépendance du systéme propousé des

unités conjuguées
;L——ﬁ
c(a), c(a”),..., c(a"’ )

est réduite 4 prouver que expression
L(fY=1c(a)+ g**1 c(a”) + B**le (a"’) +t ﬁﬁ(»—ﬂlc(a"‘u—l)

n’est égale a zéro pour aucune des valeurs

k=1, 2, 3,..., p—1.

Pour cela, nous renvoyons le lecteur au célebre Mémoire de M. Le-
jeune-Dirichlet, inséré dans les Actes de ’Académie de Berlin de
Pannée 1837, dans lequel il a démontré le premier que tonte série
arithmétique dont le premier membre et la différence sont sans fac-
teur commun , contient une infinité de nombres premiers [*]. La mé-
thode ingénieuse de ce grand géométre repose de méme sur cette
proposition dont il a donné une démonstration rigoureuse a I'endroit
cité. T1 est donc prouvé que le systeme des 1 — 1 unités conjuguées

c(a), c(a”), c(a'f),..., c(a”"—’)

[*] Une traduction francaise de ce Mémoire, par M. Terquem, a paru au tome IV
du présent Journal. {J. LiouviLLE. )
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est un systeme indépendant, et, par conséquent, toutes les propriétés
générales des systémes indépendants que nous allons expliquer, con-
viendront toujours a ce systéme remarquable.

Revenons au systéme général des . — 1 unités
¢y (a), C{a)y € (oz),..., Cp—i (OC),

et supposons toujours qu’il soit indépendant, cest-a-dire que le dé-
terminant D des logarithmes de ces unités et de leurs conjuguées ne
soit pas égal a zéro. Alors nous savons que toutes les unités conte-
nues dans la forme

ey (=)

sont diftérentes entre elles; mais, en général, pour toutes les valeurs

", n,

h;
)

.6 (a)

)nl,,_.

(@) i cus (@

entieres positives et négatives des nombres m,, m,,..., m,_,, cette forme,
multipliée par I'unité simple = o* ne contient pas toutes les unités
possibles. Pour remédier 4 ce défaut, nous ferons abstraction de la
restriction que les exposants doivent étre des nombres entiers, et nous
essayerons 'exprimer toutes les unités, dégagées des unités simples
= o, par la forme
. £ &L . XLy
Ea) =c(a) .cx(a) . cy(a) ...cpi(a) ,
dans laquelle o, x,, x,,..., x,_, désignent des quantités nume-
riques quelconques. En prenant les logarithmes des denx membres de

w— 1

o2 .
I'équation proposée et changeant o en 2%, o’ ,..., @’ , on obtient ce

systeme d’équations linéaires
e (o) +axaley(a) + . +x,_lc,_ (a) =1E{a),

x, le, (a") + a,le, (af’) At T le, (a") =1E (a"),

- u.—l‘)

x e, (_a"F—I) +x,le, (ar"u’—ll) +. A aple,_, (oﬂ’u_l) =1 E(a" !,

dont I'uue, par exemple la derniére, peut étre rejetée parce quelle
est déja contenue dans les autres. La résolution de ces équations
linéaires. dont le déterminant par Phypothése nest pas égal a zéro.
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donne toujours des valeurs finies et déterminées des inconnues x,,
Z3,..., &,y qui sont indépendantes de la racine «, parce que ce sys-

s N 2
téme reste le méme quand on y change « en &', &’ , etc. Donc :
Toutes les unités complexes sans exception peuvent étre representees
comme produits des puissances de p. — 1 unités indépendantes, jointes

aux unités simples *+ o', en admettant des exposants numériques
quelconques de ces puissances.

. §i, dans Pexpression

LI

z Ty T,
E(@)=rc,(a) .c;(a) .cs(a) ...cumi(a) "
on sépare les plus grands entiers contenus dans les exposants, et
qu’on pose

Xy =m0y, Ty=My4 sy Ty =My + Fucrs

ou &y, dy,..., d,—: sont renfermés entre les limites o et 1, on a

m; Ny —1 , 3.

m . , Sue—
E(a)=c¢,(a) '.cy(a) ...cu—i(x) cey(z) ey {e) e cumr (@) .
. 8, b Bumt .
Le second facteur ¢, (). € (&) ... cus (@) ", que nous désignons,
pour abréger, par F(a), doit étre une unité entiére complexe aussi
bien que E (a). Soit donc

v—1I

. — S et
Fla)=a(a-+ a“‘)—&—(l‘(a’—ka ")+...+n_u_.(f/.’ +a ! )
et de li
— p? —_
F(a" :a(af’+a ’) +n,(r/.’ + o ’) + o g+ a7,

o o2 —w? ot e " .
F(a/)—_-a(a’ + o 7)+a‘(a’+a ’)+...+a,,_1(a’+a 7).

" u—1 v~1 _— _’“L—"[ w2 - .
F (917 ):a(rﬂ + 2 )+a.(cx—|—a“)+...+alu_,(o§’ +a 7

En résolvant ce systeme d’équations par rapport aux coefficients a,

Tome XVE. — Ocrosrs 1851 5o
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flyy @ay..ey @y—;, ON trouve facilement

—la=(a—a—a")F(a)+ (a—a’—a ") F(a?) + ...
-+ (2 S - a—"‘u_l) F (a"ﬁ_'),
—}a,= (2—0&" — a—")F(a) ~+ (2 — a"z—-a_v’) F(a"’) + ...

+(2—a—a*)F (a”w—l),

........

Les quantités 2 — a — o™, 2 — a’ — &~ 7, etc., sont toutes positives
et contenues entre les limites o et 4, car on a

L 2k
o -+ o -——QCOST

et

2—a—at= (2sinf—z)2-
- X

En considérant que les exposants ¢,, d,..., d,—, sont renfermés entre les
limites o et 1, on voit aussi que, pour chaque systéme donné d’unités

indépendantes, les quantités F (a), F (a") » etc., ne peuvent surpasser
certaines limites qu’on peut fixer en chaque cas particulier. 11 suit de
la que les coefficients a, a,, a,,..., a.—, sont tous négatifs et qu’ils
sont contenus entre des limites fixes; et, en considérant encore que
ces coefficients sont des nombres entiers, on conclut qu’il n’y a qu’un
nombre fini et limité de valeurs convenables de ces coefficients, et,
par conséquent, qu’il 0’y a qu’un nombre fini d’unités, telles que
F(a).
Le résultat trouvé peut étre énoncé comme il suit :

e}, €3(@),. .5 Cux (@) €tant p. — 1 unités indépendantes et m, ,
My, My,y..., My Lous les nombres entiers positifs et négatifs, il y a tou-
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jours un nombre fini d’'unités qui, multiplices par les unités contenues
dans la forme

+atfc, (0)" . ea(@) - er Cuma (@) 7,

produisent toutes les unités possibles.

Revenons a présent a la forme
E(e) = c (&) s (@) . ey (@)™ oo Cpmi (0) ¥

et supposons que les exposants &, Xa,..., Ly soient détermineés de
maniére A rendre E(x) une unité entiere complexe. Elevons a4 une

puissance enti¢re indéterminée n, et séparons les plus grands entiers
de

nr,=m, + 0, nXy= g+ Oay..c, MLy == Mu_1=+ Cu1,

de maniére que &, d4,..., du—; soient tous enire les limites o et 1
nous aurons ainsi

i 1 "l 82 6‘.’,—!
E(a)n =c, (o:)m . Cy (a)m . Cp—i (ac)ml“’l ., (a)d cea{2) e (2) T

“laintenant, en donnant 4 I'exposant r les valeurs 1, 3, 3, 4,..., et ainsi
de suite, les nombres entiers m,, my,..., m,_, et les fractions &, ¢5,...,
8.~ changeront de valeur. Mais, parce qu’il est démontré que la
forme

; 8, s G
c (@) .ex(a) i i () 4T,

?,, 04,..., du—: étant toujours entre o et 1, ne peut contenir qu’un
nombre fini d’unités différentes, il s’ensuit que ce second facteur se
reproduira nécessairement et qu’il restera le méme pour une certaine
suite de valeurs de I'exposant n. Soient n et n’ deux exposants aux-
quels appartient le méme second facteur, et soient ', my,...,

4, =t
dles exposants entiers dans 'expression de E (2)”, on aura

. " n n, om, m, ) P
Lia, =c¢(a) .coia ...c,a(a)” edle) Ley(a e i) T,

+ r ' N
m m, m ) K

- n K -
[*,1‘7:) =c,'a) .(',‘_,(rj.) et oo .(',i\’./,,\’...(-"u_l(a)‘
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et, en divisant,

!

n—n' (a)m,‘—l'—m‘u._,

E(a) =c.(a)m‘—m'.c,(a)m"—m’...c,‘_.

.

Nous en concluons le théoréme suivant :

Il y a toujours une certaine puissance entiére de toute unité com-
plexe telle, que cette puissance de Uunité complexe puisse étre ex-

primée par le produit de puissances entiéres d’un systéme donné de
i — I unités indépendantes.

Le méme résultat peut aussi s’énoncer comme il suit :
La forme

:tac’z

.r, Ly .2'3 . -Z‘I‘_l
co(a) . ea(a) e (@) ... cpmi()
ne contient des unités entiéres complexes que pour des valeurs ration-
nelles des exposants x,, Lyyeeey Xp—r dont les dénominateurs ne sur-

passent pas une certaine limite fixe, mais pour de telles valeurs elle
représente toutes les unités possibles.

Ainsi, par exemple, le systéme des unités

c@), c(a), ()., (),

c(a) = \/—h——(l—“y) ),
(I—a)(l—a"')
que nous avons démontré étre indépendant, suffit pour représenter
toutes les unités complexes. Mais, comme cette représentation a I'in-
convénient quelle exige, en général, des puissances fractionnaires
- ou des radicaux, et qu'elle ne donne des unités rationnelles et en-
tieres que pour des systéemes de valeurs de ces exposants fractionnaires
qu’on ne saurait assigner a priori, nous aHons en déduire un autre

systéeme d'unités indépendantes tel, que le produit de ses puissances
enticres contienne toutes les unités possibles.

ou

Prenons un systeme de u—1 unités indépendantes

e(a), e(a), &(a).., €u—1 (@).



PURES ET APPLIQUEES. 3gr

D’aprés le théoréme que rious venons de démontrer, certaines puis-
sances entieres de ces unités pourront étre exprimées comme puis-
sances entiéres des unités

2 1
c(a), c(oc"), c(a” ),..., c (a"' );
nous pouvons donc poser
r r!
n ri ? p—2) #-=1
g(a) =c(a) '.c(a") ...c(oc7 ) ,

2

€2 (oc)"' =c (a)r: .c (a"')r: . C (a"ﬁ—n) F_',

4
n,_ ris—1 ( .7)":-_' ( 7#——?)',U,~|
gu—i (@) FT=c(a) ' .c\2 cocl\e ,

les exposants 72,, ngyecey Mu—s étant des nombres entiers qui ne surpas-
sent pas des limites finies et déterminées, et les exposants ri, ry, etc.,
étant également des nombres entiers. En prenant les logarithmes de
ces équations, on a '

nde (o) =rile(a) +rile (057) Fe Tl c(a"'rz),

p—2

nyle,(a)=rilc(a) + rglc(a") A Py lc(a”" ),

Ay—ilepm(@)=ri""le(e) +rg7'l c(a") +..rhale (aw”?).

Désignons par la lettre A le déterminant des quantités
le (a), le, (a),..., le,—, (@)

1e, (a"), le, (a”),..., | I (a"),
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Soit de méme D le déterminant des quantités
1¢(a), lc(a"),..., le (a”’l_z),

le (o:"), le (a"’),,,, , le (a"F—‘),

L T T T

le (a”ﬂﬁﬂ), le (oﬂﬁ‘l),..., le (a""—/!'),

et R le déterminant du systeme des nombres

N 1 1
rt, ri,.., T
2 2 2
ry, Fayecny F—1s
—1 a—1 p—1
AT L~ S

En examinant les expressions des quantités l¢, (a), le,(a), etc., et

2
celles qu'on en tire par le changement de la racine a en a7, o7, etc.,
on reconnait facilement quc le déterminant A se compose des deux
déterminants D et R; en effet, on a

R.D
n . Rye..n

A=

p—1
\ . h .

En excluant tous les systémes de valeurs des entiers r, s qui donne-
raient

R=o,
et, par conséquent aussi,

A = o,
la plus petite valeur de R, qui est un nombre entier, sera

R=—1.

De plus, nous savons que le déterminant D a une valeur finie et dé-
terminée différente de zéro, et que les nombres z,, Ryyery Ry,
he surpassent pas une limite fixe; nous en concluons qu’il y aura
toujours une valeur minimum finie et déterminée de A, c’est-i-dire
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que, parmi les systemes en nombres infinis de p. — 1 unités indépen-
dantes, il n’y en aura jamais aucun dont le déterminant A soit infé-
rieur a4 une certaine limite finie.

Nous appelons systéme fondamental tout systeme indépendant de
g —1 unités pour lequel le déterminant A a cette valeur du ménimum
dont nous venons de prouver l'existence. Supposons aussi que les
unités

g (@), &(a)ys Euer(@)

représentent un tel systéme fondamental dont le déterminant A ait la

valeur la moindre possible. Cela posé, nous allons démontrer que la
forme

m, m, m,_,

)" () e ()™

pour des valeurs entiéres des exposants my, My, Myy..., Mu—y, donne
toutes les unités sans exception. En effet, imaginons qu’il y ait une
unité non comprise dans cette forme, nous savons qu'elle pourrait
toujours étre représentée par la forme

h )
*+a ¢ (a)m L& (o

Ty

+ o g (@) . () e (@) -t (a)x""',

pour des valeurs fractionnaires de ax,, x;,..., Xp—y3 séparant donc

les plus grands entiers contenus daus ces exposants, et faisant comme
ci-dessus,

x,=m+ &, Xy=my+ Oa., Lu_y= My, + .

ou m,, My,..., M,_ sont entiers et &,, d4,..., du_, contenus entre o
et 1, cette unité complexe prendrait la forme .

+ o e () . (@) e (@) * g (a)a' & (@)

et de la il suivrait que

, n
()

e (@) s (@) tas (@) = E(a1)

serait encore une unité entiere complexe. Les quantités &, d,,...,
d.—: qui sont moindres que 'unité ne pourraient pas toutes étre égales
4 zéro; supposons donc que ¢, soit différent de zéro et prenons le
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nouveau systéme de ;o — 1 unités

E(a), &(a), (@), &u—i(a).

Le déterminant des logarithmes de ce systéme, que nous désignerons
par &',

lE (a), ley(ar), ley (a),..., le, o (a),

1E (a"), le, (a”), le, (a"),..., leo, (a7),

IE (a'}'"‘a)’ le (a'y-’"_"), le (a-,#—?)" S (057#_2),

se réduit immédiatenent au déterminant A; car, au moyen de I'équa-
tion
LE(a) = d e, (a) + daley (@) +.ooa Pury Leuy (@),

2 ,u——l
et de celles qu'on en déduit en changeant o en oY, &’ ,..., &', on

trouve
A=, A.

Mais, d, étant moindre que 1 et différent de zéro, on en conclut qu’il
y aurait un systéme de g — 1 unités indépendantes a4 qui appartien-
drait un déterminant A’ inoindre que A, ¢’est-a-dire moindre que le
plus petit de tous, ce qui serait absurde. Nous avons donc ce théo-
réme important :

11 existe toujours des systémes de @ — 1 unités fondamentales
telles, quien les élevant a des puissances entiéres, multipliant et joi-
gnant le facteur = o*, on produit toutes les unités possibles, et qicen
prenant des combinaisons différentes des exposants on ne produira

que des unités vraiment différentes.

Le calcul effectif de systemes d’unités fondamentales étant toujours
trés-pénible, nous ne nous arréterons pas a expliquer les méthodes
propres a ce but; mais nous terminerons cet abrégé des propriétés
principales des unités complexes en démontrant qu’il y a toujours
une infinité de systémes différents d’unités fondamentales, et en fai-

sant voir le rapport qui existe entre eux.
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Pour cela, nous prenons les u. — 1 unités
E,(a), Ey(a), Ej(a),..., E,_;(a),
qui s’expriment par les unités fondamentales

g (o), (@), .., (o},
comme il suit :

1 :
s Tu—1

E,(a) =¢, (a)r: cea(2) e gp—r (@)

E,(2t) = ¢, (a)r, N (a)r§ e (a)r;"_',

rf‘l.——l rpe—t p=1

E.i(a) =¢, (a) ce ()t e (a)r"",

\ b . :
ou tous les exposants r, sont entiers. En prenant les logarithmes.
on a

TE (@) =rile () + rileg(a) +. .4 ro e (2),

1E,(a) =r2le (@) + rile (o) + 4 ride o (2),

1E,_; (@) == re—1le, (@) + re—tle (@) +... 4+ rh 7 e (o

Donc, en désignant, comme ci-dessus, par R le déterminant des en-
tiers r!, i, etc., par A le déterminant du systeme des unités tonda-

mentales
5 ((7-)7 g (% )seee E}l—l(a)7

et, de plus, par A, le déterminant analogue des logarithmes au svs-
teme E, (o), E, («), etc., on aura, par la meme raison que Cl-tlessts

A, = RA.

Ainsi. toutes les fois que le déterminant R est égal i Punité. on aur
A, = A,
et, par conséquent, le systeme des unités
E (2), Eg(«)y.... Eo—yiz

Tome YV1. — Ocroerg 185
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sera un systeme fondamental. Ainsi, d’un seul systéme fondamental
on déduira I'infinité de tous les autres sans exception.

En observant que le déterminant R est un nombre entier, on voit
aussi que le quotient qu’on obtient en divisant le déterminant d’un
systeme indépendant quelconque par le déterminant dn systéme fon-
damental est un nombre entier.

§ III.

Des periodes des racines de Uéquation \ + a + a* +...4+ >~ =0
et de leur correspondance avec les racines de congruences ana-
logues.

Apres avoir traité le cas ou la norme d’'un nombre complexe est
égale A Vunité, nous passons 2 la discussion générale des nombres
complexes dont les normes sont des entiers quelconques. Mais pour
aborder la question dans toute la généralité qu’elle exige, nous ne
nous hornerons pas au cas ou les nombres complexes sont composés
des simples racines de ’équation

I+a+ 2% 4. +a'—1 =o,

mais nous admettrons aussi qu'ils contiennent les périodes de ces ra-
cines. Au premier aspect, les nombres complexes composés des pé-
riodes paraissent étre moins généraux que ceux qui contiennent les
simples racines; mais, en considérant que les périodes qui ne consis-
tent qu'en un seul terme sont les simples racines, on voit que la dis-
cussion des nombres complexes composés des périodes embrassera
tous les nombres complexes, teis que nous les avons proposés au com-
mencement.

Nous commengons par exposer les principes du calcul des périodes
dont nous ferons usage dans la suite de ce Mémoire. Soient e et f
deux facteurs du nombre ) — 1, en sorte qu’on ait

A—r1=e.f;

_ soit, comme ci-dessus, y une racine primitive de la congruence

V-'=1 (mod. }).
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Cela posé, les racines imaginaires de I'équation

alzl

pourront étre rangées en e périodes a f termes, comme il suit *

] 2e (f-1)ye
n=a+a7+a7 +...—|—a7 5
o-+1 28+1 (f—1) e+t
n.:—ay—}—a? + a —— ,
2 e~ 2842 (f—1)er.
=o' +d +d ..+ ,
e—1 1e—I Je=t fe—1
7 7 ¥ 7

Ney = & -+ o -+ & e e /4

Ces périodes forment un cycle tel, qu'en continuant la série

Ny Nyy N2y Ne—ry
on aura

Ne=1"Ny Ne+t = N>
et généralement

Vike+h = Ta-

k . .
Le changement de « en o’ ne changera pas Vordre cyclique des
périodes, car au lieu de la suite

Ny Nus Nagyeery  Ye—1s
on aura respectivement

Nky Niv1s  Dhazr-ery Nhey-

La somme de toutes les périodes étant la méme que la somwe
toutes les racines de I'équation

i+~o+a+...+atT=o0
est égale a I'unité négative
L/ /Pl il /P o i/ PRSY R
Le produit de deux périodes est toujours une fonction hinéaire d

toutes les périodes du méme rang. En exécutant la muluplication de-~
51..
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deux périodes » et 7, on trouve
& k A
np=n*f+ mty + mn, + My Ny oo Moy N,_,.
kn changeant les périodes v en »,, », en 7,,, , N2 €N 1,,,, etc., on a
aussi
. £ & &
Nr Nrvk = nkf -+ mknr -1y Ny + My Nreg oo+ My Moy
et, en faisant
k=o0,1, 2,.., e — 1,
on a le systeme d’équations
0= nf+mn+mn, + MyNg +.oot My 0.y,
nn=n'f4+m'n+min +miy,+..+ mt, Ne—iy
(A) nmm=rlf+m?n+min, +min, +...4+md, v,

L T

Mgy =07 f - + My, + mS gy ..+ me y,_,.

Dans ces équations fondamentales pour le calcul des périodes, les
coefficients n* sont toujours égaux i zéro, excepté : 1° pour f pair
et k= o; 2° pour f impair et k = L e; on a pour ces deux cas n*=1.
Les autres coefficients mﬁ sont des nombres entiers, tels que m: sera
égal au nombre des valeurs positives et moindres que f (zéro y com-
pris) de x et y qui satisfont & la conguence

P+ 1=y (mod. )).
- - 7
En regardant les simples racines o, a’, o , etc., dont chaque pé-

riode contient un nombre f, on voit que le produit de deux périodes
en contiendra f2, et de la il est aisé de conclure qu’on aura toujours

n*+mfomt - mf o =/f.

8i, dans la formule qui donne le produit des deux périodes n,, Nrrks
on fait successivement

r=o0, 1, 2,..., € —1.
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et qu’on ajoute, on trouve

A~
°

NN+ Ny Ngar + Nz Mgaa oo Moy Mk

: &
=nfef — m" — mA, — m/; s — Moy,
et de la
N0k —+ N Ngay + Ng Wk oo Moy Ny = n*) — j

Donc, d’aprés la valeur donnée de 7*, cette somme est égale 4 — f.
excepté les cas: 1° f pair et k =o0; 2° f impairet £ = Le, ou cetre
somme est égale a X — f.

En multipliant I'expression donnée du produit de deux périodes
Yry Nrok PAT N,44, prenant ensuite

r=— o0, Iy 24..., € — 1,

ajoutant et réduisant i Paide des formules données ci-dessus, on
trouve

NN =+ 7, Nkt 0 haes -+ Vg Niva Vg + ...+ Nert Nk—y Nh—y
_ "2 3
= — fr+m,,
si f est un nombre pair;
NMORNR + Ny Vit Nhy + N2 Np2 Mpra —+ « - b Ny Mgy Mg,

—— ‘2 A
== e— f -+ )\ ’nh wier
si f est un nombre impair.

Parce que, dans ces formules, les lettres & et & peuvent étre echan-
gées entre elles, on en tire cette propriété remarquable des coefficients
du systeme des équations (A),

& A
my, = mj,
si f est pair;
A ok
. i mh+}e_"llx+§e’
si_f est impair.

Une autre relation du méme genre provient de I'ex pression du pro-
duit n, 7,.4, en y changeant k en e — ket renr + 4, et comparant
avec I'expression primitive, on trouve

ek

k—-
my, = my _,.
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Dans le systéme des équations (A) on peut considérer comme in-
connues les e périodes, et ces équations suffiront toujours pour les
trouver complétement. En effet, I’élimination des périodes

Wiy Mas Maseeey Moy

donnera une équation du degré e a coefficients entiers pour déter-
winer la premiére période y, et puisque, évidemment, toute péricde
peut étre regardée comme premiére, cette équation aura nécessaire-
ment comme racines toutes les e périodes

Ny Ny Naseers  Me—a-
On aura ainsi I’équation
YA+ AT~ A . kA, =0,

dont les racines sont toutes les e périodes et dont les coefficients A, ,
A,,..., A, sont des nombres entiers. De plus, si dans le systeme (A)
on prend la premiére période » comme connue et les autres comme
inconnues , toutes ces équations ne sont que linéaires par rapport aux
INCONNUES 7y, Ny yeeey Ne_y; €t de 12, en résolvant ces équations, apres
avoir rejeté une quelconque d’entre elles comme snperflue, on trou-
vera les périodes n,, n,,..., n._; exprimées rationnellement par la pre-
miére y. Le résultat de la résolution des équations (A) pourra tou-
jours étre réduit a la forme

Dyy=B+B,n+B,n*+ B;n*+... + B,_, n*',

ou B, B,, B,,..., B._, et D sont entiers.

Nous ajoutons encore le théoréme important, que toute fonction
rationnelle et entiere des périodes peut étre représentée comme fonc-
tion linéaire de ces périodes. En effet, au moyen des équations (A)
on a le produit de deux périodes quelconques exprimé comme fonc-
tion linéaire de toutes les périodes; il suit de la qu’en répétant cette
réduction, on parviendra i réduire a la forme linéaire les produits de
plusieurs périodes, et, par conséquent aussi , toute fonction entiére et
rationnelle des périodes. De plus, il est aisé de démontrer qu'une
telle fonction ne peut étre ramenée a la forme

an + a, N+ dgNy =+ ...+ Ay Ngy
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que d’une seule maniére; car, si I'on avait aussi
b+ byny + bany 4+ oo+ by N
égal a la méme fonction rationrelle , il s’ensuivrait
an 4+ a, Ny et Qe Ny = b+ byimy +.. Boy Vo s
et de 1a
(a— b)Y+ (a,— b))+ ...+ (G — be_y i Moy = 0,
en exprimant les périodes par les racines de I’équation
t4+oa+ o+ ...+a*t""=o,

et divisant par «, on aurait une équation 2 coefficients entiers du
degré A—2 dont la racine serait «, ce qu'on sait étre impossible.
Une propriété trés-importante de toutes les équations rationnelles
entre les périodes
N, My Nasecss Ye—ts

c'est de donner toujours des solutions réelles lorsqu’on les envisage
comme congruences pour une certaine classe de modules, en sorie
qu'a chaque période corresponde un certain nombre entier. Cette
correspondance intime entre les périodes comme racines des équations
proposées et les racines des congruences analogues nous servira de
hase pour la recherche des facteurs, et surtout des facteurs premie- .
des nombres complexes; c’est pour cette raison que nous en don-
nerons ici les développements nécessaires.

D’abord nous expliquerons une amplification de la définition des
congruences dont nous ferons usage dans la suite de ce Mémoire, qui
consiste en ce que nous y admettons aussi les périodes

Ny My Nareeer Yey-

Le sens de telles congruences est fixé comme il suit :
Deux fonctions rationnelles et entiéres des periodes & coefficients

entiers sont censées congrues par rapport & un module entier donne
si, dans leur différence réduite & la forme linéaire

an—+a,n, 4 ... + Ge_y Neys

tous les coefficients a, a,, @gy..y @, SONL divisibles par le module.
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Une congruence contenant les périodes &4 f termes équivaut donc
foujours a e congruences pour des nombres entiers, qui sont complé-
tement déterminées parce qu’'une fonction rationnelle et enti¢re des
periodes n’est réductible 4 cette forme linéaire que d’une seule ma-
niere. Selon cette définition, on pourra opérer sur les congruences
qui contiennent les périodes de la méme maniére que sur les con-
gruences ordinaires.

Cela posé, nous partons de la proposition connue que, dans le pro-
duit développé de g facteurs,

2z —1){z—2)..(z—q+1)=2— b, 2+ b,2% — ...+ b,_, =,

ou ¢ est un nombre premier, tous les coefficients b,, b,, b,,..., b,_,
sont divisibles par ¢, excepté le dernier &, , qui donne le reste — 1.
En posant donc

=) — Nk,

nu ) est un nombre entier, et négligeant les termes divisibles par le
module ¢, on aura la congruence

Yy=—m)(r—v—m)(r—2—m) . .(r —qg+1—u,
=(y — ) — (y — ) (mod. q).

Observons aussi que, dans le développement de la puissance du bi-
nome { ¥ — n4)?, ¢ étant un nombre premier, tous les termes sont
divisibles par ¢, excepté le premier et le dernier, d’oi

(y —mf¥=y'—=n! (mod. g\

De wéme, en élevant le polynoéme
At+ze A {f=t) e

k ke -
m=a +a +al  +.. . +al

a la puissance g, et rejetant tous les termes divisibles par ¢, on aura

'3 e & —1) e
L AP T s | S L

44’:—= (mod. g;

et de 1a, en posant g = (mod. }),

6l == 4., (mod. q .
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Enfin on a, en vertu du théoréme de Fermat,

. y'=y (mod. q),
d’ou
(y—we) (=1 —m(r—2=n).(F —q--1—n)
=Yk Nker (mOd CI)

Supposons maintenant que r soit un multiple de e, en sorte quon
ait

g=7" (wmod. 1),
ou, ce qui revient au méme,
g=1 (wmod.});

alors, le second membre de la congruence se réduisant & zéro, on a

(y=m)(r —1—m) (y —2 — )y —g+1—m)=o0 (mod. 4.

En multipliant les e congruences contenues dans celle-ci pour les
valeurs de
k=o0, 1, 2,..., e — 1,

et en désignant, pour abréger, par ¢ () le produit
(r—n) (r—n) iy (F = Ye-tls
on aura cette congruence pour le module g°,
o(rie(r—me(r—2)..9(y—g+n=o (mod ¢~
On en conclut aisément que la congruence
o(r)=o (wod.q}

aura toujours e racines réelles; en observant encore que le produit
désigné par ¢ ( ») est exactement le premier membre de I'équation

r—A g+ A,y —.. A =0,

dont les racines sont les e périodes, on aura ce résultat :

L’équation du degré e, dont les racines sont les périodes a f termes,

prise pour congruence par rapport & un module q. nombre premier, qu
Tome XVI, — Ocroske 1851, 52
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satisfait a la condition
¢=1 (mod.)),
a toujours e racines réelles.
Cela étant, nous établissons ce systeme de congruences parfaitement
analogues au systéme des équations (A):
uu =nf+mu+mu +...+m,_, U, ,

uu.En'f+nz‘u+m}u,+...+m§_,u_,

(B) { vwa=r'f +m*u-+miu, +...+m2 ,u,_, (mod. ¢),

Ul y=n""f 4+ m*™' y + m 4.+ miu,,

ot le module ¢ soit un nombre premier, tel qu'on ait
¢’=1 (med. )).
L’élimination des e — 1 des inconnus

u, uy, Uuzy..., u,.,

donne nécessairement une congruence du degré e qui sera parfaite-

ment conforme i Iéquation dont les e racines sont les périodes,
savoir,

YF=ArT+ Ay — A =0 (mod.yq),

et, puisque cette congruence a toutes ses racines réelles, on en tirera
les valeurs réelles des inconnus

U, U, Uyy..., Uey-

Ainsi, le systeme des congruences (B) est toujours résoluble par des
nombres entiers réels. Observons aussi que, pour le premier des in-
connus «, on peut choisir une quelconque des racines de cette con-
gruence; mais celle-ci une fois déterminée, on ne pourra plus choisir
arbitrairement la seconde, la troisi¢me et les autres, puisque 'ordre
de ces racines dépend des congruences (B).

La conformité des équations (A) avec les congruences (B) nous
conduit 4 la conclusion, que toutes les réductions et transformations
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des fonctions entiéres des périodes qu'on peut effectuer au moyen des
équations (A), seront absolument les mémes pour les nombres entiers
qu’on obtient en remplacant les périodes

Ny Mis Mageres Ty

par les nombres
U, Uy Upye oy Up g,y

et, puisque toutes les équations rationnelles et enticres entre les pé-
riodes se réduisent i des identités simples, il en sera toujours de méme
des congruences analogues. Nous avons donc le théoreme snivant :

Toute équation qui ne contient que des fonctions rationnelles et
entiéres des périodes donne immédiatement une congruence quand on
oy remplace les périodes par les nombres entiers correspondants qui
satisfont aux congruences (B).

Par exemple, des équations données ci-dessus on tire les con-
gruences

AU+ Uyt oAUy = — 1 (mod. q),
et
Uity + Uy Upy + Uy Uy + ooe + Upoy Upy = — [, (mod. g),

excepté les cas ot f est pair et k= o, ou bien pour f impair et
k = Le, ou cette somme est congrue 4 A — f.

§ Iv.
Des facteurs premiers de la norme d’un nombre complexe quelconque.

Une fonction rationnelle et entiére des périodes a coeflicients en-
tiers, ¢ est-a-dire un nombre complexe contenant les périodes, peut
étre considéré comme fonction d’une seule période, par exemple de
la premiere v, et, pour cette raison, nous la désignerons simplement
par F (n). De méme, le nombre entier qui en résulte si Pon remplace
les périodes

s TYigs Togeees  Yiey

par les racines de congruences analogues

U, Uy Ugyeiy Uo s

52..
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sera désigné par F (u), ou, si Pon prend les périodes
Ny My Ngyeeesy Doy
respectivement correspondantes aux racines des congruences
Upy Upiyy Uppgyeeny  Upy,

le nombre entier correspondant 4 F (n) sera désigné par F (u,).

Pour qu’un nombre complexe F (1), contenant les périodes seules,
soit divisible par un entier non complexe q, il est nécessaire et il
suffit que, dans la forme linéaire de ce nombre

F(U): an +ay N, + Ay Nyt oo Aoy oy

tous les coefficients a, a,, a,,..., a,_, aient le facteur commun q. Mais
cette méthode de trouver les facteurs entiers non complexes des
nombres complexes n’est pas bien applicable au cas d’un nombre
complexe donné comme produit de plusieurs facteurs dont la multi-
plication effective serait trés-pénible Pour ce but, nous ferous usage
de ce théoréme :

Si une fonction entiére rationnelle des périodes a coefficients entiers
est divisible par le facteur premier non complexe q, qui satisfait & la
congruence

¢’=1 (mod. 1),

tous les nombres entiers qivon déduit de ce nombre complexe en rem-
placant les périodes par des racines de congruences analogues, seront
divisibles par q. Réciproquement, si tous ces e nombres entiers sont
divisibles par q, la fonction des périodes dont ils dérivent le sera auss:.

Au moyen des signes adoptés, ce théoréme s'exprime de la maniére
suivante :

Sil'on a

F(n)=o (mod.gq),

ou q satisfait & la congruence

/=1 (mod. ),
il s'ensuit

F(u)=o, F(u,)=o, F(u,)=o,..., F(u.,)=o0 (mod. q);
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et, réciprogueinent, si

F(u)=o, F(u)=o,., F(u_)=o (mod.gq),

=
-
e

il sensuit
F(n)=o0 (mod.gq).

En effet, supposons F (n) réduit 4 la forme linéaire

F(YJ)= an -+ a,n, + Ay + oo = Aoy ey

en changeant le terme initial des périodes, nous aurons en méme
temps
F(‘f).) =an +a Mg+ Qv+ ..o+ Qey 1,
F(ny)=an,+ ang + a0, + ...+ dey 0y

...................

F(Ney) =Yy + @0+ ayny + oo Gy Nes-

La résolution de ces e équations, linéaires par rapport aux coefficients,
donne sans difficulté

ray= (e =) F (0) + (ger — ) F (1) Aot (i =¥ ()
st f est pair, et
ha, o= (m — A F @)+ (pes = VF (00) + ot (i =) F (w020,
si f est impair.

Maintenant, si ’on remplace les périodes par les racines des con-
gruences, on a

Fu)=au,+ a .+ @l g+ Qe Upy (mod. ¢),

et puisque, F (n) étant divisible par ¢, il en sera de méme des coetfi-
cients a, a,, ds..., A._;, on en conclut que le nombre F{u,) sera
divisible par ¢ pour toutes les valeurs

r—o, 1, 2,..., e — I.
De méme, on a

Aay=(u — f)F (u) + (e — f)F () + ...
+ (ts_y — f) F (#e—y) (mod. ),



414 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

si f est pair, et la méme expression est congrue a Aa . sif oest
€
2

impair; donc, si Pon a
F(H)EO, F(uq)EOJ'-'1 F(ue—t>Eo (mOd q)?

on aura aussi
a,=o0 (modyg),
pour toutes les valeurs de
k=o, 1, 2,..,e—r,
et, par conséquent,
F(n)=o0 (mod.q),
ce qu’il fallait démontrer.
La norme d’un nombre complexe F(n) qui ne contient pas les
simples racines o, o, !, etc., mais seulement les périodes a f termes
de ces racines, prise par rapport aux périodes, sera le produit des

e facteurs
F(”)’ F(nl)’ F(Wz)r--r F(ﬂc—l)v

qui est toujours un nombre entier. La norme du méme nombre F (1),
prise par rapport aux diverses valeurs de la racine «, contenue dans
les périodes, sera composée de X — 1= e. f facteurs, dont f 4 f se-
ront égaux ; elle sera donc la f*" puissance de la norme, prise par
rapport aux périodes. Nous ne craignons point d’embarras en dési-
gnant la norme, prise par rapport aux périodes, par la lettre N, de
méme que la norme, prise par rapport aux racines de I'équation

i+ o+al+ ...+ "= o.
Donc, en mettant
NF(n)=F(n).¥F(n,).F(na)...F(n._.),
et en substituant aux périodes les racines des congruences, nous
avons
NF (n)=F (u).F(u,).F(u,)...F({u._,) (mod.q).
Cette congruence donne immédiatement le théoreme suivant :

Si la norme d’un nombre complexe T (v), composé des périodes
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seules, est divisible par q, un des nombres
F(u), F(w), F(u)., Fluc)

sera de méme divisible par q ; et réciproquement, si l'un de ces nombres
est divisible par q, g sera nécessairement facteur de la norme.

Nous allons maintenant discuter les conditions nécessaires pour que
la norme d’un nombre complexe quelconque, composé des racines
de I'équation

a4+ o+ ...+t = o,

ait un facteur premier donné. Quant au nombre ), nous avons trouveé
cette condition dans le § 1" de ce Mémoire, savoir, que la somwme des
coefficients d’'un nombre complexe doit étre divisible par i pour que
la norme ait le facteur }, et réciproquement. Tous les autres nombres
premiers peuvent étre rangés selon les exposants auxquels ils ap-
partiennent pour le module ) (voyez M. Gauss, Disquisitiones arith-
metice, § LII), et cette classification convient parfaitement aux di-
vers diviseurs de la norme dont les caractéres sont intimement liés
aux plus petits exposants de ses puissances qui sont congrues a I'unité

pour le module ). Nous supposons donc, comme ci-dessus, que g
soit un nombre premier tel que

q/=1 (mod.});

mais, désormais, nous ajoutons la condition que g appartienne a I'ex-
posant f, en sorte qu'aucune puissance de ¢ inférieure i la f**" ne
soit congrue a 'unité. La puissance d’une racine primitive y, congrue
i un nombre ¢ qui appartient 2 'exposant f, sera
— €
9= (mod. )\),

ou r n’a aucun facteur commun avec f ; car, si 'on prend

.. =75
Ia condition
g'=1
donne
'y"fE I,

il suit de la
kf=o (mod.}—1),
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et puisque

on a
k=o (mod.e),
ou
k=re
et

g=7" (mod. }).

On voit aussi qu’a cause de la condition que ¢ appartienne a Pexpo-

sant f, le nombre r doit étre premier 4 f; car, si r et J avaient uu
facteur commun 7, on pourrait poser

r=nr' et f=nf",
on aurait ainsi
¢/ =y =y’0-=1 (mod.)),
et la puissance ¢/, inférieure a ¢/, serait congrue a l'unité, ce qui est
contre I’hypothése.
Cela posé, nous élevons le nombre complexe

(@)=a+a,a+a,0*+a,0® ...+ a, o
)—a

4 la puissance ¢. En rejetant tous les termes divisibles par ¢, nous
aurons

()= a? 7 29 (3—2)
f(e)=a +alal+al ot af_ al=29 (mod. ¢).
Donc, en observant que

al=a;, (mod.yq),
on a la congruence

Slay=f(a?) (mod.q),
et, en répétant la méme opération, on a plus généralement

Sf(ay' = f(a") (mod.q).

Mettant & présent
h=o, 1, 2,.., f—1,

et multipliant toutes ces congruences, on a

S (@) orrrr ™ = f(a) f(a9) f(ar).. S{a™)  (mod. q),
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et, en prenant
g=7vy* (mod. ),

et changeant oen ol , cette congruience devient

¥ (017’" ) I+g 44+ qf"Ef(a,/m ) 'f(a,y,,.we) .f(a,vm-'-m) ) ,f(oc?’H (f=1) ,,) .

Prenons maintenant, pour m, e valeurs incongrues par rapport au
module e, et multiplions ces e congruences; nous aurons

[H.f(“txm)]l+q+q,+m+qf_‘5Nf(o:) (mod. ¢),

ou le signe du produit II s'étend 4 toutes les valeurs du nombre
qui sont incongrues par rapport au module e. D’oli, en supposant
N f(a) divisible par ¢,

¢

[Hf(a"'m)]l+Il+qf+m+qf_ =o (mod.q).

En élevant 4 la puissance ¢ — 1, muitipliant par Hf(o:" ) et obser-
vant que, pour tout nombre complexe, I'on a

¢ (2" =9(x) (mod.q),
on obtient enfin

Hf(cz"m) =o (mod.yq),
et de li le théoreme suivant :

Si la norme d’un nombre complexe f!7) est divisible par g (nombre
premier qui appartient a Uexposant f), il fant que le produit de e a ¢

des ). — 1 nombres conjugués représentes par f (7_7 m), pour lesquels m
wait que des valeurs incongrues par rapport aw moule e, soit divisihte
parg.

De ce théoreme il suit aussi, comme corollaire :

Si la norme d’'un nombre complexe f(2) est divisible par un
nombre premier q qui appartient ¢ exposant f, il faut qu’elle cor.-
tienne ce facteur f fois, de maniére qicelle soit toujours divisible
par ¢’.

Cherchons maintenant les conditions qui doivent avoir lieu entre

Tome XVI. — Novesies 1851. 53
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les coefficients du nombre complexe f (a) pour que sa norme soit
divisible par g. On sait que toutes les J racines de I'équation
L+ a2+ o+ ...+ a'—1 = o,

qui sont contenues dans une seule période a4 f termes, sont en méme
temps les racines d’une éqnation du degré J dela forme

af +Pa™ + Pya/2 .. . P,=o,
dont les coefficients P,, P,, etc., sont des fonctions entiéres et ration-

neles des périodes
Ny Yy Togeees Ny

Au moyen de cette équation, on pourra éliminer toutes les puissances
de & supérieures & a/~' de 'expression du nombre complexe

fl@y=a+a,a+a,a®+a,a®+ ... + a, ,ai—2;
donc on aura cette forme

S (@) =g(n) +ap, (1) + a2 g, (0) +... + a9, (n),
ou
¢ (77)7 @y (W)’ Pa (ﬂ)r--, ?f—f(ﬂ)
désignent des nombres entiers complexes contenant les périodes seules.

Cn voit aussi qu'un nombre complexe donné n’aura jamais deux
représentations différentes par cette forme.

Cela posé, nous considérons le produit des e facteurs :

[cf(a) + e, f(a"e) +e f (a"") + i+ Cpy f (oc“’u_r)e)]

. e—1 . 2 e . e—1 . fe—-
;<[cj (oﬂ ) + e f (a"z ') + ¢y f (a"’a ) + iy f (aﬂ ')]
En effectnant la multiplication on voit que tous les termes contien-

- m A .
dront un de ces produits I'If(a7 ) ou m a e valeurs incongrues par
rapport au module ¢; donc, en vertu du théoréme que nous venons
de démontrer, le produit proposé sera divisible par g en méme temps
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que N f (), quelles que soient les quantités
Cy Cyy Coaueny Cry-

Prenons pour f(a) la forme

S(@)=0()+ag (n) +a*g:(n) + ... + ™ g0 (n),
et pour f ((7.7), f(oﬂz), etc., les expressions qu’on déduit de celie-ci
en changeant 2 en a7, a')", etc. Posons de plus

c+ce,+ ey +...+cp =G,

e 7“ (f—~1)e -
aC+ o Ci+a' Cy—+t ..+ o ¢, =G,
9 e gryte 2 (f—1)e
a“'c+a7c,+a7 c2+...—q—az7 ¢y =Gy,
f.——-l f‘-—-l\ e -—I) te .{'___,)7(]—1):
o c+ a( ' c, + a(f Y Cy+t oc(J cra=Cp,.

nous aurons cette transformation du produit proposé,

[Co(n) +Cioi(n)+ Capa(n) +...4 Cry gy (0)]
X [Cg(n) +Cigy () + Coga () +...+ Cri ey ()]

.............................

> [c? (m_.) -+ C, @, (nc—l) + G, P2 (m_.) +...+ Cf—a Droy (-’7(’—1‘)-[#

qui sera divisible par ¢ en méme temps que N f'(a) pour toutes les
valeurs des quantités

Ca CH C27---, Cf—-n
qui sont tout & fait arbitraires aussi bien que

€, Ciy Cayeeey Cpy.

Ce produit étant une norme prise par rapport aux périodes, pour
qu’il soit divisible par ¢ il faut et il suffit qu’on ait

Co () + Cio, (1) + Cypp (12,) ..o+ Cry 9 (=0 (mod. ¢°
53..
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pour quelqu’une des valeurs de
r=o, 1, 2,.,e—1,
et parce que les coefficients
C, G, Cu.., Co,
sont arbitraires, il faut quon ait séparément les J congruences
o(t)=o0, ¢,(%)=o0,..., or,(%)=o0 (mod. g).
On a donc ce théoréme :

Si la norme d’'un nombre complexe J (@) est divisible par un

nombre premier q, qui appartient & 1 ‘exposant f pour le module 1, il
Jaut que les f congruences

9 (4r)=0, ¢,(1)=o, ¢2(8)=0,..., @r,(1,)==0 (mod. q),
qu'on obtient en mettent le nombre S (a) sous la Jjorme

S(@)=g(n)+ap, () + s (n) +...4+ o™ ¢, (n),

et remplagant les e périodes & f termes par les racines de congruences
correspondantes, aient lieu pour une certaine valeur de r. Réciproque-

ment, si ces f congruences ont lieu, la norme de f (&) sera divisible
par q.

On peut aussi déterminer la condition pour que la norme d’un
nombre complexe f'(a) soit divisible par g, en faisant

Sy £ @) f(a) L f (@) = B,

Ce produit étant une fonction symétrique de toutes les racines conte-
nues dans 'une des périodes ne sera qu’une fonction des périodes, a
cause de quoi nous I'avons désigné par F (n). 1l suit de la

Nf(=F(x).F(n,).F(n,)... F(n..,),

et, par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que
N f(«) soit divisible par ¢ revient simplement 4 ce que F (x,) soit
divisible par ¢ pour une certaine valeur de r. Ainsi, la méme con-
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dition pour laquelle nous avons trouvé les f congruences
o(u,)=o0, o (u)=o, etc.,
linéaires par rapport aux coefficients du nombre complexe f'(a), est
exprimée par la seule congruence du degré f,
F(u,)=o0 (mod.q).
Si pour un nombre complexe quelconque
Sla)=¢(n)+ agitn) + s (n) + ... + &/ 9 (),
les f congruences
o (u)=0, o, (,)=0,..., ¢p,(1,)=0 (mod. q)
ont lieu, nous dirons simplement que ce nombre complexe f (a) est
congru a zéro, par rapport au module ¢, pour
N=Upy N = Uy N3 = Upigyerry Moy = Uy,
ou il suffira aussi d’écrire seulement la condition

N =1u,
qui entraine les autres.

Cela posé, il est évident qu'un des facteurs d’un produit de deux
ou de plusieurs nombres complexes étant congrn & zéro pour v, = u,,
il en sera de méme du produit développé; mais le théoréme réci-
proque exige une démonstration particuliére. Soit donc

S(@)-0(a) = x (=),
et, par hypothese,

x(@)=o (mod.q) pour »n=u;

nous prouverons que I'un des deux facteurs f'(a) ou o (a) doit étre
aussi congru a zéro pour v, = «,. En effet, en posant

Flay fla). (@) . ) = F ().
2(a). 9 (). 9 () ..o (@) = 0 (n),

x (). x (a"e) CX (ac"") e X (a"(f—l)e) = X(n),
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aon aura

F(n)®(n)=X(n),

et. puisque par 'hypothése y (o) est congru i zéro pour v = w,, on
aura aussi

X(#,)=o0 (mod.q).

Il suit de la que V'un des nombres F (&,) ou @ (z,) doit de méme étre
congru i zéro, et, en remplacant la congruence

F(u,)=o0 (mod. g¢)

par les / congruences équivalentes, qu'on est convenu d’exprime:
par
J(2)=o0 (mod. g) pour n=u,

on en conclut ce théoréeme :

La condition

J(@)=o0 (mod.gq)

pour vy = u, est toujours la méme pour un nombre complexe, soit qiiil
consiste de facteurs, soit qu'il ait la_forme développée.

De la découle aussi cet autre théoréme, qu'on peut regarder
comme une généralisation du premier théoréme de ce paragraphe,
parce qu’il donne, pour les nombres complexes quelconques f (), la
méme condition que cet autre pour les nombres complexes des pé-
riodes :

Pour qu'un nombre complexe quelconque, représenté comme produit
de plusieurs facteurs, soit divisible parq, il faut et il suffit que, pour
toutes les substitutions

N=1Uyy N=Uyy N = Usyery N = Ugy,
un de ses facteurs soit congru a zéro pour le module q-

Nous terminerons cette discussion des facteurs premiers de la norme
d’un nombre complexe quelconque, en montrant encore une autre
maniere tres-simple et trés-utile d’exprimer les f congruences conte-

nues dans I’énoncé
S (a)=o0 (mod.q) pour »n=u,.
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Pour cela, nous avons besoin d’un nombre complexe contenant les
peériodes seules dont la norme, prise par rapport aux périodes, soit
divisible par g sans étre divisible par ¢*. De tels nombres existent tou-

jours, et & Pordinaire ils s’offrent d’eux-mémes; par exemple, parmi
les simples nombres

U —v, u,—1, Uy —Ny.., ¥, — 7,

dont les normes sont toutes divisibles par ¢, il y en aura presque
toujours plusieurs qui satisferont 4 la condition requise; mais dans
certams cas il se pourrait que les normes de tous ces nombres fussent
aussi divisibles par ¢*. Alors on fera usage du nombre complexe

Y =r—f—wun—wun—uyn, —...—u_,v, .
i‘n remplacant les périodes par les racines des congruences, on
G p

toujours

Y (,)=21 {(mod.q),
a P'exception des deux cas: 1° de f pair et r = 0, ot 'ona

Y (u)=o0;
2° de f impair et r = Le, o 'on a
Y (ue> =o.

3

De la, en appliquant le premier et le second théoréme de ce para-
graphe, on conclut que N ¢ (n) est toujours divisible par ¢, mais quec
le produit

Y(n)=q¢(m) -4 ) $(0).r ¢ (Mey)

w'est pas divisible par ¢. Observons aussi que le produit ¥ (%,) ¥ (,).
fant que r et s ne sont pas égaux, contient toujours tous les facteurs
de la norme N¢ (), et que, par conséquent, il est divisible par g.
Cela étant, développons la norme de ¢ (%) + ¢, en rejetant tous les
termes divisibles par ¢2, ce qui donne

N4 )+ q]
=N¢@)+q[¥(n) + ¥ () +... + ¥ (n)] (mod. ¢
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multipliant encore par ¥ (n) et rejetant les termes divisibles par ¢,
nous aurons

Yn)N[¢(n)+g]=¥0)N¢(n) +q[¥(n)]* (mod.g).

Maintenant, si N¢ () n’est pas divisible par ¢*, mais senlement par ¢,
¢ (#) est un nombre complexe tel qu'on le désire. Mais s’il arrivait
que N ¢ (x) contint le facteur g*, on aurait

Y(n)N[¢(n) +q]=q[¥Y ()] (mod.q*):

on voit que la norme du nombre complexe ¢ (n) + g ne pourrait étre
divisible par ¢*. Ainsi, I'un des deux nombres complexes ¢ () ou
Y (%) + ¢ satisfait toujours & la condition exigée.

Soit donc ¢ (7) un nombre complexe, tel qu’on ait

N¢(n)==o0 (mod.q),
sans que

N¢(n)=o (mod. ¢*);
soit aussi

¢(u)=o (mod.gq),
et posons, pour abréger,

‘4’(”!)-‘4‘(”2)"P(Wa)--~‘\"(ﬂe—4) = ¥ (n),
je dis que les f congruences comprises dans l’énoncé

S (e)=o0 (mod. q)
pour n = u, sont eéquivalentes a la congruence
S (¥ (n.)=o0 (mod. q).
En effet, d’aprés les principes établis dans le § 1II, on conclut de
Pexpression de ¥ (1),
V)= (tty01) - § (Urin)-.. U (0,y) (mod. q);

et puisqu’on a
Y(u)=o0 (mod. ¢),

on voit qu’on aura toujours
¥ (1) =o,

excepté le seul cas = o. Or nous savons que, pour avoir

S ()Y (%er)=o0 (mod.gq),
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il faut et il suffit qu'on ait pour chacune des suppositions
nN=u, n=uy, N=1Uy..., N=1U_,,
ou

f(a)=o0 (mod.g),

ou
Y (fe—r)=o0 (mod. q);

et puisque, pour n = u,, le second facteur, qui devient W(J), nest pas
congru a zéro, il s'ensuit nécessairement

fla)=o

pour v = u,. Réciproquement, si 'on a
Sf(a)=0 (mod.gq)

pour n = «,, le produit f (o) ¥(%,._,) est divisible par ¢, parce que
pour n =u, le premier facteur f(«), et pour toutes les autres substi-
tutions

N==U, N =Uer 0 =U_yy 0="Upyses 0 = Ro_,,

le second facteur W (x,_,) est congru a zéro.

§ V.

Ddfinition et proprietés genérales des facteurs idéauxr d’ur nombe
complexe.

Au moyen des résultats trouvés dans le paragraphe précédent, nous
serons en état d’assigner tous les nombres complexes dont les normes
ont un facteur premier donné; voyons maintenant si, parmi tous
ces nombres complexes, il y en a un ou plusieurs dont les normes
soient égales a ce nombre premier méme. D'abord nous savons que
quand la norme d’un nombre complexe f (z), prise par rapport aux
racines «, est divisible par le nombre premier ¢ qui appartient a I'ex-
posant f, elle ne peut pas étre égale & ¢, 2 moins qu’on n’ait

f=n

c’est-a-dire a moins que ¢, appartenant a I'exposant 1, n’ait la forme
Tome XVI, -- Noveusre 1851. 54



426 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
linéaire
¢ =mki+ 1.

Cela tient 2 ce que toute norme est de la forme linéaire m) + 1 ou a
ce que toute norme divisible par ¢ doit avoir le facteur ¢/, Mais parmi
les nombres complexes contenant les périodes 2 f termes, il pourra
y en avoir dont les normes prises par rapport aux périodes soient
égales au nombre premier ¢. Donc, il se pourra qu'un nombre pre-

mier ¢, appartenant a 'exposant f, soit décomposable en e facteurs
conjugués contenant les périodes & f termes, en sorte qu’on ait

o) -p(n).9(m)...0(n_)=Ng(n) =g,

et en particulier, pour le cas de f=1, il se pourra qu'un nombre
premier p de la forme m) + 1 soit égal a la norme d’un nombre
complexe f'(z), en sorte qu’on ait

fl@)- f (). f (@) f (@) =N f(a) = p.

Mais il s’en faut de beaucoup que chaque nombre premier apparte-
nant & Yexposant f soit décomposable en e facteurs premiers com-
plexes. On distinguera plutdt deux classes de tous les nombres pre-
miers, les uns qui peuvent étre représentés comme normes, ainsi que
nous venons de I'expliquer, les autres qui n’admettent pas une telle
décomposition en facteurs conjugués.

En supposant toujours g premier et appartenant 4 P’exposant I
sans exclure le cas de f =1, nous aurons pour un nombre ¢ de la
premiere classe,

P()-2(1).9 (). ..o (M) = No(n) = q.
Le nombre complexe ¢ (), dont la norme est un nombre premier,

n’admet aucune décomposition ultérieure en deux facteurs, sans que
P'un de ces facteurs soit une unité complexe. En effet, si ’on avait

?(n) = F(a).G(a),
en prenant la norme par rapport aux racines @, on aurait
Ng (1) = ¢/ = NF(a). NG (a),
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et puisque 'une de ces deux normes, par exemple NF () divisible
par g, doit étre divisible par ¢/, on aura nécessairement

NF(a)=4¢q’/, dou NG(a)=1,

ou bien G (a) sera une unité complexe. Pour cette raison, tout nombre
complexe ¢ (n), dont la norme est un nombre premier, sera appelé
nomlire premier complexe. Ainsi, tout nombre premier non complexe ¢
de notre premiére classe se compose de e facteurs premiers complexes.

Pour distinguer les facteurs premiers du nombre ¢, nous ferons

usage deS nombl‘es
U, Uy, Upy-ey Ue,y

correspondants aux périodes. En les substituant, on aura pour une
certaine valeur de r,
9 (u,)=o0 (mod.q),

condition nécessaire pour que la norme de ¢ (») soit divisible par ¢;
on voit par la que, pour tous les divers facteurs premiers de g, on a
¢(n)=o0 pour n=u,
p{n)=o pour n=u,,,
g(n)=o0 pour »n=u,_,,

et généralement
p(m)=o0 pour n=u,,

Nous distinguerons donc les e facteurs premiers conjugués du
nombre ¢ selon les racines de congruences qui doivent étre choisies
comme correspondantes aux périodes pour que chacun de ces fac-
teurs premiers complexes soit congru & zéro pour le module q.

Lorsqu’on multiplie un nombre premier complexe ¢ (1), pour lequel
on a

¢(n)=o0 (mod. q) pour n=u,,

par un nombre complexe quelconque f (), le produit développé

9 (n) f(2) =TF(a)

F(a)=o0 pour n=u,.

satisfera toujours a
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Réciproquement, si un nombre complexe f'(a) satisfait 2

F(a)=o0 (mod.q) pour n=u,,.
je dis qu’il contiendra nécessairement le facteur premier ¢ (»). En
effet, le nombre ¢ (,), dont la norme est égale a ¢ et qui est congru
4 zéro pour 1 = u, est un de ces nombres complexes que nous avons
désignés par ¢ () dans le paragraphe précédent, a I'aide desquels la
condition

F(a)=o (mod. ¢) pour n=u,
s’exprime par la simple congruence

F(a)¥(%._,)=o0 (mod. q).

Prenant donc

et
V()=o) -¢(Maa) .9 (1),
et, par conséquent, )
W) =9 (). o(m). 9(ns). . ¢ (1),
de ’hypothese

F(a)=o0 (mod. ¢) pour »n=u,,
on conclut

Fa).o(n).0(m)...9(n)=0 (mod. q);
on pourra donc poser
F(a).g(n).9(n)...0(nes) = ¢.f (2);
enfin, en multipliant par ¢ () et divisant par

e(m)-o (1) @ (). 9(Memy) = ¢,
Fla)=29(n)f(a)

Donc, F(«) a effectivement le facteur ¢ (). Nous voyons par la que
la condition

on aura

F(a)=o0 (mod. ¢) pour n=u,

définit complétement un facteur premier complexe ¢ (), contenu dans
le nombre F(a) toutes les fois que le nombre premier ¢ (n) existe
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réellement , c’est-a-dire que ¢ est décomposable en e facteurs premiers
conjugués.

Supposons 4 présent que ¢ soit un nombre premier qui n’admet
pas de décomposition en e facteurs conjugués, ou qui ne saurait étre
représenté comme norme d’un nombre complexe contenant les pé-
riodes & £ termes. Alors on ne pourra plus isoler un facteur premier
d’un nombre complexe f (&) satisfaisant 4 la condition

S(@)=o0 (mod.q) pour »=u,,

mais nous dirons néanmoins que ce nombre complexe contient un
facteur premier complexe du nombre 4, que nous appellerons facteur
premier idéal du nombre premier g; et puisque nous avons vu que
les e facteurs premiers du nombre q, ¢ils existent effectivement, sont
distingués en ce que chacun d’entre eux devient congru a zéro pour une
certaine substitution des racines de congruences au lien des périodes,
nous désignerons ce facteur premier idéal de ¢ comme appartenant
la substitution » = u,. Un tel facteur idéal, qui ne subsiste pas par
soi-méme, mais qui a nne existence effective dans la combinaison
avec les autres facteurs du nombre complexe, dans lequel il est con-
tenu, sera donc défini complétement comme il suit :

Si un nombre complexe f () satisfait & la condition
JS(@)=o0 (mod. ¢) pour »=u,,

nous dirons qu'il contient le facteur premier idéal du nombre pre-
mier q qui appartient a la substitution » = u,.

Quoiqu’il n’y ait rien d’obscur dans la définition, nous allons ex-
pliquer rapidement pourquoi nous avons désigné cette condition de
congruence de f () par le nom de facteur idéal de ce nombre com-
plexe, tout en observant que les développements seuls de la théorie
pourront justifier une telle innovation. A cause de Panalogie frap-
pante qui regne entre les facteurs premiers idéaux et les facteurs com-
plexes ordinaires, la dénomination servira a simplifier extrémement
les énoncés des théorémes. Mais cela ne constitue pas l'avantage prin-
cipal de la théorie nouvelle; nous croyons surtout que les facteurs
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idéaux rendent visible, pour ainsi dire, la constitution intérieure des
nombres, en sorte que leurs propriétés essentielles soient mises dans
leur jour. Un nombre complexe satisfaisant 4 plusieurs des condi-
tions que nous regardons comme facteurs idéaux de ce nombre, quoi-
qu’il ne soit pas décomposable en facteurs complexes, se comporte
tout i fait comme un nombre composé, et c’est pour cela que nous
le considérons en quelque sorte comme un produit de facteurs. L’Al-
gebre, PArithmétique et la Géométrie offrent des analogies nom-
breuses a notre théorie. On décompose, par exemple, les fonctions
rationnelles et entiéres d’une seule variable en facteurs linéaires,
quoique ces facteurs isolés n’existent qu’en des cas particuliers; c’est
pour ce but qu'on a créé les quantités imaginaires. En Géomeétrie,
on parie d’une droite passant par les points d’intersection de deux
cercles, quand méme les points d’intersection n’existent pas. Dans cet
exemple, la propriété permanente que les tangentes menées d’un
point quelconque de cette ligne aux deux cercles, sont égales entre
elles, est 'analogie de la propriété permanente du nombre complexe

S (2)=o0 (mod. ¢) pour n=u,

et la propriété accidentelle de cette ligne, de passer par les points
d'intersection des deux cercles, est de méme analogue a la propriété
accidentelle du nombre complexe f(a), d’avoir un facteur premier
existant ¢ (»). Enfin, l'idée de cogsidérer des facteurs idéaux des
nombres complexes est, au fond, la méme que celle qui a procréé les
nombres complexes eux-mémes. En effet, on sait que M. Gauss, en
observant que, dans la recherche des lois de réciprocité entre les ré-
sidus biquadratiques, les nombres premiers de la forme 4n + 1 se
comportaient comme nombres composés, les a décomposés en facteurs
imaginaires de la forme @ + & y— 1, et qu’il a jeté par 1a les fonde-
ments de la théorie générale des nombres complexes.

Nous avons fixé le sens d'un facteur premier idéal d’un nombre
complexe f («) par la condition

f(a)=o0 (mod. g) pour #=u,

qui en elle-méme n’est qu’une maniére concise d’exprimer que les f

-
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congruences
plu)=o0, ¢ (&)=0, @ (t.)=0,..., @gr.(4)=0 (mod. ¢)

ont lieu en méme temps, congruences qu'on obtient en mettant le
nombre f (2) sous la forme

Sfla) =g () +ap () g, (n) +...4+ 07" gp , (0),

et remplacant les périodes par les racines des congruences correspon-
dantes. Nous savons aussi que ces Jf congruences sont comprises
dans cette seule,

f(&)¥(1.,)=o0 (mod.gq),
ou ¥ (n) désigne le produit de e — 1 facteurs
E () = 4 (1) 4 () - § (et

¢ (») étant un nombre complexe qui donne
y(u)=o0 (mod q),

et dont la norme, divisible par ¢, ne soit pas divisible par ¢*. Nous
pouvons donc énoncer la dé¢finition des facteurs premiers idéaux
comme il suit :

Si le nombre complexe f (o) satisjait a la congruence
f(a)¥(n._.)=o0 (med.gq),
ot: ¥ (n) désigne le produit des e — 1 facteurs
V()= () (). g (ne),
et Y (1) un nombre complexe tel qu’on ait
Y(x)=o0 (mod.q),

et dont la norme, divisible par q, ne soit pas divisible par q*, nous

dirons que f () contient le facteur premier idéal du nombre q, qui
appartient a la substitution n = u,.

Pour introduire la multiplicité d’un facteur premier idéal, nous
généralisons la définition précédente comme il suit :

Le nombre complexe f (o) est censé contenir exactement n fois
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le facteur premier idéal du nombre g, qui appartient a la substitution
v = u,, lursqu’il satisfait a la congruence
S (@ [¥ () '=0 (mod. ¢"),
sans que la congruence
N S @) [¥( )P =0 (mod. gr
ait liew.

Nous remarquons aussi que la notion du nombre on facteur com-
plexe idéal sera employée aussi bien dans le sens plus large ou les
nombres complexes existants, comme cas particuliers, sont compris
parmi les nombres complexes idéanax, que dans le sens plus étroit ou
les nombres idéaux signifient le contraire des nombres complexes
existants, de méme que, dans I'Algebre, le mot imaginaire est em-
ployé dans ce double sens.

La condition qu'un nombre complexe contienne un facteur pre-
mier idéal multiple s’exprime encore par des congruences linéaires
par rapport aux coefficients de ce nombre complexe. En mettant S ()
sous la forme

JS(o)=9() + ag, (1) + @’y (n) + ... + al! @ (M),

et supposant que f () contient n fois le facteur premier idéal de 7
appartenant a la substitution » = u,, on aura

(Y (e )" L@ (n) + @y (n) + o @a () + ...+ 0/~ g, (n)] =0
pour le module ¢". On en conclut aisément que les J congruences
contenues dans la formule

[¥ (#er)]"px(n)=0 (mod. ¢g"),
doivent avoir lieu séparément pour
k=0, 1, 2,..., f—1.
En réduisant a la forme linéaire, on aura
(Yo ) os (M) =Cn +Cymy+ Cyny + ...+ Co_y 7.,
ce qui donne

'_‘quwr)ncpk(”) -+ (‘yne—r)n¢k(”1) + .+ (I{I”f"—')n Cpk(nt‘-‘)
=~ (C+C+Cy+...4+C._,).
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Multipliant encore par [¥ (7-)]", et observant que le produit
¥ (n,) ¥ (»,) est toujours divisible par ¢, excepté le seul cas de r = ¢,
on aura la congruence

(‘Yme_,)’"qak(n) =~ (C+C,+Cy+... + Cost) (¥, )" (mod. ¢").
Il suit de 13 que la condition

(¥ner)'0s (1) =0 (mod. ¢")
est équivalente i la congruence

C+C, + C.+...+C,_,=o0 (mod. ¢*),

qui est linéaire par rapport aux coefficients de S (e). Ainsi, la condi-
tion qu’un nombre complexe contienne 7 fois un facteur premier
de g est exprimée par J congruences linéaires par rapport aux coef-
ficients du nombre J (@) pour le module q°.

Nous allons maintenant démontrer les théorémes élémentaires pour
le calcul des facteurs idéaux, qui seront entiérement les mémes que

pour les facteurs existants. Pour cela, nous proposons d’abord ce
théoréme :

Le produit de deux ou de plusieurs nombres coinplexes a precise-
ment les mémes facteurs premiers idéauz ou existants que les factenrs
pris ensemble.

Soient f'(a) et g () deux nombres complexes et 4 («) leur produit.
en sorte qu’on ait

S(a).g(2) = h(a);

s1 le facteur premier idéal de 7, qui appartient a la substitution » — u,,
est contenu précisément n fois dans JS («) et v fois dans g (a), je dis
qu'il sera contenu n -+ v fois précisément dans A (). D’apreés ’hypo-
these, on a

Sy ¥ (n_ )= q"F(a)
et

8(2)[¥ ()] = ¢ G (a),

ouF(a)et G (2) ne sont pas congrus a zéro pour » =, puisqu’on
Tome XVI. — Novemare 185, 20
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aurait alors

f(@) ¥ =0 (mod. g™+*)
et

g(@)[¥(r)*' =0 (mod.g"").
De ces deux équations il suit
£ (@) g(@) [¥ (ne ) = k(@) [¥ ()" = ¢"" F(a). G ()
En mulipliant de nouveau par ¥ (7,_,), on a aussi -
R(a) [¥ (ne_ )t = ¢+ F(a). G (). ¥ (1),

et puisqu’aucun des trois facteurs du produit F(a). G(«).¥ (e, ) Mest
congru 4 zéro pour n =u,, ce produit n’est pas divisible par ¢g. On a
donc

h(a)[¥ (v, =0 (mod.g"),
sans avoir

h (”’) [‘F(Vle__ r)]’H_a—H =0 (mod q”"“"‘” )’

’est-a-dire le produit % (a) contient le facteur premier idéal de ¢,
qui appartient 4 la substitution » = &,, n—+ ¢ fois précisément. Ce
résultat donne sans peine la démonstration du théoréme proposé,
car tont ce que nous avons démontré pour le facteur premier idéal
de ¢, qui appartient a la substitution » = %, subsiste de méme pour
tous les facteurs premiers idéaux, et puisqu’on peut regarder les deux
facteurs enx-mémes comme composés de facteurs, et ainsi de suite,
on voit qu’il subsiste également pour un produit d’un nombre quel-
conque de facteurs.

En faisant usage de la dénomination nouvelle de facteurs premiers
idéaux , le théoréme du paragraphe précédent, relatif 4 la condition
qu’un nombre complexe f () soit divisible par ¢, pourra étre énoncé
comme il suit :

Pour qu'un nombre complexe quelconque, représenté comme produit
%
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de plusieurs facteurs, soit divisible par q, il faut et il suffit qu’il con-
tienne tous les e facteurs premiers idéaux du nombre q[*}

En supposant que dans le nombre f(a) chacun des facteurs pre-
miers idéaux de g soit contenu n fois au moins, on aura les con-

gruences
S (@) [¥(n)]"=o,
S(&)[¥(n)]'==0,..., ; (mod. ¢"),
S()[¥ (e, )'=o,

et, en ajoutant ces congruences,
S@[FOF+ [¥ )+ .+ [¥(n )P=o (mod ¢").

Le second facteur de ce produit, comme fonction symétrique de toutes
les périodes, sera un nombre entier non complexe; de plus, il n’est
pas divisible par ¢, puisqu’aucun des facteurs idéaux de ¢ n’y est con-
tenu;; il faut donc que le premier facteur soit divisible par ¢", ce qui
donne cette généralisation du théoréme précédent :

Un nombre complexe, contenant tous les Jactews premiers idéaux
de q, chacun n fois au moins, est divisible par ¢".

Supposons maintenant que f(«) contienne n facleurs premiers
idéaux de ¢, soit tous différents ou non, alors chacun des nombres

{*] Remarquons ici qu'au moyen de ce théoréme on pourra reconnaitre le motil
de I'emploi des multiplicateurs désignés par ¥ (n), qui consistent des ¢ — 1 factenrs
b ()b {m)e (e

En effet, la condition

Y(u)=0 (mod.gq)
fait voir que { (u) contient le facteur premier idéal de g, qui appartient i la substitution
n = u, etla condition que N () ne soit pas divisible par g* exclut tous les autres fac-
teurs premiers idéaux du nombre premier ¢ qui pourraient troubler le résultat. Tl s’en-
suit que ¥ (n,—.) contient tous les facteurs idéaux de ¢, 4 I'exception d’un seul, qui ap
partient 4 la substitution »n = u,. En multipliant donc par ¥(n._,) un nombre donne
F(«:, contenant le facteur idéal de ¢, qui appartient i la substitution » = #,, on aurs
un produit divisible par g, parce qu’il contient tous les facteurs idéaux de 4; mais si le
nombre f(2) ne contient pas ce facteur idéal, le produit ne sera jamais divisibl:
par g, puisqu’un des facteurs idéaux du nombre g o’y est pas contenu.

35.
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conjugués ,
S@, s ), )

contiendra de méme r facteurs idéaux de g, et le produit de ces A — 1
nombres conjugués, c’est-a-dire la norme N f(«), en contiendra
(A — 1) n. De plus, il est aisé de voir que tous ces facteurs idéaux dans
la norme N f () se trouveront en nombre égal; donc chacun d’entre

n(k—r . . . ;.
eux s’y trouvera % fois, ce qui est n f fois précisément. Donc,

au moyen de la proposition précédente, on a le théoréme trés-impor-
tant :

Si le nombre complexe f(a) contient n facteurs premiers ideaux
du nombre q (appartenant & Uexposant f), soit que tous ces facteurs
soient différents ou non, la norme N S (&) contiendra toujours le
facteur ¢/, mais elle ne contiendra jamais une puissance plus élevée
de q.

Le nombre premier 1, le seal qui n’est pas contenu dans les nom-
bres désignés par ¢, se décompose en A —1 facteurs premiers conjugués
de la maniere suivante :

(—a)i—a®)(1—a®)...1—a*—') = N(1—a) = i
Pour s’assurer que 1 — 2* est un nombre premier, on fera
1—af = f(a).9(2);
d’oti1, en prenant les normes, on aura
A= Nf(a).No(a)

On en conclut que Pun des deux facteurs N f (a) et Ng(a) sera
nécessairement égal a X, P'autre égal 4 P'unité; donc, 1 — a* ne pou-
vant €tre décomposé en deux facteurs, sans que 'un d’eux soit une
unité complexe, satisfait 4 laconditiond’un nombre premier complexe.
Les facteurs premiers de ) sont distingués des facteurs premiers com-
plexes de tous les autres nombres premiers, parce qu’étant dégagés
des unités complexes, ils sont tous égaux entre eux. En effet, on a

1—a'=(1—a).(1+ a + a® + ... + at1),
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/
et 14+a + a*+ ... + a**' n'est qu'une unité complexe. Pour cette
raison, il ne s’agira jamais de rechercher quels facteurs de X, mais
seulement combien de ces facteurs sont contenus dans un nombre
complexe donné, et, pour cela, on n’aura qu’a chercher combien de
fois la norme du nombre donné contient le facteur A ; car le nombre
des facteurs premiers 1 — a, contenus dans un nombre complexe, est

évidemment le méme que le nombre des facteurs ) contenus dans sa
norme.

Da théoreme précédent, et de ce que nous avons remarqué des
facteurs premiers du nombre 2, on conclut :

La norme d’un nombre complexe f (o) est toujours de la forme
N f(a) = Wg™.¢ ™ q'™7" .,

ol 9, q' . q”, etc., sont des nombres premiers appartenant respective-

ment aux exposants f, f', f”, etc., et n, m, m', m", etc., sont des
entiers positifs ou zéro.

En observant que la norme N f (a) ne contient qu’un nombre fini
de facteurs premiers 2, ¢, ¢', ¢”..., on voit que le nombre f () lui-
méme ne peut contenir qu’'un nombre fini de facteurs premiers idéaux,
qui seront aussi parfaitement déterminés par les définitions établies
ci-dessus. 11 en résulte ce théoréme important :

Tout nombre complexe donné ne contient gi'un nombre fini de
Jacteurs premiers idéaux parfaitement déterminés.

Cest surtout ce théoreme qui justifie la notion des facteurs premiers
idéaux, en wontrant I'identité des regles du calcul des facteurs idéaux
et des facteurs premiers de I’Arithmétique élémentaire, ou le théoréme
analogue : Que tout nombre coniposé ne peut étre décomposé en fac-
teurs premiers que d’une seule mauniére, joue le méme role principal.

e théoréme réciproque pourra §énoncer comme il suit :

Deux nombres complexes, contenant les mémes facteurs premiers

idéaux, ne different que par des unités complexes, par lesquelles ils
peuvent étre multipliés.

En effet, supposons que f(a) et ¢ (a) aient les mémes facteurs pre-
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miers idéaux, et soit
Nf(e) = No(a) =2 q¥.¢"r . ;

alors le produit |
S(2).9(a7)p(w). .. g (ar)

contiendra nécessairement tous les facteurs premiers idéaux de N p(a):
it contiendra n() — 1) fois le facteur premier 1 — a, et, par consé-
quent, il sera divisible par 3*; il contiendra aussi tous les facteurs
premiers idéaux de ¢ chacun mf fois, tous les facteurs premiers
idéaux de ¢’, chacun m'f* fois, et ainsi de suite. Mais puisqu’un
nombre complexe, contenant tous les facteurs premiers de ¢, n fois
chacun, est divisible par ¢", il s’ensuit que le produit

J(a).p (a"’) .@'(ay’)... ? (47;-—2)

est divisible par g™, "7 etc., il sera donc divisible par Ng(2). De
la nous avons

f(u)w(a?)v (172)- . -?(«V—z?) =02 _ g
Ng(a) 9 (a) ’

E(a) étant un entier complexe, et il s’ensuit

f(a)=g(2)E(2) et Nf(a)=Ngp(a)NE(a);
dou
NE(a) =1. C. Q F. D

Pour qu'un nonbre complexe f(a)soit divisible par ¢(a), il faut et
il suffit que tous les facteurs premiers idéaux du diviseur ¢ (=) soient
contenus dans le dividende f(a).

D’abord il est clair que f(2) ne sera jamais divisible par ¢(2), a
moins qu’il ne contienne tous les facteurs premiers idéaux de via);
car, si 'on a

Q(a) étant un entier, il s’ensuit

S(@i=Qiai g(a),
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et, puisque le produit développé /() a tous les facteurs premiers
idéaux des facteurs Q(a) et ¢ (), pris ensemble, il faut que f(a) con-
tienne tous les facteurs idéaux de ¢(«). Pour démontrer que cette
condition est suffisante, nous observons que, par la méme raison que
dans la démonstration du théoréme précédent, on aura

flayp(a").g(a")..o(7 )

divisible par No(a); d’ot

f(a)-v(a7>-°r(a72)---?(ay_z).:f(“) = Q(«)
No(a) o(a) !

Q(a) étant un entier.

Pour les applications que nous ferons dans la suite, nous ajoutons
encore ce théoréme, qui découle immédiatement du théoréme prin-
cipal :

Lorsqu’une puissance d’un nombre complexe est décomposée en plu-

sieurs facteurs premiers entre eux, ces facteurs seront se’parément des
puissances semblables, multiplices par des unités complexes.

§ VL
De la composition des nombres complexes idéaux.

Puisque les nombres complexes idéaux, comme facteurs des nombres
complexes, jouent le méme role que les facteurs existants, nous les
désignerons désormais de la méme maniere que ceux-ci, par f(a},
¢ (a), etc., en sorte que f(a) par exemple, sera un nombre complexe,
satisfaisant 4 un certain nombre déterminé de conditions caractéris-

tiques pour les facteurs premiers idéaux, abstraction faite de 'exis-
tence du nombre f(a).

Cela posé, la norme d’un nombre complexe idéal sera toujours un
nombre complexe existant ; car, en supposant que f () contient m fac-
teurs idéaux du nombre gj, appartenant a V'exposant f, différents ou
non, de méme m’ facteurs idéaux du nombre ¢’, appartenant a I'ex-
posant f’, etc., la norme N f(«) contenant tous les facteurs idéaux



440 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

de g, mf fois chacun, sera divisible par ¢™, de méme elle sera divi-
sible par ¢'™' /", etc., et, puisque la norme ne contient pas d’autres
tacteurs idéaux, elle sera égale a gv.q'™ /..., A une unité preés.

Le probléeme de trouver un nombre complexe existant F(a), qui
eit le facteur idéal f(a), aura toujours une infinité de solutions dif-
férentes, cest-d-dire il y a toujours une infinité de nombres idéaux
qui, multipliés par le nombre idéal déterminé f(a), produisent des
nombres complexes existants. En choisissant ces multiplicateurs idéaux
de manicre que la norme du produit soit aussi petite que possible, on
parviendra au résultat remarquable, qu’un nombre fini et déterminé
de multiplicateurs idéaux suffit 4 rendre existante I'infinité de tous les
nombres idéaux.

Soient, comme ci-dessus, ¢ un nombre premier appartenant a I’ex-
posant f, ¢’ un nombre premier appartenant 3 Pexposant f7, etc., soit
J(2) un nombre complexe idéal qui contienne m fois le facteur
premier idéal de ¢, appartenant i la substitution » = u., de plus
m' fois le facteur premier idéal de 7', appartenant a la substitution

'

= ', etc., soit enfin

Fla)=x2+x,2* +x,a®>+...+ X,  ai!

un nombre complexe existant, gui contienne tows les facteurs pre-
miers idéaux de f'(« ), c'est-a-dire le nombre idéal f(a) lui-méme. La
condition que F () contienne m fois le facteur premier de ¢, ap-
partenant a la substitution » = u,, est exprimée par une congruence
de la forme

[V (#_,)]"F(e)=o0 (mod. q™),

equivalente a J congruences linéaires par rapport aux coefficients de
¥ {a), pour le méme module ¢™. Soient donc

¢=o0, ¥,=o0,.., ¥ ,=0 (mod. ¢g™),
ces f congruences linéaires. Soient de méme

@/:0’ d)‘;_—_____:—o’_”7 (I)-/',__‘EO (mOd (]lm')’

les /' congruences nécessaires et suffisantes, pour que F (a) contienne
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m' fois le facteur premier de ¢', appartenant 4 la substitution
n = u/,, et ainsi de suite. Cela posé, si I'on donne aux X — 1 coeffi-

cients &,, Xy, Ly,..., L)1, toutes les valeurs o, 1, 2,..., k—1, en
sorte qu’on ait k;_, combinaisons diverses de valeurs de ces coeffi-
cients, on voit que chacune des / quantités o, ®,,..., ®,, ne pourra
donner que ¢™ restes différents par rapport au module ¢"; de méme
chacune des f” quantités &', @ ,..., ®,,_,, ne donnera que ¢'™ restes
différents, pour le module ¢'™, etc. Le nombre de toutes les combinai-
sons différentes des restes des f + f' +... quantités désignées par @,
sera donc égal a ¢™/.¢’™/".... Maintenant si 'on prend le nombre &
assez grand pour que le nombre des combinaisons de tous les restes
possibles soit inférieur au nombre des combinaisons des valeurs des
coefficients, c’est-a-dire g™ .¢'™/ ...<k*~', on voit que toutes les
combinaisons différentes des valeurs des coefficients ne pourront pas
appartenir 4 des combinaisons différentes des restes, mais que ces com-
binaisons des restes se reproduiront nécessairement. Soit donc

Ly ==y, Xy3=0«Qy, Xy=dyy...9 X, =« _,

une combinaison de valeurs des coefficients, pour lesquelles toutes les
quantités désignées par ® donnent les mémes restes que pour la com-
binaison

x.:b,, x2=b2, .1‘3:b3,..., X =b

s—1 s—17

par la soustraction des résultats de ces deux substitutions, les restes
égaux se détruisent, et puisque les quantités désignées par @ sout
linéaires par rapport aux coefficients x,, @y, Xy,..., &, _,, On voit que
la combinaison des valeurs

x,=a,—-b, xys=a,—b,, x,=a,—by,.... x, =a, _ —b

satisfera a toutes les congruences nécessaires pour que F {2} contienue
le facteur idéal /o). Ainsi, parmi les nombres complexes dont les
coefficients entiers positifs ou négatifs ne surpassent pas la valeur A —1.
ou k satisfait a la condition £*7' >N f(a).il ¥ en aura toujours qu:
contiennent le facteur idéal f (a .

fome XVI. — Novewnne 1851, 50
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En développant le produit des deux nombres réciproques F(a) et
l—1

F(a™), puis changeant « en 22, a’,..., @ 2 , et ajoutant, on obtient

F(a).F(a™)+ F(a?). F(a™) +... + F(a?) .F(a_—L}l)

:él(xf+x§+x§+...+x§_,) — (T + X+ a2y ..+ x;, )%

et puisque les coefficients L4y X3y Ty,y..., &, _, abstraction faite des
signes, ne sont pas supérieurs 4 k — 1, on en déduit facilement Piné-
galité

F(a).F(a) + F(a®).F(a?) +...

+ F(aL:l).F(a—L;E)iél(l— 1. (k— 1),

et en faisant usage de la proposition connue, que le produit de n quan-
tités positives est plus petit que la 7™ puissance de la moyenne arith-
métique de ces quantités, on en conclut sans difficulté

A—1

NF(a) >3 2 (h—1)y "

A

Le nombre %, qui doit satisfaire 1 la condition A*— >N f(a) pourra
toujours étre pris de maniére i rendre (k— I)‘_’<Nf(a); par cette

supposition on a
A —1

NF (o) < )\T’Nf(a).

En représentant actuellement le nombre complexe F (a) comme pro-
duit des deux facteurs idéaux ¢(a) et f(a), on aura

F(a)=¢(a). f(a),

NF(a)=Ng(a).Nf(a),

d’on

et, au moyen de I'inégalité trouvée, il vient

A—x

No(a)< A
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Ainsi, les multiplicateurs idéaux, qui, composés avec tous les nombres
complexes idéaux, donnent des nombres complexes existants, peuvent
£—1
toujours étre choisis tels, que leurs normes soient plus petites que X ” ;
et puisque le nombre des facteurs idéaux dont les normes ne sur-
passent pas cette limite fixe est limité, nous avons ce théoréme :

Il y a toujours un nombre fini de multiplicateurs idéaux, qui, com-
posés avec les nombres idéawx, en nombre infini, les rendent tous
nombres complexes existants.

Les multiplicateurs qui rendent existants les nombres complexes
idéaux, avec lesquels ils sont composés, donnent lieu 4 la classifica-
tion des nombres complexes idéaux, que nous établissons par cette
définition :

Tous les nombres complexes idéaux qui donnent des produits exis-
tants lorsqu'on les multiplie par un méme nombre idéal, seront appeles
NOMBRES IDEAUX KEQUIVALENTS, ef ils seront atiribués a une méme
crasse des nombres complexes idéaux.

Nous comprenons dans cette classification les nombres existants eux-
mémes, qui constituent une de ces classes que nous appellerons lu
classe principale.

D’abord nous observons qu’un nombre idéal, multiplié par un nom-
bre existant, ne donnera jamais un produit existant, puisqu’alors le
quotient de deux nombres existants serait un nombre idéal.

Soient & présent f( ) et ¢(a) deux nombres idéaux équivalents,
¢ (o) le multiplicateur qui les rend existants, soit aussi y () un mul-
tiplicateur de f(a), tel que y (a).f(a) soit un nombre existant; je dis
que x (@) . ¢ () sera de méme un nombre existant. En effet, puisque
Via). f(a) est un nombre existant, il en sera de méme du produit

(a®) . (o). (=) (o) f(o)er. f ().

Multipliant donc par les deux nombres existants ¢ (a).p () et y(a).f(a".
on aura le nombre existant

gla). y(a). Nou(a). Nf(a,
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¢t, en supprimant le facteur existant Ny (a .Nf(2), on voit que
¢ (@). x(a) est un nombre existant. Nous en concluons :

Les classes des nombres equivalents sont toujours les mémes, pour
tous les multiplicateurs qu'on pourra choisir,

Soit présentement f(a) équivalent a ¢ (a), et de méme ¢ (a) équi-
valent a ¢ (&), je dis que f(a) sera équivalent a ¢ (2). En effet, tout
multiplicateur de ¢ (), qui donne un produit existant, sera de méme
multiplicateur de f(a) et de ¢ (). Donc :

Deux nombres idéausx, équivalents & un méme troisiéme nombre
idéal, sont équivalents entre cux.

En rapprochant ces résultats du premier théoréme de ce paragraphe,
on conclut :

Les classes diverses dans lesquelles tous les nombres idéaux se dis-

tribuent, sont en nombre fini et complétement déterminées, en sorte
qu'un certain nombre idéal r'appartient qi’a une seule classe.

Soient f(a) et £, (a) deux nombres idéaux équivalents, ¢ ‘a) le mul-
tiplicateur qui les rend existants ; soient de méme p(e)ety, (a) deux
nombres équivalents, et y (2) leur multiplicateur; ¢ (2). y () sera évi-
demment un maultiplicateur qui rend existant le produit f(a).9(a),

de méme que le produit f, (@) - 9,(2). Ces produits seront donc équi-
valents. De la ce théoréme :

Des nombres équivalents, multipliés par des nombres équivalents,
donnent toujours des produits équivalents.

1l suit de la que, lorsqu’on multiplie les nombres idéaux d’une cer-
taine classe avec les nombres idéaux d’une autre classe, tous ces pro-
duits appartiendront & une méme classe déterminée. Ainsi :

La classe du produit de deux nombres idéaux est complétement de-
terminée par les classes des Jacteurs.

Lorsqu’on multiplie un nombre idéal donné par un des nombres de
chaque classe, on aura autant de produits qu’on a de classes, et I'on
s'assure aisément que tous ces produits appartiennent 4 des classes
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différentes. Parmi ces produits, il y en aura nécessairement un, et il
n’y en aura qu’un, qui appartient a la classe principale. Donc :

11 correspond a chaque classe une certaine classe, en sorte que ces
deux classes composées produisent la classe principale, cest-a-dire
que le produit de deux nombres quelconques de ces deux classes est un
nombre complexe existant.

Les classes qui produisent la classe principale, lorsqu’elles sont com-
posées avec elles-mémes, seront appelées classes ambigués. La classe
principale est toujours une classe ambigué; d’autres classes ambigués
n’existent que pour des valeurs particuliéres du nombre X.

Considérons maintenant les diverses puissances entiéres d’'un nombre
idéal f(a). Dans la série

Sla), flel, f(a), fla),..,

il y aura nécessairement des nombres idéaux équivalents, car le nombre

de ceux qui appartiennent A des classes diverses est fini, aussi bien
que le nombre des classes mémes.

Soient donc f(a) et f{«)° deux nombres idéaux équivalents de cette
série ou s > r; soit aussi ¥ (a) un multiplicateur qui rend f(a) ¥(a .
et f(a)' ¥ (a) nombres existants; le quotient de ces deux nombres, ou

bien f(a)~”, sera de méme un nombre existant. Nous avons donc ce
théoréme important :

Tout nombre complexe idéal, élevé a une certaine puissance entiére,
donne un nombre complexe existant.
Ou bien:

Tout nombre complexe idéal peut étre représentc comme wune cer-
taine racine d’'un nombre complexe existant.

Si Vexposant % est le plus petit pour lequel /(2)* est un nowbre
existant, les nombres de la série de & termes

L fla), fla), fla),..., f{a)~!

appartiendront a des classes diverses; car, si on avait f (2 équivalent
a f(a)’, r et s étant positifs et moindres que %, on en conclurait, comme
ci-dessus, que f(a)*~" serait existant. Il y aurait donc un exposant
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s — r, moindre que 4, pour lequel la puissance du nombre idéal f(«)
serait un nombre existant, ce qui est contre 'hypothése. Il se peut
maintenant que les % classes, représentées par les nombres idéaux de
la série proposée de % termes, embrassent toutes les classes des nombres
idéaux ; alors le nombre de toutes les classes diverses sera égal a k. Si
cela n’a pas lieu, on choisira arbitrairement un nombre idéal ¢ (),
non équivalent aux 4 nombres idéaux proposés, et l'on en formera ce
second groupe de % nombres idéaux

?(a), 9(2).f(a), o(a).f(2)s..., g(a) fla)y-.

Les / termes de ce groupe ne sont pas équivalents, ni entre eux, ni
aux termes du premier groupe. En effet, si I'on avait ¢(a).f(a) équi-
valent 4 ¢ (a). f (&), r et s étant moindres que %, il S’ensuivrait f(a)
équivalent a f(«)*, contre I'hypothése, et, si I'on avait p(a). S(a) équi-
valent 4 f(«), en multipliant par f(2):~", on aurait aussi ¢ (). f{a)*
équivalent & f{a)*~"+*, ou bien ¢ (a) équivalent a /(a)-", ce qui est
aussi contre ’hypothése. Maintenant, il se pourra que les a % classes
de nombres idéaux, représentées par le premier et le second groupe,
embrassent toutes les ‘classes des nombres idéaux. Dans ce cas, le
nombre des classes sera égal a 2 . Mais si cela n’a pas lieu, on prendra
arbitrairement un nombre idéal ¢ (), qui ne soit pas équivalent a
aucun nombre de ces deux groupes, et I'on en composera ce troisieme

groupe de k termes,
v(@) ¢(2). fla), ¢(a). [ (aPses (a). f(a)

On démontre aisément que ces nombres idéaux ne sont pas équiva-
lents ni entre eux ni aux termes du premier et du second groupe,
et 'on en conclut, si ces trois groupes embrassent toutes les classes,
que le nombre des classes sera égal a 3%. Si cela n’a pas lieu, on
pourra continuer de la méme maniere, et 'on voit clairement qu’on
parviendra ainsi i ranger toutes les classes des nombres idéaux en
groupes de /& termes. De 13 ce théoreme :

... fne nombre tatal de._ toutes les classes des nombies idéaux est un
wmltiple du plus petit exposans de la puissance dun nombre idéal
gwelcanque qui.davient. an nombre complexe existant. - ...
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Toutes les autres puissances du nombre idéal f («), qui donnent
des nombres complexes existants, seront nécessairement contenues
dans la forme f ()™, d’ou on conclut ce corollaire:

Si une puissance d'un nombre complexe idéal donne un nombie
complexe existant, il faut que Uexposant de cette puissance ait un
facteur commun avec le nombre des classes de tous les nombres com-
plexes idéauzx.

11 se présente ici la question délicate, si le nombre idéal f(a) pourra
toujours étre choisi tel, que les nombres idéaux d’un seul groupe

b fla), flaf, fla)ys.., fla)

embrassent toutes les classes des nombres idéaux. Il nous parait que
cela n’a pas lieu dans tous les cas, mais qu’il y a effectivement des
nombres premiers A pour lesquels les puissances d’un seul nombre
idéal ne pourront jamais représenter toutes les classes des nombres
complexes idéaux. En laissant cela aux recherches plus approfondies
des géometres, nous remarquons que la question analogue pour la
composition des formes quadratiques a été traitée par M. Gauss dans
la cinquiéme section, n°® 306, des Disquisitiones Arithmeticee.

Remarque. Qu’il me soit permis de signaler ici en pen de mots
I'analogie de cette théorie de la composition des nombres idéaux avec
les principes fondamentaux de la chimie. La composition des nombres
complexes peut étre envisagée comme 'analogue de la combinaison
chimique; les facteurs premiers correspondent aux éléments, ou plu-
tot aux équivalents de ces éléments. Les nombres complexes idéaux
sont comparables aux radicaux hypothétiques qui n’existent pas par
eux-meémes, mais seulement dans les combinaisons; le fluor, en parti-
-culier, comme élément qu’on ne sait pas représenter isolément, peut
étre comparé 2 un facteur premier idéal. La notion de I’équivaience
des nombres idéaux est, au fond, la méme que celle de I’équivalence
chimique; car, ainsi que des quantités pondérales équivalentes des
matiéres naturelles peuvent étre substituées les unes aux autres pour
rendre des sels neutres ou des corps isomorphes, de méme les nombres
idéaux, remplacés par les facteurs équivalents, ne produisent que des
nombres idéaux de la méme classe. En comparant les méthodes de
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Panalyse chimique a celles de la décomposition des nombres com-
plexes, on trouve encore des analogies surprenantes. Car, de méme
que les réactifs chimiques, joints & un corps en dissolution, donnent
des précipités au moyen desquels on reconnait les éléments contenus
dans le corps proposé, de méme les nombres que nous avons désignés
par ¥ (») comme réactifs des nombres complexes, font connaitre les
tacteurs premiers contenus dans les nombres complexes en mettant
en évidence un facteur premier ¢ analogue au précipité chimique.
Toutes ces analogies qu'on pourra poursuivre et augmenter i vo-
lonté, ne proviennent pas d’un jeu d’esprit oisif, mais elles sont bien
fondées en ce que les mémes idées fondamentales de la composition et
décomposition des éléments régnent aussi bien dans la chimie des ma-
tieres naturelles que dans celle des nombres complexes.

§ VIL
dpplication ¢ la théorie de la division du cercle.

On sait que toutes les difficultés de la théorie de la division du cer-
cle. c'est-d-dire de la solution algébrique de I'équation bindme x* — ,
se réduisent a la recherche de certains nombres complexes du genre
de ceux qui ont été discutés dans ce qui précede. Sous le point de
vue théorique, on désire la connaissance approfondie de la constitu-
tion intérieure de ces nombres complexes, et pour la pratigue, il reste
encore & réduire le calcul de ces nombres a la solution d'un seul pro-
bleme élémentaire et général. Cest ce que nous compléterons aun moven
de notre théorie des nombres complexes.

Soient p un nombre premier de la forme m) + 1, g une racine pri-
mitive de la congruence g?~' =1 (mod. p), x une racine imaginaire
de I’équation x¥ = 1, et soient, comme ci-dessus, 4 une racine lmagi-
naire de I’équation 2% = 1, A un nombre premier. Cela posé, la partie
la plus difficile du probléme de la résolution algébrique de I'équa-
tion &= 1 tient 4 la recherche de la puissance )" de expression
résolvante proposée par Lagrange,

o - . —1
X+ axf+alxt + alxf 4.+ aP s
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que nous désignons simplement par (2, x). Cette puissance, indépen-
dante de x, n’est qu’un nombre complexe composé des racines a. a?,
a?,..., 2*—', En faisant usage de I'expression

(a,x}) (aF, )

— lbk d‘r
’
(alm—l,x) 1 (

qui est de méme indépendante de x, et en observant que

(@, 2).(a”!, x) = p,
on aura

(2, ) = pg (@) da (@) g2 (). dra(@);

d’otz I'on voit que tout se réduit 4 trouver les nombres complexes
désignés par ¢, («), pour
k=r1,3, 3,....,% — 2.

Nous déterminerons ces nombres complexes en définissant les facteurs
premiers idéaux qu’ils contiennent, ce qui se fera au moyen de quel-
ques résultats trouvés en méme temps par M. Cauchy et par M. Jacobi,
et publiés dans les Mémoires de I’ Académie des Sciences de Paris, de
Pannée 1840, et dans les Comptes rendus mensuels de I’ Académie de
Berlin, de 'année 1837. Ces deux grands géomeétres ont trouvé qu’en
désignant par rune racine primitive de I'équation r7* = 1, et faisant

o o . —3
T+ rxs + rPas 4 8 = (2,

(™, x).(r ", z) . .
ey (r),

la substitution de la racine primitive g de la congruence
gh'=1 (mod. p),
au lien de la racine r de V'équation r»~! = 1, doune

d{(g) - rii((%_;—(l% (mOd'P):

If

IT (n) désignant le produit 1.2.3... n, d'ont il suit

Y(gi=o (mod.p), si m<p—1, n<p—1, m+n>p—r1.

Tome XV . — Decexpre 1851, 5'?
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Pour en faire Papplication au nombre complexe ¢, (a), nous ferons

m = te—1 n=ﬂ—’i);'), r—&“——l: =,
ce qui donne
A fars T
§(r) = (e,
de la, en faisant i= k% (mod. A),
at, ). (atk,
4 (r)= (‘(7.%(:,‘)”= i ().

Substituant enfin la racine primitive g au lieu de r, et faisant, pour
abréger,

=u (mod. p),
nous aurons

Yi(e™)=o0 (mod.p) si h<a, <A h+i>

1, . . o2 —2 ..
En considérant les racines «, a’, a4’ ..., a”  comme périodes mo-
nomes, on aura les racines des congruences correspondantes u, i/,

u’,..., u’A_ﬁ; donc le résultat trouvé pourra s’énoncer comme il suit :

Si la somme du nombre h, positif et moindre que ), et du plus petit
reste positif de kk (mod. )), est plus grande que X, le nombre complexe
Y4 (@) contient le facteur premier idéal de Py qui appartient a la substi-
tution oo = u~*,

e nombre des valeurs de %, qui satisfont 4 cette condition, est
A—1
2
la somme est égale 4 X, 1’une satisfait toujours, mais qu’elles ne satis-
font jamais toutes deux en méme temps. Le théoreme trouvé fait donc

égal a ; car on voit, sans difficulté, que de deux valeurs de h, dont

connaitre facteurs premiers idéaux contenus dans le nombre

2
complexe (), etl’on s’assure facilement qu’il v’y a pas d’autres fac-
teurs premiers dans ¢,(a). En effet, par '¢quation connue

$e(2). Ya(a') = p,

on voit que ¢, (e) et §;(«~*), pris ensemble, contiennent tous les }— s
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facteurs premiers de p, et, puisque ¢, (') contient nécessairement
autant de facteurs premiers que {;(a), ce nombre complexe con-

tiendra exactement les L;J facteurs premiers définis dans le théo-
reme.
En désignant par f(«) le facteur premier (idéal) de p, appartenant
a la substitution =z =u, et par ! %] la racine positive, moindre que 7.,
de la congruence hx =4k (mod. }), nous aurons
r(2) = E(a) 1L f(a™"),
on le signe du produit 11 s’étend sur toutes les valeurs de £, moindres

que X, qui satisfont a la condition ‘ % I —+

& > e
7 \> A. L’unité complexe
E(a), qu’il faut toujours ajouter au produit de tous les facteurs pre-

miers d’'un nombre complexe donné, se réduit, dans ce cas, a 'unité
simple = »”; car, moyennant la formule

br(@) Gu(@™ ") =p,
E(¢)E(a—") =1,

on a

équation qui n’est jamais satisfaite que par les unités simples de la
forme = a”. L’expression de ¢,(«) devient donc

$i(a)=xa I fa™"),

pour toutes les valeurs positives de < 3, qui satisfont & la condition

1
| 1

| 2
sant r de I'unité simple == a”, on fera usage de la propriété connue de
ces nombres complexes que

Yp(e)=—1 [mod. (1 —a)?]

{
-+ %(> A. Pour déterminer complétement le signe et Vexpo-

Des facteurs premiers trouvés de ¢, (2), on déduit ceux de la puis-
sance

(@ x) = pgi(2) . da(2) da(@)e g ().

Le facteur premier idéal déterminé f{a—*) se trouvera dans le produit

57

2
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bi(a). da(a). ¢, (a)... ¢, _,(2) autant de fois précisément qu’il v a

de nombres £, pour lesquels on a
I Lk

-

et, puisque 7 }, pourk=1,2,3,...,,1— 2, a évidemment toutes les

—1

valeurs | - =1,2,3... ) — 1, excepté la seule - | =A— ’; l, le
i
nombre des valeurs de £, qui donnent
1 k 3 1

c’est-a-dire le nombre des facteurs J (&™) contenus dans le produit
Yo(a). ¢y (a)... ¢,_ (@), sera égal & |'7'l

teur f(a~"), contenu dans p, on voit que le facteur premier f(a=*"

— 1. En y ajoutant un fac-

A
I . ;. . . .
est contenu ’El fois précisément dans la puissance (a, x)- Ainsi,

en prenant
h=1,2,3,..., )1,

p . N H
(ay ) ::a’j(u“) l.j(ar2)l ] Sfla®) 3 mf[a_(;._l)]

ou, ce qui est Ja méme chose,

on a P’expression

e
N
|

1
¥ . i= l ' 132 133 ' . I
(2, ) = a’f(a) J(a?) fa?) e (@)
Ici Punité simple = a* sera, en chaque cas déterminée complétement
p 1 ’ i
par la condition connue

(2, x)iE— 1 (mod. }).

La décomposition en facteurs premiers donne en méme temps la
connaissance parfaite des nombres complexes qui se présentent dans
la théorie de la division du cercle, et le moyen le plus simple pour les
calculer; car on voit que tout se réduit au seul probléme de trouver
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un facteur premier complexe du nombre p, qui pourra étre représente
comme nombre complexe entier, s'il existe par soi-méme , ou comme
racine d’un certain degré d’'un nombre complexe existant, s’il est idéal.
I.a recherche de ces facteurs premiers se fait assez facilement au moyen
de méthodes indirectes qui s’offrent d’elles-mémes. 1l ne serait pas
trop pénible, et il serait tres-utile, pour cette théorie, de construire
une Table de tous les facteurs premiers existants etidéaux des nombres
premiers du premier millier, laquelle donnerait tous les nombres né-
cessaires pour la résolution algébrique de ’équation x” = 1, pour tous
les nombres premiers p contenus dans les mémes limites. Une partie
de cette Table a été donnée dans la dissertation de numeris com-
plexis, etc., publiée en 1834, et réimprimée dans ce Journal en 1837.

Pour faire mieux apprécier I'usage des formules données dans ce
paragraphe, nous rappelons la méthode ingénieuse dont M. Gauss s’est
servi pour trouver 'équation du troisiéme degré, dont les racines sont

/

les trois périodes a =7 termes (voir Disq. Arithm., sect. VII, n® 358
p 3 q 5 )

qui revient & ce que le nombre 4 p doit étre mis sous la forme du second
degré

Lp=M?+ 27N".

Notre méthode donne la méme réduction pour le probleme général,
p—1
)

on il s’agit de X périodes a termes; car le probleme da trouver un

facteur premier complexe d’un nombre prewmier p est essentiellement
le méme que de représenter le nombre p comme une certaine forme
du degré A —1 et du méme nombre d’indéterminés; on voit aussi que
les coefticients du nombre premier complexe, ou, ce qui revient au
méme, les valeurs des indéterminés de la forme du degré ) — 1, jouent

le méme role dans le probleme général, que les deux nombres M et N
de la forme

w

4p = M* 4 25 N?,
pour le cas de x = 3.
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§ VIII.

Recherche du nombre des classes diverses des nombres complexes
idéaux.

Les principes nouveaux dont M. Lejeune-Dirichlet s’est servi dans
la recherche dn nombre des formes quadratiques qui répondent 4 un
déterminant donné, joints aux résultats exposés dans ce qui précede,
suffiront pour achever la recherche analogue du nombre des classes
des nombres complexes idéaux. Pour en faire I'application, nous con-
sidérons la série infinie

S —1I
R = D NFa)
ou le signe sommatoire doit étre pris par rapport a tous les nom-
g pris p PP

bres complexes différents, existants ou idéaux, et ou I'on compte pour
différents deux nombres complexes qui ne sout pas composés des
mémes facteurs premiers idéaux. Pour que la série proposée soit con-
vergente, le nombre s est supposé positif et plus grand que V'unité,
mais on le fera décroitre ci-aprés jusqu’a la limite 1.

La norme d’un nombre complexe, existant ou idéal, étant toujours

de la forme
NF(a)=.q". g™  ¢"™/" .,

ou ¢, ¢, q",..., sont des nombres premiers qui appartiennent respec-
tivement aux exposants f, f’, f”,..., nous pourrons introduire cette
expression dans la série R; mais puisque la méme norme convient tou-
jours a plusieurs nombres complexes différents, nous rechercherons
d’abord combien de nombres complexes donneront la méme norme,
c’est-a-dire combien de fois le terme
§S—1
(ol g’ g™

se trouvera dans la série R. On conclut du facteur ¢ contenu dans la
norme, que le nombre complexe F(a) contiendra nécessairement m

. . e . A—1
facteurs premiers de ¢, différents ou non, et parce qu’il y a — =e
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facteurs premiers de g, on voit qu’en prenant toutes les combinaisons
m a m des e facteurs premiers idéaux, sans exclure les facteurs pre-
miers égaux, on aura toutes les maniéres de produire le facteur ¢"/ de
la norme. Cela se fera, comme on sait, de

elett)e+2) .(e+m—1)
1.2.3... m

manieres différentes. De méme le facteur de la norme ¢'™/" pourra étre
produit de

(e +1).(e+2) . (d+m—1
1.2.3... wm T

maniéres différentes, si

et ainsi de suite. Observons encore que le facteur X* ne sera produit
que d’une seule maniére, savoir par le facteur (1— a)*, qui doit étre
contenu dans F (z). En combinant ces résultats particuliers, on voit
que le terme

£ —1 §—1

NE(a)F — (0oq7. g7 g7 )

pour des valeurs déterminées des nombres premiers ¢, ¢, ¢”,... et des
nombres n, m, m’, m’,..., sera contenu

ele+1).. (e+m—1) (& +1).. (e +m—1) (" +1)...(¢"+m" —1)
) 1.2... m 1.2

ce. m”

fois précisément dans ia série R. Donc cette série pourra étre repré-
sentée de cette maniére,

elfe+1)...(e+m—1) e (e +1)...(¢+ ' — 1)

1.2... m 1.2... w
R= (S - l) 2 )n:.qm[s_q’m'f’:‘ .. I

ou le signe sommatoire est pris par rapport a toutes les valeurs enticres
positives, zéro y compris, des nombres n, m, m’, m”.... Toutes ces
sommations s'effectuent sans difficulté au moyen des séries bino-
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miales

e ele+1) 1 . 1 ¢
e R . 1> ;
¢
| e 1 1 e
- ’fs_l_ (e —I—I) '2f'l+“ [ [ — ’
19 1.2 q 1
I—-q’—f’"

On aura donc la série R exprimée comme produit d'un nombre infim
de facteurs

I 1
I— — 1

AR K

En séparant les nombres premiers ¢, suivant les exposants auxquels
ils appartiennent, on aura autant de produits infinis qu’il y a de divi-
seurs différents de A — 1. Le produit total donnera

R =

§—1 1 € 1 e
1

; II -1
=3 = g5 Yz
ou le premier signe du produit I se rapporte a tous les nombres pre-

miers ¢, qui appartiennent & ’exposant f, le second 4 ceux qui appar-
tiennent a 'exposant f”, et ainsi de suite.

Soient a présent 3 une racine primitive de I'équation 8°~" = 1, r un
nombre entier, tel que le plus grand diviseur commun de r et ) — i
est égal a e; on aura évidemment

o NS S s}

En élevant a la puissance — e, et observant qu'on a généralement

ﬁkr — ﬁ(k+f)r — ﬁ(lm-zf)r’._.,
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on conciut de la que

N\,

I c I I 1 ' I
L L I_E: l_B_’:’) (l—E(I'—Q)"
7

9 7 q g

Le nombre r, dont le plus grand diviseur commun avec X — 1 doit étre
égal a e, pourra toujours étre pris égal a 'indice de g; car, en posant

r=indg [mod. (X — 1}].
on a

q=<7 (mod. }),
et puisque ¢ appartient a Iexposant f, on aura

¢ =7"=r1,

d’ou l'on conclut que r = ind ¢ sera un multiple de e; maiss’il y avait
un facteur plus grand de r = ind g et A — 1, f ne serait pas le plus petit
exposant pour lequel onag/=1 (mod. 2.). La substitution de la valeur
convenable r == ind ¢ donue

1 “__ 1 1 I 1
- - . vadg ) [ T peimag G—2)indg |
1—-—-—If 1—-% 1———p ’ > l—-—-P—-J—* I_p_( __./
qr q q q q* /

Les nombres f et e n’étant plus contenus dans cette expression, on
voit que le méme résultat subsiste non-seulement pour les nombres
premiers ¢, qui appartiennent a I'exposant f, mais aussi pour tous les
autres ¢, ", etc., qui appartiennent aux exposants f', f”, ete. Donc,
si Ton fait subir les mémes transformations & tous les autres facteurs
du produit trouvé, on aura cette ncuvelle expression de R,

§s—1 0 ’ 1 1 g i
R=""= 0 [ —— I —ag I —wm e\
1— = I— — 11— —— I_E -
)‘s \ qx q-' ¥ ) (/) /

{I.s

ou tous les A -— 1 signes des produits s’étendent sur tous les nombres
premiers, excepté le seul ).
Les produits infinis de cette formule sont connus par le célebre IMe
moire de M. Lejeune-Dirichlet sur la Progressi-: arithmétique, lu »
Tome XVI. — Decesses 1851, 58
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I’Académie de Berlin le 27 juillet 1837. Nous ne nous arréterons pas a
développer ici leur transformation en séries infinies tres-simples, et la
sommation de ces séries, pour le cas de s = I, qu'on trouve dans le
premier et dans le quatriéme paragraphe du Mémoire cité. En se ser-
vant d’une méthode élégante due 2 Euler, M. Dirichlet a trouvé
. kindn
I —gFindG =y Pl

I— ¥
q

~

ol le signe sommatoire s'étend a tous les nombres entiers positifs 7,
non divisibles par A. La substitution des séries au lieu des produits
donne

— pindn pzindn p{l—'z)indn
P ) el

1
=%

Maintenant, si Pon fait converger indéfiniment s vers la limite s = 71,
on aura, d’apreés un théoréme de M. Dirichlet,

T 1 _
(s — 1) w T VT3 pour s=i,
et puisque les antres séries contenues dans Iexpression de R ne ces-
sent pas d’étre convergentes pour s =1, on a

p()-——z)indn

Les sommes finies de ces séries, trouvées par M. Dirichlet au § 1V du
Mémoire cité, peuvent étre représentées de la maniére suivante :

1°. Si & est impair,

Zﬁ—kindn ‘"\/“l ﬁ(i—))/r-,’

n :}(p/:a) [' +74Vﬁk+ 7:+ﬁ“+73ﬁ”... + .,

O 74y Yoy Yare-ey -'yA_"z désignent les plus petits restes positifs des puis-

sances correspondantes de la racine primitive y, ¥, 3%,..., 741, pour
le module }, et (8%, a) lexpression connue de la division du cercle

2 3 (A—-Q)
(Bha) =a+ Bro¥ + B¥al 4 Brg’ . U=k
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2°. Si & est pair,

Zﬁji": _ 2 fle(a) + ple(or)+ Br1e(or ) 4 pET R ()]
no (1— ). (B4 «)
ou P'on a mis, pour abréger,

o A—1
po=

et ou e (a) désigne unité complexe

e(a)= \/(‘—“7)'(‘—“—7) = =+ .“F(y—x"(‘—“")’

(r—a). (1—a ) 1—a
la méme qui nous a donné un systéme indépendant d’unités dans le
deuxieme paragraphe de ce Mémoire.
Substituons ces sommes dans ’expression trouvée de R, en faisant,
pour abréger,
A=-2 ’
I+ UB+ 0+ -+ +y BT =09p),

?2(8)-9 ()9 (8.0 (g =P,

et comme ci-dessus, dans le § II,

le(a) + Ble(a )+ f*le(a”) +...+ ﬁ‘"‘_’le(a"‘u—l) = L(B*),

nous aurons
~

] — 2~ ‘et (—1? PL(") L(p). L(p") . L(F*™) _
¥ (B, a). (B a).. (B2 ) (1= ) (1— B=). . .G — = e=?)

Or nous avens trouvé, dans le § I1, qu’en désignant par D le déter-
minant des quantités

le(a), le(a"),..., le(a"#_,),

]e(a"), le(aﬂ’),..., le(m”#-l),

.....................
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on a

L (). L(B").L(g°).. L(**7*) = pD;
de plus, les équations

(B a). (B a)==%) et (f2a)=(—1,a)= % y(—1)*

donnent

(Bya). (B a).. (2 a) = = ey (o,

et Pon a
(=) . (1= ). (1— B r ) = [T
donc on aura enfin ’expression simplifiée

24~ 2 PD
A2e—32

R = pour s =r1.

Apres avoir trouvé cette somme de la série R, pour le cas limite
§ = 1, nous venons a la seconde partie de notre recherche, dont le
but sera de trouver une nouvelle expression de la méme série R, afin
que la comparaison de ces deux résultats nous donne le nombre cher-
ché des classes des nombres idéaux.

Dans la série proposée
S —1
R= ZENFT&T]"

ou I () représente tous les nombres complexes différents, existants
et idéaux, nous séparons les termes suivant les classes diverses aux-
quelles appartienuent les nombres complexes F (). En désignant par
J () tous les nombres de la premiére classe, c’est-a-dire les nombres
complexes existants, par f, (2) les nombres idéaux de la- deuxiéme
classe, par f, () ceux de la troisiéme classe, et ainsi de suite; et en
nommant H le nombre de toutes les classes diverses, nous avons

¥y —1I

— — ‘;‘._5-_._'__ —————-:I—:
R Z[Nf(m)]’Jr‘-'[Nf.(m)]’+ +2[Nf.’._.(“)]‘

il s’agira donc de trouver les sommes de ces H séries particulieres
pour le cas limite s = 1. Nous démontrerons ci-aprés que toutes ces
sommes, prises par rapport aux diverses classes des nombres idéaux,



PURES ET APPLIQUEES. 461

sont égaleé entre elles; c’est pour cette raison ue nous nous borne-
rons ici & trouver seulement la premiére somme, qui ne contient que
les nombres complexes existants.

Tous les nombres complexes existants sont contenus dans la forme

2

f(2) =xa +x,2" + x, AN ,

dans laquelle les coefficients

X, Ty Loyeony Xj—n

représentent tous les nombres entiers; mais pour toutes ces valeurs
différentes des coefficients, on n’obtiendra pas des nombres complexes
différents, car on sait qu’au moyen des unités complexes, le méme
nombre complexe peut étre représenté, par la forme proposée, d’une
infinité¢ de wmanieres différentes. 1l s’agira donc d’abord de trouver
les conditions auxquelles les coefficients

.'l', .’l',, .1‘2,..., .1';-2

doivent étre assujettis, pour que f(a) ne soit qu'une seule fois contenu
dans cette forme. A cet effet, jobserve que f(a) étant une expres-
sion déterminée du nombre complexe dont il s’agit, on aura toutes les
autres expressions du méme nombre, en multipliant celui-ci par une

unité quelconque; et puisque toutes les unités sont contenues dans la
forme

d(a) = * ae, (@) e(a) i tui(a) T,
ou ¢ (@) & (a)..., €u—y (@) sont u — 1 unités fondamentales, la
torme
m, m, my

fla) = x a"¢, (a)

pour toutes les valeurs entieres des exposants n, m,, m,,..., m,_,, con-
tiendra toutes les expressions possibles du méme nombre complexe.
Lorsqu’on y change @ en a~', on obtient, en multipliant,

Fla)fla )= (a)  ea(@) " turc (@) F (a) S (a0

2 PR

En passant aux logarithmes, et changeant « en a’, 27 ...
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on a ce systeme d’équations,

$1[rf (@) f @)= mle, (2) + myley(a)
+myile i () + F1[rf (a).f'{a™)],

5 llj’ff.(i.’) uf("'_?)] = mle, (“7) + myley (@) + ...

ey (1) 4 1[0 (a) (@)

....................................

et () 1l () ()

ou le nombre r est tout i fait arbitraire.
Mettons a présent

%] [’.7" (1)‘.}”(“—.)] =T 154 (a) + le?(a) +...+]'F_[l£‘u__l (a),
3 rf (@) f (@ N)] = 7. 1e, (@¥)+ 7, e, (@7) ...+ Y Yew i (a7),

.....................................

. n—2 p—2) =2 p—2
alg (27 g () = rie (a7 1 gl (a”7) +...
m—2
+.7#—!l€#—t(¢7 );

les inconnues y,, 7,,..., Y., de ce systeme d’équations linéaires au-
ront toujours des valeurs finies et déterminées, parce que le détermi-
nant du systeme, ou bien le déterminant A du § II de ce Mémoire,
n’est pas égal 4 zéro. Ce systéme d’équations, ajouté au précédent,
donne aussi

$ef (@) fla)] = (m, + 7)) Le (a) + (my, +f=)!52(¢)

+ (mu—y + Y} Veui(a), 7
?‘_?1[’f(“7) °f(“*7)] = (m + y,) I, (“7) + (my =+ y,) le, (d-")
’ (i + X ) Ve (at)s
%l ’j.(a'.,p—z) './.(‘z—.ru—ﬁ)J =(m¢ +]|)]5¢(¢7#—2)

+ (m’ +f2) 1 & (“7F_2)+-v-+ (m#—l +.7p—l) 15/4.—! (a""_n).
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On voit par la que les expressions de

$10rf7(a) S (@) et Llrrf(a).f(a7")]

1 n—d

et celles qu’on en déduit par le changement de « en a?, o7 ,..., 27
- , o

ne different qu’en ce que les quantités y,, r,,-..., J u—, SONL augmen-

tées des nombres entiers positifs ou négatifs m, , m,,..., m,_,. On pourra

donc toujours choisir convenablement les nombres entiers in,, m,,...,

m,_,, de maniére que les quantités m, + ¥, My + Faseeoy My + ¥, _,

soient toutes contenues entre les limites o et 1, et par cette condition,

les nombres entiers m,, m,,..., #1,_, seront parfaiterment déterminés.
[ 29 »
Mettant donc, pour abréger,

my+ ¥, =2y, Byt Yo= Zgy. ,Myr + ¥, | = Zu—ts

nous concluons que parmi tous les nombres complexes contenus dans
la forme

n,

f() =g (@) e(a) e (@)™ f(a),

il y aura toujours un, et il n’y aura jamais qu’un seul qui satisfait aux
conditions

LMrfla) f(27)] =z le, (@) +z 0 e(a) +. ..+ 3, il (a),
A )Y o) et 5yt

Al )  m e (7)) et ()
4 zu—ileu (an/'m—‘j )’

Zyy Bygyeens 2t désignant des quantités contenues entre les limites o et 1.
A cause du facteur = «®, qu’il faut encore ajouter pour avoir toutes
les expressions de f(a), facteur qui donne lieu 4 2 valeurs différentes.
il y aura toujours 2 A représentations du nombre f (2}, pour lesquelles
les conditions posées seront satisfaites. Il serait facile d’ajouter unc
nouvelle condition des coefficients, en vertu de laquelle le nombre f(«)
n'aurait qu'une seule représentation; mais il suffira de savoir gne le
nombre des représentations de f(2) est exactement égal & 2.
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D’apres les principes établis par M. Lejeune-Dirichlet dans ses re-
cherches sur diverses applications de I’analyse infinitésimale 2 la théo-
rie des nombres, on obtient la valeur de la somme

Z[Tfj_(Tl)]_s’ pour s=1,

egale au quotient du nombre des termes de cette série , pour lesquels
N /(=) est inférieur 4 T, divisé par T, lorsqu’on y fait croitre la quan-
tité T a P'infini. Nous obtiendrons le nombre des termes pour lesquels
on a N f(a) < T, en recherchant combien il yade systémes de valeurs
des coefficients x, x,,..., x, _,» compatibles aux p — 1 conditions

posées jointes a la condition N f(a) < T, et puis divisant ce nombre
par 2. Pour cela, nous changeons les quantités x, x,,..., x; _,
NSf(a)
A—1
¢
les nouvelles quantités &, x,,..., .  n’obtiendront plus toutes les
A—1

; alors

en ;7 ?,---, '—"'-;1-2‘: d’ou f(2) se change en@, Nf{a)en

valeurs entiéres compatibles anx conditions posées, mais les valeurs
d’vne série arithmétique doublement infinie, dont la différence est

égale & ¢. Les p. — 1 conditions pour les nouvelles quantités .r, Tiyeony
y . r .

. __ne sont altérées qu'en ce que, au lieu de r on aura ;7> €t puisque r

2

P

est tout a fait arbitraire, on prendra r=¢*, ce qui revient a faire
r=1 dans les conditicns données ci-dessus. De plus, en prenant

T = 7{7 ;aulien de N f/(2) < T,ona pour les nouveaux coefficients du
s . !

nombre f(a) la condition N /() < 1. Maintenant, si I'on prend ¢ infi-
niment petit, les quantités @, x,,..., x,  seront des variables conti-

nues, le nombre des valeurs de x pourra étre représenté sous la forme

H 1

; {.da:, le nombre des valeurs de x, sous la forme ;fdx,, elc.; donc

te nombre de toutes les combinaisons des valeurs de Xy Xy,..., . sera
e §

donné par Vintégrale multiple

1

7

h=1)
[ dxdz, dx,...dx, _

o

t}.-—l o
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ce qui donne, en divisant par T = )

t)—l

9°

(h—1)
f dx.dx,.dx,..dx, _

Nous en concluons que la valeur de la somme proposée, pour e cas
de s = 1, est donnée par la formule

s—1 I (=1 .
Zm Y f dfx'( xq-d-’l’2... {{xl

—a?

ou les intégrations sétendent sur toutes les valeurs des variables x,
x,,...,x_ entre les limites — % et + o, qui satisfont a 1a condition
i—2

N f(a)>1 et aux équations

tirfia). fla )] =z le (@) + zle(a) +. .+ Fu— le, .o (@),

ou les quantités z,, z3,..., Z, _, sont contenues entre les limites o
et 1.

Pour déterminer la valeur de I'intégrale

f“—x)d.r.dx,.(txr..dx) =1,

—_

nous y appliquerons quelques transformations successives, qul seront
effectuées d’apres les régles connues pour la transformation des inté-
grales multiples.
, : . .
D’abord nous introdunirons les nouvelles variables y, ¥, 7.
¥, liées aux variables x, x,, x,,..., &, _, par les équations

y=flan yi=fla), ra=sflar), r oy =fa? )

Tome XVI — Déceusrg 1851, 69
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Les différentielles partielles des nouvelles variables, prises par rapport
aux variables x, x,,..., x*—2, sont données par la formule

' k~+h
e __ 27 ,
daxy,

d’ou il suit que le déterminant

2 +% Y di‘:?
T dr dx, dz

sera le déterminant des quantités

2 A—a
, ay, al,.., a?
Iy 2 3
27, a’, a¥ ..., a
i—2 i3
a?  , a  al..., a

qu’on sait étre égal au produit des différences de toutes ces quantités
prises deux a deux,

(ﬁ - a'l)_(a — o:"’),_. (a _a'r“‘_’),
(o ar)... (a7 =),

. . . A—r1)} (A — . .
Ce prodait, qui contient (——L);(———%—) facteurs premiers de A, est égal
A—2

a la puissance X ? | d’oui résulte

A=
(=L 2. T2,
" dr dzx, d.z-) - !

—3

et puisqu’on obtient I'intégrale multiple transformée en divisant par ce
déterminant, on aura la premiére transformée

. (1—1)
1=T;f dydy,... dy,_,.
2 2
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Transformons de nouveau par les substitutions
ly=v+ wy—1, ly, =v, + o, Vet 1¥u i =ve 1+ Wp¥ = 1,

ly,=v—wy—1, lypri=v, —0V—1,...,

l.,‘ﬂﬂ.-f-} =VUp—1 — my-—‘V‘— I,
nous aurons en général
dys S dyy —
= duy + V—1dwy, —L=dv~y—1dw
k At p

Alors au lieu de dy, dy, , , dans I'intégrale multiple, il faudra substi-
tuer L'expression

dyy Viep dy D
(ﬂ ke N ke (lvkdﬁ)kv
Vi
qui se réduit &
—ay—1 e du,.duwy,
et I'on aura Pintégrale transformée

ak

(2—1n
I = )—_—;f e*. e e v rdudy,...dv, . dode,...dw,_,.

% 2

Ayant posé
Fla) =pmen V= (o 7) =g, = e
nous avons
) flam) = e, w=s1Lr (@) s

les limites des nouvelles variables seront donc déterminées par les
équations

v =2z, (&) + zley(a) +... + sp—ileu—i(a),

v, = z,lg, (ay) + 2,1 (a") Y 1 (a"),

........................

yft=—2 —12 w—1
U‘,,_.'1= z.l€|(al )+Zg‘53(a7 ‘)+~'~+Z'/L—llép——l(a7 )e
5¢.



468 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
ou z,, z,,..., Z.—: sont contenus entre les limites o et 1. La condition
N f(a) <1 donne, en outre,

2y

e e’V .. eu—

entre les limites o et 1.

Les p variables o, w,,..., ®u—1, qui ne sont pas limitées par ces con-
ditions, sont données comme fonctions des variables primitives x, x,,...,
X5, par I’équation

tang (o) = _ ()= ,
V=il () + s (7))

expression ou les quantités Imaginaires disparaissent d’elles-mémes; et,
puisque les quantités x » Lyy...y &, . peuvent varier entre les limites
— ® et + o, on voit que la méme chose aura lien pour tang (w,): et,
en considérant encore que sine, et cos w; peuvent avoir toutes les va-
leurs entre les limites — 1 et 4 I, on conclut que les limites des va-

riables o, w,,

Wgy...y Wy, SEront —'g et + 3?", oun tout autre intervalle
de 27. En effectuant les intégrations par rapport a ces variables, entre
les limites — E et 4 3?”, on a

22 1 o ()

A—3
3 2

e“.e“'...e“#—'du.du,...dv,‘_,.

Intégrons a présent par rapport & la variable v,_,, nous aurons
I
fe“l**' dvyy = -,

les limites de cette intégration étant données par la condition

e’’.e’", .. e*vn— z‘:, et celles de &*»—1 étant 0 et e™?".e™ % g2 vu—s.

L'intégration entre ces limites donne le résultat tres-simple

272 pp (m—1)
A— 2
2

dv.dv,...dv,_,.

A

Il nous reste encore i effectuer la dernicre transformation de cette
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intégrale, qui consiste dans la substitution des variables z,, z,,...
données par les équations

v =z, le (@) + 2l (@) +. oo+ zu—iLea—i (@)

vg—:z,le,(a’)-i—z,leg(ay)ﬁ— . | (a.’_),

p—2 '/1.—-'2‘ 4=
v,l,lzz‘\e,(a'y )—i—zglt-:?(a’ )—{——i— z-‘,,,#,lelm_,(.r/.'y ),

au lieu des variables v, u,,..., v,—,. En désignant, comme ci-dessus,
par A le déterminant de ce systeme d’équations linéaires, nous avons
tout de suite l'intégrale transformée, et, parce que toutes les intégra-
tions par rapport aux variables z,, z,,..., Z.—:, doivent étre prises
entre les limites o et 1, la nouvelle intégrale est évidemment égale a
'unité. Donc la valeur cherchée de I'intégrale 1 devient

22F gt A

i—2

2

b

De la résulte cette expression de la somme proposée

s—1 22t 7x"A _
Z[Nf(a.)]’_ » pour s=1.
2

[

Nous allons maintenant démontrer que toutes les autres sommes
partielles de I’expression

§s—1 s —1 §—1 61
S T = SN NI RN W]

ont les mémes valeurs que la premiere, que nous venons de trouver.
Pour cela, soit p(a) un multiplicateur idéal qui, joint aux nombres
idéaux de la classe fi(a), les rend tous existants, et posons

9 (a) fy(@) = Fix(a);

nous aurons

§—1 e—
Z[N_fm: N‘P(“)va pour s =1I.
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ou F,(a) désigne tons les nombres complexes existants qui ont le fac-
teur idéal 9 (a). La recherche de la valeur de la somme

$S—1

Zrma pour s=—1j,

se fera de la méme maniére que celle de la somme trouvée ci-dessus,
avec la seule différence qu'il v aura quelques conditions de plus pour
les coefficients des nombres Fi(a), pour exprimer que F;(a) doit con-
tenir le facteur idéal ¢ (a). Supposons que ¢(a) contient un certain
facteur premier idéal de ¢, m fois, de plus un facteur premier idéal
de q’, m’ fois, etc., ou 9, ¢, etc., appartiennent respectivement aux
exposants f, f7, etc.; la condition que F;(a) soit divisible par ¢(a)sera .
exprimée par f congruences linéaires pour les coefficients de F;(a) par
rapport au module ¢”, de plus par f* congruences linéaires pour le
module ¢’ etc. Or il est clair qu’étant donné f'congruences linéaires
par rapport aux coefficients du nombre Fi(a), pour le module ¢™, le
nombre de tous les systémes des valenrs convenables de ces coeffi-
cients se réduira i la g/ #me partie; de méme, les congruences pour
le module ¢’ réduiront ce nombre de valeurs 4 la q'™ S #me bartie, et
ainsi de suite. On en conclut que la valeur de la somme proposée sera
égale & la g™/.q'™' /.. #me partie de la valeur de la somme trouvée ci-

dessus, et, puisque le produit g™.q'™7"... est égal i la norme No(a),
on aura

§— 1 1 §—1
Z[NnmrzNT(«BE[MM}" pour s =1;

enfin cette équation, jointe a la précédente, donne

F—1 E |
Z[Nﬁ(a)P:Z[Nf(ﬂ)]" pour K 1,
ce qu’il fallait démontrer,

- Le nombre des sommes partielles qui donnent la somme totale R
étant égal 2 H, nous avons

§—1
R:I{Zm) pOlll’ F=1;

d’o11, en substituant la valeur trouvée de cette somme, nous avons |a
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nouvelle expression

2232 A H .
=

A

1;

ce qui, comparé A la valeur de la méme série R, trouvée dans la pre-
miére partie de cette recherche,

247 2 P.D

R="T=

donne I’expression cherchée du nombre des classes des nombres com-
plexes idéaux

P.D
H—= ——.

(2))‘”__l .A
Je répéte que dans cette formule la lettre P désigne le produit
= ¢(B).o(B). (8- 9 (F),
ou f3 est une racine primitive de I’équation 7" =1, et ou
PB)=1 B+ B+ 'h#,ﬁ}_z,
Uiy Y2s Yareer V1o E1ant les plus petits restes positifs des puissances
7% ¥« - » 7~ d’une racine primitive y pour le module 3. La lettre

A—1 . .
2 1 : 4 F4 r z .
west qu'un signe abrégé de ——. D désigne le déterminant des quan

tités
le(a), le (“7)7-"’ le (a',ﬂ—“) 2
rela), el e,
le (a.,.“"'"‘)’ ] e(a'y"_'), , le (aylu 4) ’
ou

(1—a) (1—a) — T 1—a
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A désigne le déterminant des quantités
ley(a), leg(a)., le—i (&),

]5|(a7)1 le(a.'/),..., ]E[L—l(av)’

I, (o:"’unz), le, (a"#—:),..., Fe,—, (a"'u—n) y

ou & (@), & (@),--.s &y—1 (@) représentent un systéme de p. — 1 unités
fondamentales. _

Nous terminerons ce paragraphe en faisant quelques remarques sur
la formule trouvée pour le nombre H des classes des nombres com-
plexes idéaux. D’abord nous observons que le nombre H consiste de

deux factenrs entiers bien distincts, le premier égal a — le se-
(23)

. s D : i .
cond égal & —. On démontre aisément que le premier de ces facteurs

est un nombre entier, en faisant voir que le produit P contient
(. —1) fois le facteur 2, el autant de fois le facteur ); pour le
second facteur, cela découle immédiatement de V'observation faite 4 la
fin du § II de ce Mémoire. Pour le cas de X = 5, nous avons trouvé
que l'nnité e (@) est une unité fondamentale, d’ou il suit D = A;
donc on a :

Z—): 1, pour X =25,

Pour le cas de A= 7, on trouve sans difficulté que e («) et e («7) sont
encore deux unités fondamentales; donc on a de méme

D
D=A et 3T =1, pour =31,

Mais si ). est plus grand, le calcul effectif de ce second facteur est tres-
pénible, parce qu’il exige qu’on recherche d’abord un systéme d’unités

. P ;.
fondamentales. Le calcul du premier facteur —— > que nous dési-

. (22}

gnerons simplement comme fonction de X par P’ (1), n’offre pas cette
difficulté; je Pai calculé pour toutes les valeurs du nombre premier 3
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de la premiere centaine. Voici les résultats de ce calcul :

P (3 =, P'(43) = ar11,

P 5) =, P’ (47) = 695 = 5.139.

Py =, P’ (53) = 488q,
Pin) =1, P (59) = 41241 = 3.59.233,

V=1, 'P'(Gl):763OI:4l.l861,
P =1, P (67) = 853513 = 67.12739.

Y= 1, P'(71) = 5472271 = 7.7.29.385 ¢,

Pa3) = 3, P (=3) = 11957417 = 89.134353,
P’ (29) = 8, P'(~g) = 60087849 = 5.53.377911,
P’ (31) = o, P’'{83) = 838216959 = 3.279405653,
P(37) =37, P/(89)= 13379363737 = 113.11840144y.
P4y = 121, P(9g7) = 411322823001 = 3457.118982543.

I

On voit que ces nombres vont en croissant avec une rapidité ex-
traordinaire. La loi asymptotique des valeurs de ce premier facten:
du nombre des classes H est exprimée par la formule

r+3
P i) = L N
Ve (2)‘),11.—1 T a—=3  a—

22.1:')‘

dont je me réserve la démonstration et les développements ultérieur~
a une autre occasion.

§ IX.

Deuwx recherches spéciales concernant le nombre des clusses des
nombres complexes idéaux et les unités complexes.

En examinant les valeurs du premier facteur du nombre H, donnees

dans le paragraphe précédent, on voit que, pour les trois nombres
premiers de la premiere centaine

»=137, r=159 et k=67,

Come XVI. -— (DECEMBRE 1851, teiy
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le nombre H est divisible par L. Pour de telles valeurs de X, les
nombres complexes sont doués de quelques propriétés singuliéres, de
maniere que ces valears de A se présentent dans plusieurs recherches .
générales comme cas d’exception qui exigent des méthodes particu-
liéres. C’est pour cette raison que nous nous proposons ici le pro-
bleme de trouver tous les nombres premiers X pour lesquels le nombre H
des classes des nombres complexes idiaux est divisible par ).

. . P
Nous commengons par discuter le premier facteur B
2

nombre
P

=

D
"=
ou nous avons posé
P=0o(f).9(8).0(f)..9(f—),
(B)=14+ 0B+ 0+ B+ a2
En multipliant par y8 — 1, on a la formule
(PB—=1)eB)=(m_,— D)+ —=7)B+ (1 —1) B+
+ (T3 — Vi) P73

dans laquelle tous les coefficients sont divisibles par A; car, en substi-
tuant

Y =7 et p=9y (mod.}),

ona

T — =7y — Y=o (mod.}).

Donc, en posant
Vo= — T = Ly
et

bo+ b, +b3+ ... + by 2= (),
I'équation précédente donne
(78 —1)9(B) = 1¢(B)-
En éhangeant Ben 3, £*,..., B2 et multipliant, on trouve

(B =0 (B —0). (B = D) P = Mg (B) . 4 (). (B 2),
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et, comme on a

(48 —1).(vB — 1) (yf — ). (P — )=+ 1,

cette équation devient
(pe+ )P =24 (B). ¢(£)... ¢ (B —?)

. . e e A—1t
Le nombre y# + 1, 7 étant une racine primitive et g = ——> est tou-

jours divisible par %, on pourra donc poser y* +1=AG, ou G est un
entier ; on pourra aussi toujours choisir la racine primitive 7, telle que
7% --1 ne soit pas divisible par A?, c'est-d-dire que G mne soit pas divi-
sible par A. Cela étant, on aura

P

1 G e = 4 (B)- 4 (B) 4 (B),

et, puisqu’en substituant la racine primitive y de la congruence
Y '=1 (mod.})

a la racine de I’équation

p—=r,

on a évidemment

$(B) -4 (B) - 4 (B )=¢(-¢(7) - §(¥ ) (mod. }),

cette équation donne la congruence

QF"G~(2)‘I))#_IE (N-$ ... ¢ (2 (mod.})

11 suit de 12 que le premier facteur

— du nombre des classes H

sera ou ne sera pas divisible par 1, selon que parmi les facteurs du

produit & (7)- ¢ (y*)...¢(y*~2) il y en a un ouil n’y en a aucun divi-

sible par A. Ainsi tout se réduit & examiner si la congruence
PP = bo - Byt ™ 4 byt

+b, TP =0 (mod. )
est ou n’est pas remplie pour une quelconque des valeurs de n =,

2
2y Jyency e

60..
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En divisant par 42"~ puis changeant les exposants 1, 2, 3,.... A —
en indice, au moyen de la congruence 7*= v, (mod. %), on aura la
congruence équivalente

3 2 p— g2 e " — — = A

Poyint 4+ b, + b, 7271 =+ by P b;-ﬂ'j{lg’ =o (mod.)).
Or 1l suit de la définition méme des coefficients Aby =y, — ¥+ qu’on
a b, =o, pour toutes les valeurs de Y+ comprises entre les limites o

i . .
et -» b, =1 pour toutes les valeurs de Y#— comprises entre les limites
7

A 2% . .
et —» et généralement b, = s pour toutes les valeurs comprises entre
7

(s+1)

.. sk A
les limites — et - Donc, en comprenant tous les termes de cette

/

congruence, pour lesquels les coefficients &, ont la méme valeur, et en
. - . DY

désignant généralement par ¢, le plus grand entier contenu dans =, on
t

pourra la mettre sous cette forme,
(&1 (4, + 2 )2 4 £,

H2(l 1) (G 22 e 27,

(= Ot )2 (g, 2)
+ (A —1p?"'l=o0 (mod. 1).

Nous nous servirons ici de la fonction rationnelle et entiere de la
variable x,

. xrn IIn—x B‘zzn B Xt —1 nB . x?
L) = — — _ ++£_.)_";.
- i, 20, | 1 Y § 18 |1 PP | A ,Mm,,_,

dans laquelle B,, B,,..., B,_, désignent les nombres bernoulliens, et I,
le produit 1.2.3... r. Dans le cas ot x est un nombre entier positif, la
fonction y{x) exprime la série des puissances (27— 1)*m des nombres
naturels, car on a la formule connue

R M S LS (x —1)—=11,, x(x.
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Au moyen de cette formule, la congruence proposée se represente de
la maniere suivante :

Lita1— x(ti+1)
<+ fz[y'u:,_—)-n)—-x(t.z—}-n)]—x— 3[x(ts+1)— X_Us—!-l)]—{v—...
4y — 2R = xlt— +1)]=0 (mod. }),

ou, plus simplement,

x ()l + x(t +1) 4+ x(t, - +1)=o0 {mod. 2.

I.e nombre ¢, étant le plus grand entier contenu dans la fraction LA
I

pourra étre mis sous la forme
Sh—r,
s — T
¥
ou r, sera un nombre positif, moindre que 7, et la congruence propo-
sée prendra la forme

[ h— 1 4+ 2% — 1.+
P (T IEY) y (P ) o

;
fog e U VA — 7y . N
+X(\/ ) - 7 ‘+7>=o (mod. » :

d’ou, en négligeant les multiples du module %, on aura la congruence
simplifiée

t(5) (1) o () e et

dans laquelle on pourra faire disparaitre les fractions en multipliant
par les dénominateurs, dont aucun ne contient le facteur i. Les nou-
bres r,, ry,..., ry—i coincident avec les nombres 1, 2, 3,...,; — 1, pris
dans un ordre convenable; car on sait qu’ils sont tous positifs, moin-
dres que v, et 'on démontre aisément qu’ils sont tous différents entre
eux. Donc, en mettant 1, 2,..., 7 —1, au liea de r,, ry,..., r,_,, on oh-
tient la congruence

2.

x(2) r(2) () e x(1=*)=o (mod.?).

Pour obtenir P'expression la plus simple de cette congruence, ncous
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développerons ici une formule nouvelle, contenapt une propriété cu-
rieuse de la fonction y(x). Pour cela, nous partons du développe-
ment en série, ordonnée suivant les cosinus des multiples de 227,

() _{=1rB,  (—1)2 fcos2zm cosfrn cosﬁxn+
X\ )_— n,,‘ - (2”/)271 l:n + 23,, 3.“. e ]

dans lequel x doit étre pris entre les limites o et 1. En prenant suc-
2

. 1 —1 . , .
cessivement x — 0, —» —5..+y 7—, et ajoutant ces équations, en ob-
7

servant que la série

3 p _
1+ cosm—.’1r + cosht™ ...+ cos T TN
7 7

est égale a 7, si & est un multiple de y, et qu'elle est égale a zéro dans
tous les autres cas, on obrtient

() =5(3)x(3) e

=0 - G [ it g |

m,. G Ly T ey T Ee

et puisqu’on a

1 1 __{2n)y"B,
l+-2'Tn+ 3o -+ ... = T"—’

Péquation précédente se réduit a
! 2 Y=\ (=t —1B,
1)+ 2(G) (1) = L
A cause de cette propriété de la tonction x(x), la congruence de

laquelle dépend la divisibilité par X du premier facteur du nombre des
classes H, prend la forme

(y’*—1)B,
72n—l H,n

=o0 (mod. ).

Le dénominateur o*"~'I1, , peut étre rejeté, parce qu’il ne contient
pas le facteur }; de méme, le facteur 7*" — 1, qui n’est pas divisible
par ) pour les valeurs de n=1, 2, 3,..., p — 1, pourra étre négligé
dans tous ces cas, en sorte qu’on a simplement

B,=o0 (mod. ).
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Le cas de n = ., ou y*# —1 est divisible par 1, en sorte que B, con-

tient le facteur A en dénominateur, exige une discussion particuliére.

D’aprés une formule connue, le nombre bernoullien B, s’exprime au

moyen des nombres bernoulliens précédents, de la maniére suivante :
n, B n, B (—1)# (—r)itt

P o B L R + )

L 20, 2‘11511”_4 2% (2p +1) 22

ou P’avaut-dernier terme est le seul qui contienne le facteur 2 +1=2
en dénominateur. On aura donc

_(=n* M
BM— 2“F.l+ N’

ou N n’est pas divisible par ), et en multipliant par
Pr—r=(yr— )+ =(r - DAG,

on obtient Iéquation
N (2)y (10| — 0G0 ],
X(7>+x<7) X.( 7 )_ pTIn,, [22" M N]

La congruence de condition, posée ci-dessus, devient donc, dans le
casden—=p,

G (3 —1)

mzo (mOd. )\);

d’ou, en ayant égard a hypothése que G n’est pas divisible par ), on
voit qu’elle n'est satisfaite pour aucune valeur du nombre premier X
Ainsi la divisibilité par A du premier facteur du nombre H dépend de
ce que la congruence B,=o (mod. 1) ait lieu pour une quelconque

des valeurs de n =1, 2, 3,..., o — 1. Le résultat trouvé donne le
théorcme :

La condition nécessaire et suffisante pour que le premier facteur

du nombre des classes H soit divisible par X, consiste en ce

(22)A—1
1—3

qu’un quelconque des 5

premiers nombres bernoulliens soit divisible

par i
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\ . . D .,
Passons a la discussion du second facteur e du nombre H. En vertu

d"irr théoreme démontré dans le § IT de ce Mémoire, une certaine
prissance de toute unité complexe s'exprime comme produit de puis-

A nrces i e i N 7 777
sances entieres du systéme indépendant e(«), e« ),..., elz I
nous pouvons donc poser, comme a ’endroit cité.

. \n A\ Y7 AV
qle) 'te(zf) ‘.e(a’) ’...e(_a.’ ) #=t,

2 “ 2 2
- r
...e(ac7 )#—’,

2(0()/1_.: e(a)rf .e(a'?')”

n—1

”,'/" 2 M—=1 W ’ '10—2))'
s',_.(a) :e(‘f/.)" .e(av)" .ela? T

\

en supposant que ¢, (), & (a),..., £,y { @) désignent un systéme d’uni-

tés fondamentales, et que 'exposant n, n’ait aucun facteur commun

avec tous les exposants r4, rk..., r*  Nous obtiendrons de 13, comme
or—1

dans fe § 11,

D R My fy
Y R
«Fou il suit que ;- ne pourra étre divisible par X, 2 moins quun des

nombres 7, ny,..., n,__, ne soit divisible par 4, c’est-a-dire qu'on ait
une équation de la forme

5(")”2 f’("’-)r'-c’(a")r’.” e{a’" _2)",‘_ I,

dans laquelle 7 soit divisible par ), sans que les exposants ry, r,,..., ro—
soient tous divisibles par 2.

Or, on démontre aisément que la ™ puissance de tout nombre
coinplexe existant est congrue 4 un nombre entier non complexe pour
le module i. En effet, en élevant a la aéme puissance le polyndme

Sfry=a+aa+ a2 +.. . +a,_,a,_,

el négligeant tous les termes divisibles par ). il ne restera que les )«
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puissances des termes du polyndme, et I'on aura généralement
flaY=d +ai+a; + ...+ a_,
=a+a,+a,+...+a,_, (mod 2).

f.a puissance ¢(a)", n étant divisible par ), sera donc congrue & un

nombre entier non complexe ¢. Eu le substituant dans I’équation pré-
, L. , . . D .
cédente, on aura une condition nécessaire pour que le facteur -, soit

divisible par A, exprimée par la congruence

e{aY.e(a’)s. ..e(a”’”_Q)r‘"' T'=c¢ (mod. ),

laquelle doitavoir lieu pour des valeurs entieres des exposants r,, 1y, ...
r, —;, qui ne sont pas tous divisibles par A.

L.a recherche des valeurs du nombre premier ) pour lesquelles cette
congruence puisse avoir lien se fait anu moyen d'une méthode générale,
dont le point principal consiste en ce que, dans une équation conte-
nant des nombres complexes. on introduit une variable continue x,
an lien de la racine . Etant donnée une équation

fla)=g(2) ou fla)—g(a)=o0.
qui aura lieu pour toutes les valeurs de a qui satisfont a I'éguation

i+o+o 4.+’ =o,

la fonction rationnelle et entiére de la variable @, f(x) — ¢(2) sera
égale 4 zéro pour toutes les valeurs dex = o, x == 2%, .., x = 22"
d’ou Pon conclut qu’elle sera divisible par
o —a)(x—a (- = st e T
on pourra donc poser
fa)—olx)=(+a+ 2+ + 20N (x),
ou
flry=o(x)+ (1 + 2+ &%+ .+~ dbix),

4 (2 étant une fonction rationnelle et entiére de la variable .

Tome XVI — Decesmrre 1831, 61
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Pour faire 'application a la congruence proposée, nous la réduirons
V’abord a I’éqnation

e(a) .e(a’Ys...e (a"#_‘,)r’u_' =c+ A¢(a),

dans laquelle ¢ (o) désigne un nombre entier complexe. En substituant
la variable x au lieu de la racine a, on aura

iy Y k- L
e(x).e(x’):. . el x” )" '
=ce+hp(x)+ 12+ a2 .+ XN g ().
Si maintenant on prend les différentielles des logarithmes des deux

membres de cette équation, et qu’apreés avoir multiplié par x, on res-
titae la valeur particuliére x = «, on en tire Péquation

fl—'l 2
¢ Ye'(at —a ! AR
I rgyfié%) R Y }_1 )
e(x) ela) e(ﬂ )

_rag (a) (a4 222+ 3% ... ().-—l)ai-—']x[o(cz)
- ¢+ dg{a) ’

ou, suivant la notation de Lagrange, ¢ () et ¢’ () désignent les pre-
mieres dérivées de e(x) et g(r). De la, en rejetant les multiples de 7,
et faisant, pour abréger,

on aura la congruence
rF(a)+ryyF(a?)+...4+ ro_,y*'F ( cz"'u_?")
E; e+ 22+ 3 +...+ A —1)ad '] ¢(a) (mod. }).
En mettant le nombre complexe ¢ () sous la forme
$(2) =a+ (1—a) ¢, (a),
ou a est un entier non complexe , et observant qu’on a
(t—a)fa+20 + 3 +...+ (A=) 1] = — ),

puis faisant enfin
__2a
M= - (mOd. )\),
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on aura

roF(o) + ryF(e)+..+ oy 7 °F (rj_.h"u_.l)
—::M[OL—%— ot . +<)\"“‘) '_]]
Développons actuellement le nombre entier complexe F{o ). En pre-
nant la différentielle logarithmique de Pexpression

\ (l——.z‘/ 1—x—7)
(x (1—x)(1—27) ?

xze'(x) 14wy (I—F.Z""\/ )
e(z) T 1—=x N

on obtient

o

d’ou, en restitnant la valeur particuliére x = ¢,

1+ '/(l—(—a'/)
[z V—

F(e)=

Le développement ultérieur se fait au moyen de ’équation

-

(—2){a+20+3& +...+ (2 — M= — 17,

de laquelle on tire

I [a+2a"+—3'/:‘+...+('A-—|)z/—l]
—_ 9

1—a i

et en multipliant par 1 + o,

142 [1+za+4a 46 4.2 1)z 1]

I Iy

‘Lorsqu'on y remplace les coefficients 1, 2, 3,..., A — 1 par les now-
bres 1, Ju: Yay---5 7. _ o+ Ui, abstraction faite de l ordre, sont absolu-
A —

ment les mémes, et qu en méme temps, au lieu des exposants cor-
respondants, on met 1, Y, ¥, ..., 7 2, cette équation prend ia
forme

1—-;;’)

“+ 2 (‘A-—{- 2 4 27,17+27317;+...-+—2'“_,le

— 2 B

-

Hr..
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Si I'on change a en 27, et qu’on multiplie par y, on aura aussi

T(1—a?) (7 + 297 a2 +2ya7 + 291,02 4.+ 27.“_317’“3) .

[— by

entin, en soustrayant cette équation de la précédente, on obtient le
développement

2(')"7)—2—1)” + 2(7—-7')6(7 +
3 4 3

Fla)=7—1+

2(7H=3 " Ti—a) 4"
L AN T ) T
X
dans lequel les coefficients sont les mémes que ceux que nous avons
désignés par b,, dans la premiére partie de cette recherche. En adop-

tant les mémes signes, nous avons
2 4—2
Fla)=7—1+2b,a+2b,a" + 2b,0" +...4+2b,_,07

Substituons le développement trouvé de F («), de méme que ceux

de F{a?), F(a?’), etc., qu'on en déduit par le changement de «
. 1 .

en o, a’, etc., dans la congruence proposée, dont le second membre
pourra étre mis dans la forme

7 27 =201 7")
M(a—i—ya + et L+ T .
Comparons séparément les coefficients des termes multipliés par .

. 2 b2 . .
e’,a’,...,a’ , et nous aurons ce systeme de congruences :

Pobo+ yrabi s+ Pl s+ 4+, by, — R=M
b+ yrabe + Prsbsa 4+ by — R= M
by b+ Proby 4+ by — R= M

a o 8 s s s e 4 4 a2 e a8 s 8 = D L

rbya+ by + by o+ 2, by — R= 3 M
ou nous avons fait, pour abréger,

e yr, + Y o+ 2., = R

(mod. 2},
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Ces congruences, multipliées respectivement par 1, "4, y2 %, |
7= @r—1), et ajoutées, donnent une somme qu’on décompose aisé-
ment en deux facteurs

r,+ 72nr2 - '}'m ry 4+ ... b0+ b‘ 7211—|+ b272 (2;1—4;__)_.“.
- ».,,'J(M—Q)n [ + b)_n-y(l——z) (2n—1)

= 0,

pour le module X et pour les valeurs de n = 1, 2, 3,..., & — 1. 1l suit
de cette congruence, que dans les cas ou le second facteur
» q

bo —+- bl72n—l -+ ],272(2u~i)+”_+ b;._‘)‘.y().-').}{'zn—x)

n’'est divisible par X pour aucune des valeurs de n = 1, », 3, .. Y
g — 1, le premier facteur sera nécessairement congru a zéro pour
toutes ces valeurs de n. Dans ce cas, on aura le systéeme des con-
) Y
gruences :
ry 4 Pry 4 oyt 4. 4 y2e—2)
3 [ARE T SR A T ab Tl Tp—1
T A A e ol ZA o F I

i

0,

I

0? ; -~
(mod. 2).

ry e, ot =Dty =,

Le déterminant de ce systeme de congruences linéaires n’est pas congru
a zéro, car on sait qu’il est composé de facteurs de la forme P —
ou k et k sont différents entre eux et moindres que u — 1. Par cette

raison, il ’y a pas d’autres valeurs des inconnues de ce systéme
que

ME0, IE=0, INN=0,., =0 (mod. 1),

et puisque ces exposants ne doivent pas étre tous divisibles par %, on
en conclut que, dans le cas ou

bo+ byt 4 by byl i

west divisible par X pour aucune des valeurs n =1, 2, 3,..., 4 — 1,
D . .
le second facteur = du nombre des classes H ne sera pas divisible

par A. La condition

bo+b, .an—c_'_ b,'f""“'”—l—... + 51_27(1»— 2,031 =) == o (mod. )\
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, . D . 4. .. <« .
nécessaire pour que le facteur - soit divisible par 4, étant la méme
que nous avons trouvée comme condition nécessaire et suffisante pour

. P . e
que le premier facteur oy soit divisible par X, on voit que l¢
2 A

second facteur du nombre des classes H ne sera jamais divisible par 2,
4 moins que le premier facteur ne le soit en méme temps. Nous voila

done arrivés aun résultat suivant:

Pouwr que le nombre H des classes diverses des nombres complexes
idéaux soit divisible par X, il Saut et il suffit que le nombre premier 7.

L , , r—3 ,
soit facteur du numerateur d'un quelconque des —— premiers nom-

-~

bres bernoulliens.

Nous passons au second probleme de ce paragraphe, qui consiste
Jdans la recherche des valeurs du nombre premier A pour lesquelles
une unité complexe puisse étre congrue a un nombre entier non com-

plexe, sans étre une puissance du degré X\
Soit E () une unité complexe qui satisfasse a la condition

E(a'=c¢ (mod. 1),

ou ¢ est un entier non complexe. Cette unité, exprimée par le systeme

des unités indépendantes
A w—2
e(a), e(a"’),..., e(a"“ ),

prendra la forme

,.l r i w—i

) 7' n v n
E(2) = = a"e(a) .e(a") ...e(a" ) ,
. - re r r[.a.—i 4 - . .
ou les exposants rationnels LIt B sont réduits au méme dé-
nominateur le plus petit possible , en sorte qu’il n’y ait pas de facteur
¢ommun de tous les numérateurs avec le dénominateur 2. En chan-

geant  en o' dans la congruence posée, on a aussi

E(a*)=c¢ (mod.1),

d’otr _
E(z)=E{a' (mod. ),
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et, par conséquent,
a'=o*, o'=1, k=o (mod.}).

En substituant cette valeur de « = 1, élevant 4 la puissance n et pre-
nant E(a)=c, on aura

+ct==e (az)rI e (a"l )ri ...e (a7'u—2)rﬂ—l (mod. }).

Voila la méme congruence que nous avons discutée dans la recherche
précédente. Nous y avons trouvé qu’a P'exception des cas ou 7 se

, A—3 .
trouve comme facteur du numérateur d’un des ——-~ premiers nom-

bres bernoulliens, cette congruence exige nécessairement que tous les
exposants soient divisibles par A. Alors E («)" sera égal a une puis-
sance du degré ); on pourra donc poser

E(a)'=F(a),

et comme tous les nombres r,, r,,..., r,_, n'ont aucun facteur com-
mun avec 7, cet exposant n ne sera pas divisible par A. Par cette rai-
son, on pourra toujours trouver deux nombres entiers s at 7, tels
gwon ait

ns—Ait=1 ou ns=pt-+1,

et, en élevant 'équation précédente a la puissance s, on aura
E(a) = E(a)i+t = F (2,
d’on, en divisant par E (a)*/,
=[]
Ainsi K (@) est une pseme puissance, et nous avons le théoreme :

. . A—3 .
St le nombre premier ) n'est contenu dans ancun des " __" premiers
s P

nombres bernoulliens comme facteur du numérateur, toute unite com-
plexe, congrue a un nombre complexe pour le module X, sera une )me
puissance d’une autre unité complexe.
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§ X.
Application a la démonstration du dernier théoréeme de Fermat.

Dans tout ce qui précéde, la théorie des nombres complexes est
avancée a un point ou la démonstration du fameux théoreme de Fer-
mat se fait avec facilité pour toutes les puissances dont les exposants
satisfont a la condition qui se trouve dans les théorémes du paragraphe
précédent : que le nombre X ne soit pas contenu comme facteur dans

nombres bernoulliens. Comme la démonstra-

un des premiers

tion pour les nombres complexes est aussi facile que pour les nombres
entiers non complexes, nous supposerons que, dans ’équation

w4+ vi+ wl=o,

u, v, w soient des nombres complexes existants de la forme
A+ a0+ a, 0%+ ...+ a; 0472,

sans aucun facteur commun deux a deux. Nous supposerons aussi
que ) soit un nombre premier qui ne se trouve pas comme facteur du

premiers nombres bernoulliens.

numérateur d’un des 5

Cela posé, nous savons qu’en vertu d’un théoréme du paragraphe
précédent, le nombre H des classes des nombres complexes idéaux
n'est pas divisible par A De plus, nous avons trouvé dans le § VI,
qu'en supposant f(a) idéal, f(a)" ne pourra étre existant 4 moins
que X et H n’aient un factear commun différent de Punité, ce qui n’a
pas lieu. Donc, si A est un nombre tel que nous V'avons supposé, la
)éme puissance d'un nombre complexe idéal ne sera pas égale a un
nombre complexe existant, et de ce que f(a)" est un nombre complexe
existant, il suivra nécessairement que f (o) est un nombre existant.

Rappelons encore expressément le théoréme démontré a la fin
du paragraphe précédent, que pour les valeurs de X, que nous con-
sidérons ici, chaque unité complexe qui est congrue a un nombre non
complexe pour le module ) est égale a une X*™ puissance d’une autre

unite.
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La démonstration de I'impossibilité de I'équation proposée consis-
tera en deux parties distinctes, dont la premiére traitera le cas ou au-
cun des trois nombres 7, v, w n’est divisible par 1 — «, P'autre le cas
on un de ces nombres aura le facteur 1 — 2.

Soit donc proposcée en premier lieu Véquation

W+ ¢+ wi=o,

dans laquelle aucun des trois nombres complexes «, ¢, w ne soit divi-
sible par 1 — a. Observons d’abord que les nombres «, ¢, w pourront
étre multipliés par des unités simples de la forme o* sans que 'équ:-
tion proposée change de forme. En posant donc «*u au lien de «,
on pourra toujours déterminer le nombre k tel, que o*z prenne i
forme

a—+ (1 — a)P,

dans laquelle a est un entier non complexe et P un entier coui-
plexe. En effet, le nombre complexe u, ordonué suivant les puis
sances 1— o, prendra la forme

u=A+A (1—a)+ A, ir— a4+ .+ A o
de méme, en prenant
o=1—(1—a),
on aura

k(k—1)

=1 —k(1—a)+ (T— 2 — ...,

d’ou, en multipliant et comprenant dans un seul tous les termes mui-
tipliés par (1 — a)?,
du=A~+ (A —Ak)(1 — a)+ (1 —2)* P.
Enfin, en prenant le nombre £ tel quon ait
Ak=A, (mod.2),
ce qui est toujours possible, puisque A n’est pas divisible par 7., on

voit que a*u prend la forme proposée. En opérant de méme sur les

Tome XVI. -— Decensre 185:. 62
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nombres ¢ et w, on pourra mettre
u=a-+ (1—a?P,
v=>b+ (1—a)*qQ,
w=c+(1—a)R,

ou les nombres a, b, ¢ ne sont pas divisibles par A, 4 cause de la
supposition que %, ¢, w ne sont pas divisibles par 1 — a.
Maintenant, en décomposant la forme #* + ¢, on obtient I’équation

(+v).(u+ av).(u+ a*v)...(u+ &~ "v) = —w,

et je dis que deux quelconques de ces facteurs sont premiers entre
eux. En effet, si u + o’ v et u + o’y avaient un facteur commun, il
est clair que (o"— a*)u et (2" — o’) v auraient le méme facteur com-
mun, et comme x et ¢ sont premiers entre eux et a” — &', ou, ce qui
est au fond le méme, 1 — a ne peut diviser un de ces facteurs sans
diviser ‘également le nombre w, on voit que ces facteurs sont premiers
entre eux.

Cela étant, mettons a profit le théoreme démontré a la fin du § V,
que lorsqu’une puissance d’'un nombre complexe est décomposée en
facteurs premiers entre eux, ces facteurs doivint étre séparément des
puissances semblables multipliées par des unités complexes. Nous en
concluons qu’on doit avoir généralement pour toutes les valeurs de
r=0,1,2,.,A—I,

u—+a’v=a'E.(a) ts

{, étant un nombre complexe, facteur de w, et a’E, («) une unité com-
plexe quelconque, dans laquelle E, (a) soit égal a E,(a'). On se rap-
pellera que toute unité complexe cousiste de deux facteurs tels que

nous venons de les établir. Dans cette équation, #; est donné comme

nombre complexe existant; d’olt nous concluons que ¢, sera aussi un
nombre existant; la X" puissance ¢} sera donc congrue i un nombre

entier non complexe pour le module }, et 'on aura la congruence

w—+owv=a"E(z).m (mod.))..



. PURES ET APPLIQUEES. 491

En désignant par u', ¢, w' les nombres complexes réciproques” de u«,
¢, W, qu’on en déduit cn changeant « en o, on aura de.méme

W+oa'V=afE(a).m (mod. 1);
d’ou, en éliminant E (a).m,

e Flu+ o' o) =0 (W + a="¢') (mod. ).

Cette congruence, prise par rapport au module {(r — a)?, diviseur du
module 2, donne

a Fla+a'b)=0o"la+ a"b) [mod. (1 — &¥*],
car on a, en vertu des expressions de u, v, w données ci-dessus,

u=a, v=b, u'=a, vV=0> [mod. (1 — a)*]:
et, comme on a généralement

a*=1—h(1—2) |[mod. (1— x)*],
cette congruence donne
(@ +8)p=br [mod. (1--a)]

Or on sait qu'un nombre entier non complexe divisible par 1 — ¢ sera

toujours divisible par X; d’ou il suit que deux entiers non complexes
] P q p

congrus pour le module r — a seront aussi congrus pour le module i.
On aura donc

(a+b)p=br (mod.}),

ce qui fait voir que @ + b n’est pas divisible par A. En déterminant le
nombre £ par la congruence

(@a+b)k=+6 (mod. )),

on aura

p=kr (mod.2),

et, en substituant cette valeur de ¢ dans la congruence plus générale.
donnée ci-dessus, on obtient la congruence

e (u+av)=a"(u' +av) (mod.)),
qui subsiste pour toutes les valeurs de r = o, 1, 25..., A—1. Lors-

6o..
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qu'on y prend r = o, on trouve
u+v=u+ ¢ (mod.}).
et , puisque les lettres #, ¢, w, et en méme temps les lettres «/, v/, w’
peuvent étre échangées entre elles, on aura aussi
w4 w=u' + w’)

. (mod. A);
v w= v 4w

enfin , de ces trois congruences, on déduit les congruences plus
simples

u=u)
y == (mod. ).
w o=/

En substituant ces valeurs congrues de u, ¢, w, au lieu de &/, ¢', #', on
aura
a¥(u+ av)=o"(u+a"v) (mod. A),

on, ce qui est le méme

(a_kr . akr) u -+ [a—(k—‘)f — a(/‘—’)’] =0 (mod )\>

Maintenant, si on prend les deux valeurs déterminées r=1 et r =2,
on aura
(e —aVu+[a*" — " ]v=0

\v
(a—zk__ a“)u+ [a—-—Z(k——l)_ O!M’”]VE (mOd‘ l/"

d’ou, en multipliant la premieére par a=* + o, soustrayant la seconde
et divisant par v, qui est premier par rapport au module, on obtient
la congruence

(e *+ oMot — o' —[a2*Y — 2% Y] =0 (mod. 1),
qu’on peut mettre sous la forme

(&' — o) (aF— ') (@ — 1)=0 (wmod. ).

Maintenant, si aucun de ces trois facteurs n'est égal a zéro, leur pro-
duit contient le facteur 1 — o trois fois; mais, pour étre divisible
par X, il fallait qu’il contint ce facteur (A — 1) fois. Donc, excepté le



PURES ET APPLIQUEES. 493

seul cas 2. =3, que nous excluons de notre discussion, cette congruence

ne peut subsister, & moins que des deux facteurs o' — s *1 et
77" — o/ *, Pun ou Pautre soit égal & zéro, ce qui revient i
k=1 ou 2fb=1 (mod.2).
Le premier de ces deux cas ne peut avoir lieu; car, d’apres la con-
gruence (a + &) k=2, il s’ensuivrait
a=o (mod. }),

ce qui est contre ’hypotheése. Le second cas 2 A=1 donne, en vertu
de la méme congruence,

a=bh (mod.}),
comme conséquence nécessaire de I’équation
W+ v} 4 wi = o,

en supposant qu'aucun des trois nombres u, v, w ne soit divisible par

1 — «. En échangeant les nombres u, v, w, ce qui change les nombres
a, b, ¢ en méme temps, on obtient

a=c et b=c (mod.?1).
Or, en développant la 3*" puissance du binéme
u=a-+(1—a)2P,
et en négligeant tous les termes divisibles par A, on obtient
w=a'=a (mod.}).
De la méme maniére, on aura aussi
b=b )

c‘—_—=cs

2

Il

(mod. ),

wi

f

et, en ajoutant,
w v+ wiz==a+b+c (mod. L)
1l faut douc qu’on ait
a+b+c=o0 (mod.2));

et, comme ces trois nombres a, b, ¢ sont congrus enfre cux, on aura
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enfin les congruences _
3a=o0, 3b=o0, 3c=o (mod.}),
qui ne peuvent subsister que dans le seul cas A = 3.
Donc I'équation proposée

u_“,+v.{+w5‘=o

ne peut étre satisfaite par des nombres complexes u, v, w dont aucun
n’a le facteur 1— a.

Passons maintenant a la seconde partie de notre démonstration,
dans laquelle nous supposons qu'un des trois nombres u, v, w soit
divisible par 1 — «. Soit w ce nombre divisible par 1 — o, qui pourra
contenir ce facteur plusieurs fois, et mettons (1 — a)™w au lieu de w,
en sorte que I’équation proposée soit

w4 ol (1 — a)* wi=o.

I3

Mais nous préférons discuter I’équation plus générale
u + vi=E{a)(1—a)* wi,

dans laquelle les nombres complexes u, v, w, premiers entre eux, ne
sont pas divisibles par 1— «, et ou E (a) désigne une unité complexe
quelconque.
En décomposant I'expression z + vi, on a
(w+0).(u + av).(u+ a*9)...(u+ ar19) = E(a) (1—a)m we.
Ici les facteurs de ce produit ont tous le facteur commun 1 — o; car,
en faisant, comme ci-dessus,
u=a-+(1—a)P,
=b+ (‘ - a)z Q)
“on aura

u+ov=a+b—rb(1—a) [mod. (1—a)]:

et comme le facteur z + o’ v doit étre divisible par 1— a, pour une
certaine valeur de r du moins, on voit que @ + b doit étre divisible
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par 1—a, et conséquemment par A. Cette congruence devient donc
u+ov=—rb(1—a) [mod.(1— o)

d’ott P'on voit que tous ces facteurs ont le facteur commun 1 — z, et
qu’ils ne le contiennent qu’une seule fois, excepté le cas de r = o, ou
Pon a

u+v=o0 [mod (1— )]

Cela étant, il suit immédiatement de I'équation précédente, que u + o
contient (m X — & + 1) fois précisément le facteur (1 — @); on pourra
donc poser :

Uu+v=_>1—a)" " o
et

u+a'v=_1—ae,

et, en substituant ces expressions dans I'équation ol 2> + v+ est dé-
composé en A facteurs, on aura

P-Qy-Pa.-- 9, _, = E(z)wi.

Les nombres complexes g, ¢,, ¢,,..., ¢;-, sont premiers entre eux ;
car tout facteur commun de ¢r et ¢, ou de u + o’ v et w + afy, divi-
serait également les nombres (0" — a*)u et (o — a’)v, dont le plus
grand diviseur commun est 1 — . De 14 on conclut, par la méme
raison que dans la premiére partie de notre démonstration, que les fac-
teurs @, @, ¢s5..., ¢, ,, premiers entre eux, dont le produit est égal
4 une Afme puissance multipliée par une unité, seront séparément
des puissances du degré ) multipliées par des unités. Donc on peut
pOSGI"

¢ = ep(a)w;,
¢r = e;'(a) t;\"

ce qui donne
u+v=ey(a)(1—a)"* 4 wi

u+atv=e (a)(1—a’)t},



496 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

pour toutes les valeurs de r=1, 2, 3,..., (A —1). En changeant la
valeur de r en s, on aura aussi

u+ ot =e(a)(1— o)L,

et, en ¢liminant z et ¢ de ces trois équations, on trouve

=) e

,]; _ es(a)ti _ &
e (a) e,

lorsqu’on y fait, pour abréger,

e ()

= — ¢(a),

e {x

)

(=)
w(2) (2 — &) (1— a
M.

e{z)(1 —a) (1 —a*)

ou :(a) et E, () sont aussi unités complexes, on aura
£+ s(a)t’; =E,(a) (I—a‘)('"‘ D

Les nombres complexes ¢,, ¢, et w,, dont les 2™ puissances sont
données comme nombres complexes existants, doivent étre nombres
existants eux-mémes; les A" puissances de ces nombres existants
seront donc congrues & des entiers non complexes pour le module 2.,

et I'on aura ,
=k, =#k (mod. 1),

et, comme la puissance (1— o)™ 7" est divisible par 1, si le nombre
entier m est plus grand que lunité, cette équation donne la con-
gruence

k+ e(a)i/=o0 (mod. ).
En déterminant le nombre ¢ par la congruence

k+ ck’=o0 (mod.}),
on aura
c(a)=c (mod. 1),

et Punité :(2), congrue a un nombre entier non complexe pour le
module X, doit étre égale 4 une A** puissance d’une autre unité. Donc,
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en posant
o) =¢g(a), &(a

I'équation précédente devient

)y =9, et ., =u,

U+ =E (¢)(1— o)™ w,.

Voild une équation qui ne différe de I'équation proposée , dontelle
dérive, qu’en ce que le nombre m est diminué d’une unité. En appli-
quant la méme méthode  la nouvelle équation, on obtiendra une
équation entierement semblable, dans laquelle le nombre 12 sera dimi-
nué de deux unités; et, en continnant cette réduction, on parviendra
nécessairement 4 une équation semblable, dans laquelle m est réduit
a la valear m =1. La méme méthode de réduction, dans laquelle m
¢tait supposé plus grand que I'unité, n’est plus applicable a 1'équa-
tion

w—+vi=E(a)(1—a)u,

mais il est facile de démontrer que cette équation ne peut jamais avoir
lieu. Pour cela, il suffit de démontrer que la_forme w*+ o+, étant divi-
sible par 1 — a, doit nécessairement contenir ce facteur (). +1) fois au
moins.
En effet, en prenant, comme ci-dessus,
u=a+(1—a’P, v=>b+ (1 — 2*Q,
on aura
d+a'v=a-+b—rb(1—a) [mod (1— 2?|,

et comme, pour une certaine valeur de r, le facteur u + » ¢ de Ia
forme ¢ + ¢ doit étre divisible par 1 — &, on aura nécessairement

a+ b divisible par 1 — a, et conséquemment divisible par 7., ce qui
donne
u~+ov=—rb(1—2) [mod. (1— a)*},

et, pour le cas r = o,
u+v=o0 |mod.(r—aj|.
On voit donc que tous les facteurs du produit

ur -0 = (u 4+ 90).(u+ av).(u + 2*v).. (u + 2=ty
Tome XV1.— Dicensre 1851, 63



498 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

sont divisibles par 1 — a, et que le premier facteur u + ¢ est divisible
par (1 — ). Ainsi le nombre des facteurs 1 — a contenus dans la forme
u4 + v’ sera égal 4 A + 1 au moins.

11 suit de 14 que Péquation

ut + 0l =E(a).(1— z) wA,

dans laquelle la forme u* + v, divisible par (r — a)*, n’est pas divi-
sible par (1 — a)*+', ne pourra jamais subsister, et nous en concluons

I3

que V’équation
ut+ v = E(a).(1— )" .w

dont elle dérive est aussi impossible.

Le théoréme de Fermat, en tant qu’il est rigoureusement démontré

dans ce qui précede, pourra donc s’énoncer comme il snit :
R . . 1—3
Si X est un nombre premier, qui r'est contenu dans aucun des —-
? 2
premiers nombres bernoulliens comme facteur du numérateur, lUé-

quation
u'+yl4+wh=o

ne peut avoir lieu, ni pour des valeurs entiéres non complexes des
nombres u, v, w, ni pour des valeurs complexes de ces nombres formees
avec les racines de U'équation a’ = 1.

D’aprés les valeurs calculées du premier facteur du nombre des
classes H, que nous avons données a la fin du § VIII de ce Mémoire,
dans la premiere centaine, il n’y a que les trois nombres premiers
A = 37, A = b5g et A = 67, qui sont exceptés de notre démonstration ,
parce qu’ils se trouvent respectivement comme facteurs du seiziéme,
du vingt-deuxiéme et du vingt-neuvieme nombre bernoullien. Pour de
telles puissances qui se présentent comme cas exceptionnels de notre
démonstration, il reste encore 2 démontrer que le théoréme de Fermat
a lieu en vérité, ou a trouver les solutions de I’équation

w4 v wi = o.



