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MÉMOIRE 

Sur la théorie des nombres complexes composés de racines 

de l'unité et de nombres entiers ; 

PAR M. E.-E. KEMMER, 
Professeur de Mathématiques à l'Université de Breslau, en Silébie. 

Dans l'état actuel de la science, on entend généralement par nombre 
complexe une fonction entière, à coefficients entiers, des racines irra-
tionnelles d'une ou de plusieurs équations algébriques dont les coef-
ficients sont également des nombres entiers. Le produit de tous les 
nombres complexes qu'on déduit d'un d'entre eux en changeant les 
racines des équations qu'il contient, étant une fonction symétrique 
de ces racines, sera toujours délivré de toute irrationnalité. Ce produit, 
qu'on appelle la norme du nombre complexe, sera donc un nombre 
entier; et, par conséquent, tout nombre complexe sera facteur irra-
tionnel d'un nombre entier. De même, si l'on prend les coefficients 
du nombre complexe pour des indéterminés, la norme représentera 
une forme homogène d'un certain degré, du genre de celles qui sont 
décomposables en facteurs linéaires. La théorie des nombres com-
plexes revient, au fond , à la théorie de ces formes, et, à cet égard . 
elle fait partie d'une des plus belles branches de l'Arithmétique supé-
rieure. C'est sous ce point de vue que M. Lejeune-Dirichlet a fait des 
recherches très-générales sur les formes de degrés quelconques qui 
dépendent des normes des nombres complexes. Il a jeté les fonde-
ments de cette théorie en découvrant les propriétés générales de ces 
formes; mais, malheureusement, il n'en a publié jusqu'à présent que 
quelques-uns des résultats principaux, en ne donnant que des notions 
générales sur les principes nouveaux dont il s'est servi pour y parve-
nir. D'un autre côté, la théorie des nombres complexes peut être con-
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sidérée comme la théorie de la décomposition des nombres en facteurs 
irrationnels, et c'est sous ce point de vue qu'elle a un grand intérêt, 
aussi bien en elle-même que pour les applications nombreuses et im-
portantes qu'on en a faites dans plusieurs questions relatives à l'Arith-
métique et à l'Algèbre supérieure. 

Je ne traiterai, dans ce Mémoire, que les nombres complexes dont 
les irrationnalités sont les racines imaginaires de l'unité ou de l'équa-
tion binôme 

αΑ = i, 

genre spécial de nombres complexes, mais duquel l'importance pour 
la théorie générale est comparable à celle qu'il faut attribuer à la 
solution de l'équation binôme pour les équations algébriques les plus 
générales. La théorie de ces nombres complexes a été depuis longtemps 
le sujet de mes recherches, que j'ai publiées dans les Comptes rendus 
de l'Académie de Berlin et dans le Journal de M. Crelle [*]. En repre-
nant ici cette matière, j'ai en vue de compléter et de réunir la sub-
stance principale de ces divers Mémoires pour en former un Traité 
entier et continu qui puisse servir de base sûre à des recherches ulté-
rieures dans cette partie de la théorie des nombres. J'ajouterai aussi 
deux applications des nombres complexes, dont l'une se rapporte à la 
théorie de la division du cercle, l'autre à la démonstration du dernier 
théorème de Fermât. 

§ Ι-

Définitions et théorèmes préliminaires. 

Les nombres complexes dont nous nous occuperons dans ce Mé-
moire sont des fonctions rationnelles et entières, à coefficients en-
tiers, d'une racine imaginaire de l'équation 

αΑ = t, 

λ étant un nombre premier impair. A l'aide de l'équation 
ι -+- α -t- or -t~... -F «A—1 = o, 

[*] Rappelons aussi les premiers essais, déjà très-intéressants, que M. Rummer 
avait consignés dans un Mémoire imprimé d'abord à Breslau , en 1844, et inséré depuis 
au tome Xlt du présent Journal. (J- LIOUVILLÏ.) 
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qui contient toutes les racines imaginaires de l'équation α; == ι, un 
nombre complexe j (oc) est toujours réductible à la forme 

f(a.) =a + e
)
a + fl,iil + ...+ αχ_^αχ~*, 

a, u
(
, étant des nombres entiers. Un démontre aisément 

que cette réduction ne pourrait être effectuée que d'une seule ma-
nière; car, si l'on avait 

f(a) = a -t- a, a ■+■ a^oc* ·+■... + ax_^ocx~1 

et 
f(ac) = b-+-b

i
a-\-b

3
a* + ...-+- bx_^«x~*, 

on en conclurait 

a — b ■+■ (a, — b,)oc + (a
t
 — bt) a' ... -t- (αχ_2

— bx_j] α.χ-* = o, 

équation qui ne peut pas subsister à cause de l'irréductibilité de 
l'équation 

ι -t- a -t- a2 -+- ... + ocx~l — o. 

En prenant pour α successivement toutes les racines différente», 
que nous représenterons comme puissances de l'une d'elles par α, a*, 
a1,..., aJ_l, on obtient les λ — ι nombres complexes 

/(«)» /(«*)» /(«')>■··» /(«λ-,)> 
que nous appellerons nombres complexes conjugués. Deux nombres 
conjugués, tels que/(an) et/(a-n), dont les racines sont réciproque», 
•eront appelés nombres complexes réciproques. 

Le produit de tous les nombres conjugués 

/(«)> /(«')' /(a*). — » /(a'"1), 

«tant une fonction symétrique de toutes les racines de l'équation 

ι -t- α -t- aa -+-... -+- a'— o, 

»e réduit à un nombre rationnel et entier qui, suivant M. Lejeune-
Dirichlet, sera appelé la norme du nombre complexe/(a), et qui sera 

48.. 



38ο JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
désigné par la lettre N, en sorte qu'on ait 

N/(«) =/(α)·/(α2) •/(α3)···/(αΑ~1)· 
11 suit immédiatement de la définition : 

i°. Que les nombres conjugués ont tous la même norme 

N/(0 = N/(«); 

2°. Que la norme du produit de deux ou de plusieurs nombres 
complexes est égale au produit des normes des facteurs 

N[/(«) ·?(*)] = Ν/(α).Νφ(α). 

La norme du nombre complexe 

f(cc) — a -+- a, a -+- a
2 a

2 -+- ... + αχ_^αχ—α 

est une fonction homogène du degré λ — ι des λ — ι nombres in-
déterminés a, a

t
, rtj —a. Donc la théorie des nombres com-

plexes est, au fond, la même que la théorie de ces formes, et, pour 
cette raison, elle donne lieu à des questions semblables à celles qu'on 
connaît de la théorie des formes quadratiques. Le développement ef-
fectif de la norme comme forme du degré λ — ι étant très-pénible, 
nous pourrons nous en dispenser en la représentant toujours comme 
produit de facteurs conjugués; d'ailleurs la discussion de ces formes 
nous paraît moins simple que celle des nombres complexes eux-
mêmes, qui en sont les facteurs, les éléments, pour ainsi dire, et 
dont l'analogie avec les nombres entiers est frappante, comme on 
le verra dans la suite. 

L'addition et la soustraction des nombres complexes n'offrent au-
cune difficulté, car les deux nombres complexes 

/(ci) = a -h a
t
 a + a

3
 a2 -t- ... -t-

et 
ψ (α) = b -h b, oc -h b

2
 a2 -h ... -t- bx

_
2
 ax~3, 

donnent immédiatement la somme et la différence 

/(a) dt φ (α) = a ± b -+- (α, ±: ό,) a -t- (a
2
 ± b

2
) a2 -t- ... 

-1- (αχ-
2
±: bx_Jax-*. 
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Le résultat de la multiplication des nombres j (a) et ψ (α) sera tou-
jours un nombre ψ (a) de la forme 

ψ («) = c + c, a -I- c2 a
2 -+- ... -+- cx_ ,α1-'. 

qui, au moyen de l'équation 

ι -t- α -+- α2 + ... -+- α;_ ' — ο, 
se réduira à 

ψ (α) = c — c)_l -f- (c, — α -l- (ca — cx_t) α2 -+- ... 

TTT 
et 1 on aura 

c cib 4- a^__
:i

b
i 4- d^_^b

2 ~f~ *■· ■+" d2
b)l—2? 

c
 (
 r= ci\ b 4- ah ι H- a y

 2
 b2

 4~ ·.. 4- îï
3 —27 

c
2

~— t12 b -4- -f- ab
2
 h- .., -f- a^ by

 2
, 

ca_, = ax-ib, + d
x
_

3
b

2
 -t- ... -t- a, b

x
_
r 

L'addition de ces équations donne 

C 4- H- C>2 -+- ... -f- Cy
 f 

— (a 4- a
t 4- a2

 4- ... -4- #^_2) 4- b
k
 4- b

2 4- ... 4- à^_
a
}

? 

et la somme des coefficients du produit ψ (a) dans sa forme réduite, 
étant égale à 

C 4- t'( 4- C2+ ·■. 4" — λ C j _
 t
 , 

on en conclut ce théorème : 
La somme des coefficients du produit de deux nombres complexes 

est congrue au produit des sommes des coefficients des facteurs poul-
ie module λ. 

Il est clair que ce théorème subsiste également pour un nombre 
quelconque de facteurs. En l'appliquant aux facteurs conjugués dont 
se compose la norme du nombre 

/'(a) = a + a, a -t- a2
 a2 + ... -+- αχ_^αλ~Ί, 

pour lesquels les sommes des coefficients sont toutes égales, on aura 

Ν/(α) = (a 4- a, -t- a
2
 -+-... + ax_f) 1 (mod. λ). 
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On en conclut : 

Pour que la norme d'un nombre complexe soit divisible par λ, il 
faut et il suffît que la somme des coefficients de ce nombre soit divisible 
par λ. 

Mais si cette somme n'est pas divisible par λ, on a, en vertu du 
théorème de Fermât, 

{a -+- a
{
 +β, + .·. + β)-ΐ))_ΙΞΐ (mod. λ), 

et, par conséquent, 

Νf{a)~ r (mod. λ). 

Il suit de là cet autre théorème : 

La norme de tout nombre complexe dont la somme des coefficients . 
n'est pas divisible par λ, est de la forme linéaire m λ -+-1. 

La division des nombres complexes se réduit immédiatement au 
cas où le diviseur est un nombre entier non complexe. En effet, <p (α) 
étant le dividende et f(a) le diviseur, on les multipliera tous les deux 
par f{o?).f(cd) · ■ - fia

1-1
) et l'on aura le diviseur Ν f (<*■), qui sera 

entier. Pour que φ (α) soit divisible par f(a), il faut que le quotient 
soit égal à un nombre entier complexe ψ (α). L'équation 

$=♦<"> 
donne 

W7R ~ Ψ(α)' 
d'où l'on conclut que, dans le produit 

φ (α)./(α1)./(α»).../(a1-»), 
développé et réduit à la forme 

c + c
(
 α + c,a'+ ... 4· cx_^al~', 

tous les coefficients c, c
(
, c,,..., c

i
_

J
 doivent être divisibles pa 

et cette condition étant remplie, on aura effectivement φ ( ·. 
divisible par/7a). 
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§ Π. 

Théorie des unités complexes. 

Les nombres complexes dont la norme est égale à l'unité sont 
appelés unités complexes. Ces unités, toujours infinies en nombre, 
excepté le seul cas de λ = 3, jouent un rôle principal dans toutes les 
questions sur les nombres complexes, et c'est pour cette raison que 
la discussion des unités doit être mise à la tète de cette théorie. 

D'abord , il est visible que 

±ι, ±α, ± α5,..., ±ax~1 

satisfont à la définition des unités; nous les appellerons des unités 
simples. De plus, il est aisé de voir que le nombre complexe 

ι + α + α!τ... + α1"-' = -——> 

r désignant un nombre entier quelconque, non divisible par λ, a pour 
norme la fraction 

(ι— αΓ)(ι— αΙΓ)(ι— α3Γ). ..[ι — α Ο ')'] 
(ι — α) (ι — α')(ι — α3). . . (ι— α>-') 

qui se réduit à l'unité. Donc -—— sera aussi une unité complexe, et, 

puisqu'une puissance entière quelconque et le produit de plusieurs 
unités sont toujours une unité, il est clair que 

\ I — AL \ I — A / \ Ι — Α / 

sera une unité pour toutes les valeurs entières des exposants m, n, 
p, etc. On a ainsi, en général, une infinité d'unités différentes. Mais 
ce qui constitue dans cette théorie la question la plus importante 
et en même temps la plus délicate, c'est la représentation de toutes 
les unités sous la forme la plus simple. 
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Nous allons aborder cette question par la démonstration du théo-
rème : 

Chaque unité complexe, divisée par sa réciproque, donne pour 
quotient une unité simple. 

C'est-à-dire Ε (α) étant une unité quelconque, on a toujours 

E(«-') -a· 

D'abord il est visible que ce quotient est un entier complexe. Nous 
pourrons donc poser 

—= β α) = α + « -t- «jα1 + ... + tij-, 

et nous aurons 
φ(α)φ(α-4)= I. 

En effectuant la multiplication, on trouve 

φ(α) φ (a"' ) = A -+- A, a 4- A
2
 a2 -h ... 4- A. _

 t
 a*—', 

A :=rT: a? —(— a j 4- a g 4- - -. 4- a)
 ί

, 

A, — aa
t
 4- a, a

2
 -4- a2

 a
3 4- ... -+- a^_

l
 a, 

A
2
 = aa

2
 4- a

t
 a

3
 -+- a

2
 a

t
 4- ... 4- a^

 )
 a

t
. 

A)_,— <Wj_, 4- a
t
 a a

2
 a

t
 4- ... 4- a

>
_

I
a

>
_

2
, 

et, en prenant la somme de ces coefficients, 

A 4- A, 4- A
2
 4- ... 4- Aj — (<Z 4- a

f 4- Λ2 4- ... 4-

De l'équation 

φ ι α) φ (a~') = A 4- A, α 4- A
2
 a1 4-... 4- Ai—I a*—·' = ι 

il suit aussi 

A, — Aj—A, — ... — Aj_
( et A = A, 4-J, 

et de là 
1 4- λ A, — (a. 4-fit, 4- «

a
 4- ... 4- a.

 t
 )* 
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± i = « + «ι + (tnod. λ); 

et, puisque Je nombre complexe ψ (α) ne change pas de valeur quand 
on augmente ou diminue tous ses coefficients d'une même quantité. 
il est évident qu'on peut prendre 

a -+- a, + a2 -+- ... a __, = ± ι, 

et de là on a 

A, = o, A
a
 = ο, A

3
 = ο,..., A;_, = o, 

A = a2 -t- a2 -+- a\ ... -t- a} , = ι. 

Mais la somme des carrés des nombres entiers a, a, , aa;_, ne 
pourra jamais être égale à l'unité, à moins qu'un quelconque d'entre 
eux ne soit égal à l'unité et tous les autres égaux à zéro On a dom 
effectivement 

ΕΜ = ?18)= 

On conclut facilement de ce théorème, que toutes les unites com-
plexes peuvent être décomposées en deux facteurs, dont l'un soit 
une unité simple cr.h, et l'autre une fonction des périodes à deux 
termes α -t- a-', a2 -t- or2, a3

 -t- a~3, etc., de sorte qu'on a toujours 

Ε (α) = o^[c + c,(ol -h a-' ) -t- c
2
 (a2

 -t- a 2) ■+- a" a «1 j. 

où nous avons fait, pour abréger, 

2 ' " 

Ainsi, pour le cas de λ = 3, on a 

Ε (α) = «A [c -+- c, [a -t- α ' )]. 

et, en réduisant an moyen de l'équation ι -t- α -t- a2 — o. 

Ε (a ) = «A (c — c, , 

d'où 
c — c, — ι ; 

Tome XVI. — OCTOBRE i85t. 
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donc, dans ce cas, il n'y a pas d'autres unités que 

± r, ±a, ±a2. 

Pour le cas de λ = 5, on a 

Ε (α) = aA\c -h c, (a -t- a-' ) -f- c
2
(a2-f- a- 2)], 

et, en réduisant et mettant pour abréger c — c
2
= t, c, — c, = u, 

Ε (α) = αΑ[ί -f· (α -t- <x*)u], 
et de là 

Ε(α)Ε(α2) = a*\t2 - tu - M
2

). 

On en conclut que la forme quadratique t2 — tu — u2 doit être égale 
à l'unité, et connaissant la solution générale de l'équation 

t2 — tu — u2 = i, 

on en tire toutes les valeurs des unités complexes pour le cas de 
λ = 5, lesquelles peuvent être représentées sous la forme simple 

Ε (α) = ±l αΑ(α -f- a*)m, 

m étant un entier quelconque positif ou négatif. 

L'exemple donné pour λ = 5 suffit pour faire voir ce qu'il faut cher-
cher pour une valeur quelconque du nombre premier λ. Mais, en allant 
plus loin, on est bientôt arrêté par de grandes difficultés qu'on ne 
pourra guère surmonter qu'à l'aide de principes nouveaux. Ces prin-
cipes, dont nous ferons usage dans la théorie des unités complexes, 
sont dus à M. Lejeune-Dirichlet qui les a signalés dans une Note 
insérée dans les Comptes rendus de ΓAcadémie de Berlin du 3o mars 
de l'année 1846. Nous reproduirons aussi plusieurs des beaux résul-
tats trouvés par M. Kronecker, et publiés en 1845 dans un Mémoire 
sur les unités complexes. 

Prenons un système de —— unités complexes 

ystème de —— unites complexes 
où 

.α = ? 
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qui soient toutes dégagées du facteur ± αΛ, en sorte qu'elles ne con-
tiennent que les périodes à deux termes α -+- α-1, α3 -f- a-3, etc. Ces 
unités seront évidemment des quantités réelles que nous prendrons 
toujours comme positives. Cela posé, nous en composons la forme 

e, (α)"1'. e
s
 (af' · c3 («Γ · · · («f " "S 

où les exposants m,, m
2

, m
s

, etc., sont entiers. 
Si cette forme a la propriété que, pour des valeurs différentes des 

exposants entiers m,, m
2

, m
3

, etc., elle ne donne que des unités réel-
lement différentes, ou, ce qui est au fond la même chose, qu'elle ne 
donne jamais l'unité ordinaire ι tant que ces exposants ne sont pas 
tous égaux à zéro, le système des unités 

e, (a), c
3
(a), c

3
(œ),..., c^-t (a), 

selon M. Dirichlet, est appelé un système indépendant. 

La condition du système indépendant que nous venons d'énoncer 
revient à ce que le déterminant D des quantités logarithmiques 

1 c, (a), le» (a), le
3

(a),..., le„_,(a). 

le, (a7>, le
2
(a7), le

3
(a7),..., le„_,(a7), 

le, (a7), lc
s

(a7), 1 e
3
 (a7 ),..., lc^^la7), 

le, G/·"'), 

ne soit pas égal à zéro. ^La lettre γ désigne ici, comme dans les for-

mules suivantes, une racine primitive de la congruence γ *— 'si (mod. λ . 

et l'on fait toujours μ = 

Pour le prouver, posons 

c, (a) c
2

(a) ...c,,_i(a) μ — e, (a) e
3
(al ...e„_,(al 

49-
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en divisant par le second membre de cette équation, et faisant 

m, — n, — xt, m2— n2 = x2f..., 
on aurait 

c, (a)"*' c
2
 fa)*1... c

/t
_,(a)X'i 1 = i, 

et, en changeant la racine α en α7, α7,6?*' , on aurait de même 

c, (a7) ' . c
2
 (a7)*'... (α7)^-1 = ι, 

r (a7T' c (a.7')*' c (a7Te-> — ι 

c
, («''-'Γ. c, (*>"-?· ···<>-. =., 

et, en prenant les logarithmes, 

χ, 1 c, (a) ·+- x
2

1 c
2
 (a) -+-... -+- 1 î^—, (a) = o, 

χ, 1 c, (a7) +- x
2

1 c
2
 (a7) -f- ... -+- χ

μ
-ι 1 ο

μ
-

ι
 (a7) = ο, 

χ, 1 c, (α,μ ) + x
2

1 c
2
 (a

7
^ ) -+- ... -+- χ

μ
-ι 1 c

y
_,(a71" ) = o. 

En ajoutant ces équations et observant qu'on a 

et de là 
c*(a)· Ck (α7) · c

k
 (a7') . . . c

k
 (a7^ ) = ι, 

1 c
k
 (a) -+- 1 c

k
 (a7) + 1 c

k
 (a7') -+- ... -+- 1 c

k
 (a1"" ) = o. 

on obtient le résultat identique 
o = o. 

On voit par là qu'une de ces μ équations, par exemple la dernière, 
peut être rejetée comme déjà contenue dans les autres ; on n'aura 
donc que μ — ι équations différentes à un même nombre d'inconnues 
x,, x

2
,..., Χμ—t. On sait que, si le déterminant de ce système n'est 

pas égal à zéro, on n'a que la seule solution 

JC 
T
 O, OC 2 Of · » - ; OC μ—ι O J 
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ce qui donne 
Yl\ , Wj . ί ΪΤΙμ — £ ΐϊμ—ι y 

mais on sait aussi que le système a une infinité de solutions différentes 
si le déterminant est égal à zéro. Donc le système des unités 

c
t
(a), e

2
 (a)., c,,_,'(a) 

sera un système indépendant si le déterminant D n'est pas égal à zéro, 
et il ne sera jamais un système indépendant si D = o. 

C'est un point principal de la théorie générale des unités com-
plexes de prouver qu'il est effectivement des systèmes indépendants 
de μ — ι unités. Pour ce but, nous proposons le système de μ — ι 
unités conjuguées 

c(a), e(a7), c (a7'),..., c (α7'* ), 

dans lequel e(a) signifie l'unité spéciale 
(À-l)(y-l) 

c (α) = -*~y) _ ? ! 

D'après Je système exposé ci-dessus, ce système sera indépendant si 
le déterminant D des quantités 

1 c(a), lc(a7), lc(a7!),..., 1 e (α7^ ), 

le (a7), le (a7'), le (a7 ),..., I c {cl1*1 ), 

1 c (a7l"~S)j lcU
7
""), lc(a

7
Ov.·, 1 c (a

7
"
_

'')-

n'est pas égal à zéro. Nous tirerons ce déterminant de la résolution 
effective du système des équations linéaires 

χ 1 c (α) + χ, 1 c (a7) +
 2

 1 c {σ?μ ) = A, 

.rie (a7) -4- x, 1 c (a7*) + ... -j- χ
μ
^\ο {α?μ ) = A,, 

χ 1 c (<£Μ
 ) -T- Λ:, 1 c (a7 ) + χ

μ
-ι 1 c (a7'* = A«_

a
. 
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Eii les ajoutant et faisant 

A 4- A, -+- ... 4- A„_a — — Αμ ι, 

au moyen de l'équation 

1 c (a) + 1 c (a?) 4- 1 c (a7 ) 4- ... 4- 1 c (a7 ) = o, 

on en déduit encore l'équation suivante qu'on peut regarder comme 
complémentaire, 

x\ c (a7' ) 4- χ, 1 c(a) 4-... 4- χ
μ
-ι 1 c (a?1* ') = Α

μ
-

ι
. 

En multipliant ces équations par i, ]S2A, β**,..., /3a(/«—»)* respective-
ment, β étant une racine primitive de l'équation 

j3A- = i, 

et ajoutant, on reconnaît facilement que le premier membre de cette 
somme se décompose en deux facteurs, et il en résulte 

(χ 4- β-2Ι,Χ, 4- 4- ... 4-

X [l c (α) 4- β'* 1 C (a7) 4 j3'*l c (a7 ) 4- ... 4- β'Λ(*— «)* le (a7" )] 

= A 4- βϊΑΑ, 4- β** A, 4- ... 4- A^_,; 

de là, en posant, pour abréger, 

1 c(a) 4- /32Alc (a7) 4- /3**1 c (a7 ) 4- ... 

4- β3(/*—')* 1 c (a7/I-1) = L(j31A) 
et 

A4- |3ÏA A, 4- j3*A As 4- ...4- j32(f-1)*A
/u
_

1
 = ψ(/32Α), 

on a 

χ 4- β~
2>,

χ, 4- β~*
ι>
x

s
 4- ... 4- - ί^ΐΓ)' 

et de là, en multipliant par β2ΙίΑ — β~2ΐ!, prenant 

k— I, 2, fX Ij 

et ajoutant, on trouve la solution complète du système proposé de? 
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équations linéaires 

„„ _(Ρ-"-Ρ·)Ψ(Ρ·) , (βα-β-')Ψ(Ρ') | 

[pa(."■—:')A — p~ :,)]ψ[ρ',ί·κ~1'] 

On en conclut que le dénominateur commun de toutes les inconnues 
x, x,,..., x^-^est donné par le produit 

^ est donne par le produit) 

lequel, dégagé du facteur étranger p., donne le déterminant cherché 

D = L(p').L(p«).L(p')...L(p2."-^) _ 

Ainsi la démonstration de l'indépendance du système proposé des 
unités conjuguées 

c (a), c(a7),..., ο{αΊ>ί ) 

est réduite à prouver que l'expression 

Ld?1*) = 1 c(a) -t- βΛΐ> l c(a7) -+- j34Al c (α7 ) β*1 le (a7 ) 

n'est égale à zéro pour aucune des valeurs 

k — 1, 2, 3,..., ρ ι. 

Pour cela, nous renvoyons le lecteur au célèbre Mémoire de M. Le-
jeune-Dirichlet, inséré dans les Actes de l'Académie de Berlin de 
l'année 1837. dans lequel il a démontré le premier que tonte série 
arithmétique dont le premier membre et la différence sont sans fac-
teur commun, contient une infinité de nombres premiers [*]. La mé-
thode ingénieuse de ce grand géomètre repose de même sur cette 
proposition dont il a donné une démonstration rigoureuse à l'endroit 
cité. Il est donc prouvé que le système des ρ — ι unités conjuguées 

c(et), c(a7), c(av c(ayli ) 

[*] Une traduction française de ce Mémoire, par M. Terquem, a paru au tome IV 
du présent Journal. (J. LIOUVILLK.) 
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est un système indépendant, et, par conséquent, toutes les propriétés 
générales des systèmes indépendants que nous allons expliquer, con-
viendront toujours à ce système remarquable. 

Kevenons au système général des p. — ι unités 

c, (α,i, c
2
 (a), c-g(a),..., 6y_, (a), 

et supposons toujours qu'il soit indépendant, c'est-à-dire que le dé-
terminant D des logarithmes de ces unités et de leurs conjuguées ne 
soit pas égal à zéro. Alors nous savons que toutes les unités conte-
nues dans la forme 

c
t
(a) . c2

 (α) . C'j(a) (a) 

sont différentes entre elles; mais, en général, pour toutes les valeurs 
entières positives et négatives des nombres in

t
, cette forme, 

multipliée par l'unité simple ± aA, ne contient pas toutes les unités 
possibles. Pour remédier à ce défaut, nous ferons abstraction de la 
restriction que les exposants doivent être des nombres entiers, et nous 
essayerons d'exprimer toutes les unités, dégagées des unités simples 
± v,k, par la forme 

Ε ια) = c, (a)"*' . c
2
(a.f'. r

;i
 (af ... c

F
..., (a)*'" ', 

dans laquelle x, , x.,, x
s
 ,..., χ

μ
—, désignent des quantités numé-

riques quelconques. En prenant les logarithmes des deux membres de 

l'équation proposée et changeant a en α7, a7 ,..., a7' , on obtient ce 
système d'équations linéaires 

x, 1 c, (a) -t- Xjlc
t
(a) -f- ...-f- x„_, 1 c„_, (α) = I Ε f a), 

χ
t
 11·, (a') -ι- χ., 1 l\ (a7) -t-... -t- x„—, I c„_, (a') = 1 Ε (a'), 

χ, I r, (ayy )+x
î
lc.,(ccr ) +. .+ .r

u

_, I (a7' )=1Ε(α7' ), 

dont l'une, par exemple la derniere, peut être rejetée parce qu'elle 
est déjà contenue dans les autres. La résolution de ces équations 
linéaires, dont le déterminant par l'hypothèse n'est pas égal à zéro. 
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donne toujours des valeurs finies et déterminées des inconnues χ, , 
Xj,.,., <χμ—ι qui sont indépendantes de la racine a, parce que ce sys-

tème reste le même quand on y change α en α7, α7 , etc. Donc : 

Toutes les unités complexes sans exception peuvent être représentées 
comme produits des puissances de μ — ι unités indépendantes, jointes 
aux unités simples ± ah, en admettant des exposants numériques 
quelconques de ces puissances. 

. Si, dans l'expression 

Ε (α) - c
t
 (af . c

2
 («f ' . e

3
 (af ... c„_, (af ~\ 

on sépare les plus grands entiers contenus dans les exposants, et 
qu'on pose 

x, = m, -4- c3\, Xt = m
2
 t?

2
,..., χ

μ
-, = -t- &

μ
-„ 

où &
t
, c?2,..., άμ-ι sont renfermés entre les limites ο et i, on a 

E(a) = c, (a) .c
2

(a) ...cy-,(a) ■£,(?.) .c.^u) ...ομ-ι[α) 

Le second facteur c, (a) ' . c
2
 (a) '... c(a) μ \ que nous désignons, 

pour abréger, par F (a), doit être une unité entière complexe aussi 
bien que Ε (α). Soit donc 

F (a) = a (a -t- a 1 ) -4- a, (a7 4- a 7)+...-t(»' 4-a ' ), 

et de lii 

F (a7) = a (a7
 -t- a 7) -+- a, (a7 -t- « 7 ) -t- ... -f- eï,,_, a -t- a 1 ), 

F (a7 ) = a (a7 -t- a- 7 ) -t- n,(a'' -t- a~ ' ) -f- ... -+- a
y
-

1
 (a' 4- a' 7), 

F (a7' ) = «(a7 -t-a~7 ) + a, (a + a-1 ) -t- ... -f- , (a7' H-a~"7 

En résolvant ce système d'équations par rapport aux coefficients a, 
Tome XVI. — Octobre i8f»t 5o 
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ft,, a2,..., αμ-;, on trouve facilement 

— λα — (a — α — a 4
}F (a) 4- (2 — a

7
 — a

 7
) F (a

7
) 4- ... 

+ (
a
_

a
7"-'_

a
-y-I)F(

a
7^'), 

— λα, = (2 — a7 — a~7) F (a) 4- (2 — a7 — a~7 ) F (a7) 4- ... 

4-(2 — a — or4) F (ar ), 

— λα^-, = (a — a7'' —a-1"" ) F (a) 4- (2 — a — a-1) F (a7) 4- ... 

+
 (

2
_

a
7'-a_

a
-7^)F(

a
7*-'). 

Les quantités 2 — α — α-', 2 — a7 — a 7, etc., sont toutes positives 
et contenues entre les limites ο et 4> car on a 

a 4- α =2 cos —— 

et 

2 — α — α ' = (2 sin — ) · 

En considérant que les exposants â,, o\,..., o\_i sont renfermés entre les 
limites ο et 1, on voit aussi que, pour chaque système donné d'unités 

indépendantes, les quantités F (a), F (a7) , etc., ne peuvent surpasser 
certaines limites qu'on peut fixer en chaque cas particulier. Il suit de 
là que les coefficients a, α,, a,,..., α

μ
sont tous négatifs et qu'ils 

sont contenus entre des limites fixes; et, en considérant encore que 
ces coefficients sont des nombres entiers, on conclut qu'il n'y a qu'un 
nombre fini et limité de valeurs convenables de ces coefficients, et, 
par conséquent, qu'il n'y a qu'un nombre fini d'unités, telles que 
F (a). 

Le résultat trouvé peut être énoncé comme il suit : 

c,(a), c
a
(a),..., ι (a) étant μ. — ι unités indépendantes et m,, 

m
2

, m,,..., ιημ_, tous les nombres entiers positifs et négatifs, il y a tou-
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jours un nombre fini d'unités qui, multipliées par les unités contenues 
dans la forme 

±a"c
t

(a.) .c
3
{a) (α) , 

produisent toutes les unités possibles. 

Revenons à présent à la forme 

Ε (α) = c, (α)Χ|. c
2
 (af2. c, (a)Xs ... {&)μ 

et supposons que les exposants x
{
, x

2
,..., χ

μ
—ι soient déterminés de 

manière à rendre Ε (a) une unité entière complexe. Élevons à une 
puissance entière indéterminée η, et séparons les plus grands entiers 
de 

nx, = m, -h nx2= mt-h = ///„_, + A—" 

de manière que d
(
, eia,..., A—

1 soient tous entre les limites ο et ι ; 
nous aurons ainsi 

Ε (α) = c, (α) . c
2 (α) . c„._, (α) . c, (α) . <·2 (α) ... c

u
 , (α) 

-Maintenant, en donnant à l'exposant η les valeurs ι, a, 3, 4i■··> et ainsi 
de suite, les nombres entiers m,, m

2
,..., et les fractions t?

2 

ά
μ
-, changeront de valeur. Mais, parce qu'il est démontré que la 

forme 

ο, ^ oc) . c2 (ot) ... Cμ—, OC J , 

ί,, Α-ι étant toujours entre ο et i, ne peut contenir qu'un 
nombre fini d'unités différentes, il s'ensuit que ce second facteur se 
reproduira nécessairement et qu'il restera le même pour une certaine 
suite die valeurs de l'exposant n. Soient η et ri deux exposants aux-
quels appartient le même second facteur, et soient. m\, r»'

2
,.... m\

j
_

t 

des exposants entiers dans l'expression de Ε (α)"', on aura 

Ε ια ι = c, (α) . c
2

i a ...c,,-, (a) · . e, (a) . c2 (a i ... c i a) ■ . 

E'v*) = c,<a) .c
2
 (a) . . . r„_, (a) ·«" · . r,(a; . c

2
^a) .. . (a ) 
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et, en divisant, 

Ε (α)
Λ

~
Λ
'= £((«Γ'

 W
''-^(«Γ

 W'3 . · · Cp—i (a)W/""' WF-. 

Nous en concluons le théorème suivant : 

Il χ a toujours une certaine puissance entière de toute unité com-
plexe telle, que cette puissance de l'unité complexe puisse être ex-
primée par le produit de puissances entières d'un système donné de 
μ — ι unités indépendantes. 

Le même résultat peut aussi s'énoncer comme il suit : 
La forme 

±a c
t

{a) -c
2
(a) .c

3
 (a) ... c^

l
 (a) μ 

ne contient des unités entières complexes que pour des valeurs ration-
nelles des exposants x

t
, x

2
,..., χ

μ
-, dont les dénominateurs ne sur-

passent pas une certaine limite fixe, mais pour de telles valeurs elle 
représente toutes les unités possibles. 

Ainsi, par exemple, le système des unités 

c(a), c(a7), c(ayli '), 
ou 

c(a)= ι/ΕΞ^) ('-'Λ 

que nous avons démontré être indépendant, suffit pour représenter 
toutes les unités complexes. Mais, comme cette représentation a l'in-
convénient qu'elle exige, en général, des puissances fractionnaires 
ou des radicaux, et qu'elle ne donne des unités rationnelles et en-
tières que pour des systèmes de valeurs de ces exposants fractionnaires 
qu'on ne saurait assigner à priori, nous allons en déduire un autre 
système d'unités indépendantes tel, que le produit de ses puissances 
entières contienne toutes les unités possibles. 

Prenons un système de μ—ι unités indépendantes 

ε, (a), t
a
(a), ε-, (a),..., ε

μ
-, (a). 
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D'après le théorème que rious venons de démontrer, certaines puis-
sances entières de ces unités pourront être exprimées comme puis-
sances entières des unités 

c(a), c(a7), c(a7'),··., c (vf ); 

nous pouvons donc poser 

(a)"'= c(a)r'.c(a7) ...c(a7^ ) ^ , 

éi (a)"' = c (a)r '. c (cfl)
r
' ■·· c (a*1* ) , 

ε
/ί
_

Ι
(α)*/1 1 = c (a)7^ .c(a7)' ...c(a7' ) , 

les exposants n„ ra
2
,..., étant des nombres entiers qui ne surpas-

sent pas des limites finies et déterminées, et les exposants r\, etc., 
étant également des nombres entiers. En prenant les logarithmes de 
ces équations, on a 

η, 1 ε, (α) = r[ 1 c (a) -+- rj 1 c (α7) 1 c (α7
 ), 

n
2

 1 e
2
(a) = rf 1 c(a) -I- rf 1 c (a7) -1-...+ 1 c (a7

 ), 

n
F
-

t
 1 ε^—, (a) = r1^-11 c (a) -t- r^~' 1 c(a7) ν

Η

μ 
Z\ 1 c (a7^ ). 

Désignons par la lettre Δ le déterminant des quantités 

1ε, (α), 1ε
2
(α),..., 1 ε„_, (α), 

1ε, (α7), 1ε
2

(α7),..., 1 ε^_, (α7), 

1ε. (α7'' Χ 1 ε
2
 (α7^ 1 ε

Λ
_, (α7^ ). 
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Soit de même D le déterminant des quantités 

le (a), le (a7),..., le (a7'' ), 

le (a7), le (a7'),..., 1 e (a7^ ), 

I e (/ ), le (a7'' 1 c (a7'* '), 

et R le déterminant du système des nombres 

' ρ ' ' μ—Il 

' 15 ' 2D··! ' /Λ— 15 

' 1 5 '2 î"·» * /*-" ι · 

En examinant les expressions des quantités 1 s, (a), le,(a), etc., et 

celles qu'on en tire par le changement de la racine α en α7, a7 , etc., 
on reconnaît facilement que le déterminant Δ ae compose des deux 
déterminants D et R ; en effet, on a 

rt\, fit* . . nμ- ; 

En excluant tous les systèmes de valeurs des entiers r*, qui donne-
raient 

R = o, 
et, par conséquent aussi, 

Δ = ο, 

la plus petite valeur de R, qui est un nombre entier, sera 

R = i. 

De plus, nous savons que le déterminant D a une valeur finie et dé-
terminée différente de zéro, et que les nombres η,, n

/i
^

l 

ne surpassent pas une limite fixe ; nous en concluons qu'il y aura 
toujours une valeur minimum finie et déterminée de Δ, c'est-à-dire 
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que, parmi les systèmes en nombres infinis de p. — ι unités indépen-
dantes, il n'y en aura jamais aucun dont le déterminant Δ soit infé-
rieur à une certaine limite finie. 

Nous appelons système fondamental tout système indépendant de 
μ — ι unités pour lequel le déterminant Δ a cette valeur du minimum 
dont nous venons de prouver l'existence. Supposons aussi que les 
unités 

ε, (α), ε
2
 (a),..., εμ-ι (a) 

représentent un tel système fondamental dont le déterminant Δ ait la 
valeur la moindre possible. Cela posé, nous allons démontrer que la 
forme 

dza ε, (a) . ε
2

(α) . ε
3
 (α) . .. ε^-., (α) ■ , 

pour des valeurs entières des exposants m,, m
t
, m

3
,..., ιη

μ
^,, donne 

toutes les unités sans exception. En effet, imaginons qu'il y ait une 
unité non comprise dans cette forme, nous savons qu'elle pourrait 
toujours être représentée par la forme 

±a ε, (α) . ε
2
 (α) . ε

2
 (α) (α) ' , 

pour des valeurs fractionnaires de x
2
,..., οο

μ
_

1
 ; séparant donc 

les plus grands entiers contenus dans ces exposants, et faisant comme 
ci-dessus, 

x, = rn, -4- t?,, x
2
 = m

2
 + cP

2
,..., χ^_, = ·+ 

où mu /n
2
,..., sont entiers et f?

2
,..., contenus entre ο 

et 1, cette unité complexe prendrait la forme 

± α ε, (α) . ε
2
 (a) ...ε«_, (a) . ε, (a) . ε

2
(α) ... ε^., (a) μ ', 

et de là il suivrait que 

ε, (α/'·ε
2
[of1... ε

/ι
_
Ι
(α)ί'1 1 = Ε(α) 

serait encore une unité entière complexe. Les quantités â,, d2,..., 
άμ-t qui sont moindres que l'unité ne pourraient pas toutes être égales 
à zéro; supposons donc que (?, soit différent de zéro et prenons le 
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nouveau système de μ. — r unités 

Ε (α), β, (a), e, (a),..., εμ-, (a). 

Le déterminant des logarithmes de ce système, que nous désignerons 
par Δ', 

lE(a), 1ε
2
(α), 1ε3(α),..., Ιε^—,^α), 

1 Ε (α7), 1 ε, (α7), 1 ε
3
 (α7),..., 1 (>_, (α7), 

1Ε (α7^ ), 1ε, (α7' ), 1 ε
3
 (α7^ 1 ε^-, (α7'' 2), 

se réduit immédiatement au déterminant Δ; car, au moyen de l'équa-
tion 

1Ε(α) = d, 1 ε, (α) + d„l ε
2

(α) +...+ &μ-, 1 (α), 

et de celles qu'on en déduit en changeant α en α7, a7 a7 , on 
trouve 

A'—à, A. 

Mais, d1, étant moindre que ι et différent de zéro, on en conclut qu'il 
y aurait un système de p. — ι unités indépendantes à qui appartien-
drait un déterminant Δ' inoindre que Δ, c'est-à-dire moindre que le 
plus petit de tous, ce qui serait absurde. Nous avons donc ce théo-
rème important : 

Il existe toujours des systèmes de μ. — ι unités fondamentales 
telles, qu'en les élevant à des puissances entières, multipliant et joi-
gnant le facteur ± aA, on produit toutes les unites possibles, et qu'en 
prenant des combinaisons différentes des exposants on ne produira 
que des unités vraiment différentes. 

Le calcul effectif de systèmes d'unités fondamentales étant toujours 
très-pénible, nous ne nous arrêterons pas à expliquer les méthodes 
propres à ce but; mais nous terminerons cet abrégé des propriétés 
principales des unités complexes en démontrant qu'il y a toujours 
une infinité de systèmes différents d'unités fondamentales, et en fai-
sant voir le rapport qui existe entre eux. 
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Pour cela, nous prenons les μ. — ι unités 

Ε ,(α), Eg (α), Ε, (α),..., ΕΜ_,(α), 

qui s'expriment par les unités fondamentales 

s, (α), ε
2
 (a),.ε^,(α). 

comme u suit : 

Ε, (a) = ε, (a) ' . ε
2

(α) ' ... ε
μ
~

λ
 (a1! " '. 

Ε
3

(α) = ε, (a) . ε2(α) ... ε^_, (a) , 

Ε^-,ζα) = ε, (a) ' . ε
2
 (a) J ... ε„_, (a) ^ 

où tous les exposants rh
k sont entiers. En prenant les logarithmes, 

on a 
1 F., (a) = r\ 1 e, (a) -+- r\ 1 ε2 (a) + ...-+- r^_, Ιε„__ (a), 

1 E
2
(a) = r? 1ε, (a) -+- r* 1 ε

2
 («) I ε,-, (a), 

1 E
u
_, (a) = r^·-1 1 ε, (a) -+- r^-11 ε

4
(a) +1ε„_, \ α · 

Donc, en désignant, comme ci-dessus, par R le déterminant des en-
tiers rj, etc., par Λ le déterminant du système des unités fonda-
mentales 

ε, (α), ε
Ι
(αε^_,(α), 

et, de plus, par Δ, le déterminant analogue îles logarithmes Ou sys-
tème Ε, (a), E

2
 (a), etc., on aura, par la même raison que ci-dessus 

Δ, = R Δ. 

Ainsi, toutes les fois que le déterminant R est égal à l'unité, on aura 

Δ, = A, 

et , par conséquent, le système des unités 

Ε, (a), E
4
 (a),— 7 

Tome W1 — OctOEue 18S· 5.' 
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sera un système fondamental. Ainsi, d'un seul système fondamental 
on déduira l'infinité de tous les autres sans exception. 

En observant que le déterminant R est un nombre entier, on voit 
aussi que le quotient qu'on obtient en divisant le déterminant d'un 
système indépendant quelconque par le déterminant du système fon-
damental est un nombre entier. 

§ III. 

Des périodes des racines de Véquation ι -+- α 4- aaax~1 = ο 
et de leur correspondance avec les racines de congruences ana-
logues. 

Après avoir traité le cas où la norme d'un nombre complexe est 
égale à l'unité, nous passons à la discussion générale des nombres 
complexes dont les normes sont des entiers quelconques. Mais pour 
aborder la question dans toute la généralité qu'elle exige, nous ne 
nous bornerons pas au cas où les nombres complexes sont composés 
des simples racines de l'équation 

ι 4- α 4- se3 -t-... 4- = ο, 

mais nous admettrons aussi qu'ils contiennent les périodes de ces ra-
cines. Au premier aspect, les nombres complexes composés des pé-
riodes paraissent être moins généraux que ceux qui contiennent les 
simples racines; mais, en considérant que les périodes qui ne consis-
tent qu'en un seul terme sont les simples racines, on voit que la dis-
cussion des nombres complexes composés des périodes embrassera 
tous les nombres complexes, tels que nous les avons proposés au com-
mencement. 

Nous commençons par exposer les principes du calcul des périodes 
dont nous ferons usage dans la suite de ce Mémoire. Soient e et j 
deux facteurs du nombre λ — ι, en sorte qu'on ait 

λ — ι = e.J ; 

soit, comme ci-dessus, γ une racine primitive de la congruence 

y;—1 = ι (mod. λ). 
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Cela posé, les racines imaginaires de l'équation 

ax = ι 

pourront être rangées en e périodes à f termes, comme il suit : 

y1 Çf. -f- CC h- CC —h*.. · -J— OC ; 

t) f ce —b* ce —|— ce ».. H- ce , 

y2 yi+ï y29+2 γ(/~ 0·^-' 

γ—ι yif—t 1 

Ces périodes forment un cycle tel, qu'en continuant la série 

n, >7a, yic-t, 
on aura 

*?e — n, *3e-n — τη ,, 
et généralement 

tJ*e+A — "Hh· 

Le changement de α en αγ ne changera pas l'ordre cyclique les 
périodes, car au lieu de la suite 

n, *3a » - * - τ "3e—< > 

on aura respectivement 

n k, *3*+), ^A+î»···» *3A-< ■ 

La somme de toutes les périodes étant la même que la somme d· 
toutes les racines de l'équation 

ι -+- α -+- α2 -+-... -+- a1"1 — ο 

est égale à l'unité négative 

j'y H- >7, H— *î2 —t— -.. H- >3,,.., — — ι -

Le produit de deux périodes est toujours une fonction linéaire <i< 
toutes les périodes du même rang. En exécutant la multiplication de-

5i.. 
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deux périodes 19 et r;k, on trouve 

r,r
lk

= nkf+- τη"τη m\ y, -t- mk
2
 ïj

3 Ve-t· 

En changeant les périodes 39 en »j
r

, 39, en Yi
r+t

, en yj
r+2

, etc., on a 
aussi 

Vr Vr+k = «*/+ + m<l »Jw. + "4 Or+ 3 "4-1 >?r-< , 

et, en faisant 
A = ο, i, 2,..., e — ι, 

on a le système d'équations 

I Y}2= n/-+- /»39 ■+- m, >3( -f- '«2>72 me_, yje_,, 

1739,= m' 39 H- m} 39, + m\ 392 -+-·· ·+ tnj_4 

39392= ra2/-t- Ά + ™\ *3, -f- /n|i9
2
 + m|_, 39

e
_
(

, 

39 yj
e
_, = ne~'f+ me-419 -+- me~' 19, -+- m.71 vj

2
 H- me

e
~\ r)

e
_
t

. 

Dans ces équations fondamentales pour le calcul des périodes, les 
coefficients nk sont toujours égaux à zéro, excepté : i° pour f pair 
et k = ο ; 2° pour f impair et k = -|· e; on a pour ces deux cas nk — 1. 
Les autres coefficients mk

h
 sont des nombres entiers, tels que m

h
 sera 

égal au nombre des valeurs positives et moindres que f (zéro y com-
pris) de χ et y qui satisfont à la conguence 

f*xe -4- 1 == ( mod. λ ). 

En regardant les simples racines α, αγ, a' , etc., dont chaque pé-
riode contient un nombre f, on voit que le produit de deux périodes 
en contiendra f2, et de là il est aisé de conclure qu'on aura toujours 

nk -h mk + m\ -+- m'
2
 +... -+- mk

e
_, = j . 

Si, dans la formule qui donne le produit des deux périodes >7,, yr+k, 
on fait successivement 

r = o, 1, 2,..., e — ι. 
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et qu'on ajoute, on trouve 

ririk-1" *3» »?A-M + *Î2 Vk+2 V
e
-, IJ

A
_, 

— rrej — m — mt — m2 --... — m
€
_

K
, 

et de là 

*3*3* "+" Il *3 A-1-1 + *3j tfk-4-2 4- Wk-i — y. 

Donc, d'après la valeur donnée de nk, cette somme est égale a — J , 
excepté les cas : i°/ pair et & = ο ; 2° y impair et A = ^ e, ou cette 
somme est égale à λ — y. 

En multipliant l'expression donnée du produit de deux périodes 
Yl
r

, Vr+k par iJr+Λ? prenant ensuite 

r = ο, 1, 2,..e — 1, 

ajoutant et réduisant à l'aide des formules données ci-dessus, on 
trouve 

»3>3A»7A 4~ *Ji *!A-M »7Λ-Μ + >32 >3A+S *3A+s -4- . . . + >7*_t >3A-, 

= -/a + Xm*, 
si y est un nombre pair; 

*3*3*>3a >74 ^a-m *3a+i "+" ïJa+î *3λ-4-2 -t- ija_, 

= - Γ 

si y est un nombre impair. 
Parce que, dans ces formules, les lettres k et h peuvent être échan-

gées entre elles, on en tire cette propriété remarquable des coefficients 
du système des équations (A), 

si y est pair; 

si y est impair. 

mh = mk, 

ft-p Je A -+- ± e > 

Une autre relation du même genre provient de l'expression du pro-
duit fir'fjr+ki en y changeant A: en e — A; et r en r+ A, et comparant 
avec l'expression primitive, on trouve 

mh = mh-k■ 
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Dans le système des équations (A) on peut considérer comme in-

connues les e périodes, et ces équations suffiront toujours pour les 
trouver complètement. En effet, l'élimination des périodes 

*7) > Isi···) tJe— » 

donnera une équation du degré e à coefficients entiers pour déter-
miner la première période τη, et puisque, évidemment, toute période 
peut être regardée comme première, cette équation aura nécessaire-
ment comme racines toutes les e périodes 

Y), Y),, Y)z,..., Y)e_,. 

On aura ainsi l'équation 

Je — A-1- Ajy*-2 — A
3
je~* -f- ... ± A

e
 = o, 

dont les racines sont toutes les e périodes et dont les coefficients A,, 
Aj, ·.., k

e
 sont des nombres entiers. De plus, si dans le système (A) 

on prend la première période y) comme connue et les autres comme 
inconnues, toutes ces équations ne sont que linéaires par rapport aux 
inconnues ïj,, *j

2
,..., >j

e
_, ; et de là, en résolvant ces équations, après 

avoir rejeté une quelconque d'entre elles comme snperflue, on trou-
vera les périodes YJ,, ï7

2
,~, exprimées rationnellement par la pre-

mière yj. Le résultat de la résolution des équations (A) pourra tou-
jours être réduit à la forme 

D>îa — Β ·+■ Β, ■+■ Bî + B
$

 Y]3 -t- ... -t-

ou Β, Β,, B
2
,,.., Β,,., et D sont entiers. 

Nous ajoutons encore le théorème important, que toute fonction 
rationnelle et entière des périodes peut être représentée comme fonc-
tion linéaire de ces périodes. En effet, au moyen des équations (A) 
on a le produit de deux périodes quelconques exprimé comme fonc-
tion linéaire de toutes les périodes ; il suit de là qu'en répétant cette 
réduction, on parviendra à réduire à la forme linéaire les produits de 
plusieurs périodes, et, par conséquent aussi, toute fonction entière et 
rationnelle des périodes. De plus, il est aisé de démontrer qu'une 
telle fonction ne peut être ramenée à la forme 

ar, -4- at yi, -t- at >j2 -+- α„_4 yje_, 
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que d'une seule manière; car, si l'on avait aussi 

bn -t- b
K
 τη, -h b

2
ïi

2
 -+- ··· -+- b

e
_, ÏJ^, 

égal à la même fonction rationnelle, il s'ensuivrait 

an -4- α, τη, -+-...+ «
e
_, = bn -+- b, ïj, -+-...-t- 6

e
_, 

et de là 
(u — ô)ij («,— 6,)ïj, + ... + (a

e
_, — b

e
_,)n

e
-, = o, 

en exprimant les périodes par les racines de l'équation 

ι -+- α+ α2 -+- ... -t- a}~1 — o, 

et divisant par a, on aurait une équation à coefficients entiers du 
degré λ—2 dont la racine serait a, ce qu'on sait être impossible. 

Une propriété très-importante de toutes les équations rationnelles 
entre les périodes 

Ií2_ YJ e—t y 

c'est de donner toujours des solutions réelles lorsqu'on les envisage 
comme congruences pour une certaine classe de modules, en sorte 
qu'à chaque période corresponde un certain nombre entier. Cette 
correspondance intime entre les périodes comme racines des équations 
proposées et les racines des congruences analogues nous servira de 
base pour la recherche des facteurs, et surtout des facteurs premie , 
des nombres complexes; c'est pour cette raison que nous en don-
nerons ici les développements nécessaires. 

D'abord nous expliquerons une amplification de la définition des 
congruences dont nous ferons usage dans la suite de ce Mémoire, qui 
consiste en ce que nous y admettons aussi les périodes 

j Vit··· s 

Le sens de telles congruences est fixé comme il suit : 
Deux fonctions rationnelles et entières des périodes à coefficients 

entiers sont censées congrues par rapport à un module entier donné 
si, dans leur difference réduite à la forme linéaire 

an -T- Α, ÏJ, + ... -t- fle_, 

tous les coefficients a, α
κ

, a
2
,..., sont divisibles par le module. 
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Une congruence contenant les périodes à f termes équivaut donc 
toujours à e congruences pour des nombres entiers, qui sont complè-
tement déterminées parce qu'une fonction rationnelle et entière des 
périodes n'est réductible à cette forme linéaire que d'une seule ma-
niéré. Selon cette définition, on pourra opérer sur les congruences 
qui contiennent les périodes de la même manière que sur les con-
gruences ordinaires. 

Cela posé, nous partons de la proposition connue que, dans le pro-
duit développé de q facteurs, 

ζ t ζ — ι) (ζ. — a)... (s — q -+- ι) = τβ — b, -+- b
2
 zq~2 — ... -h bq_, ζ, 

ou q est un nombre premier, tous les coefficients b,, b
3

, b
3
,..., bç_2 

sont divisibles par q, excepté le dernier bq_t
 qui donne le reste — ι 

F.n posant donc 
ζ = y — yjA, 

ou y est un nombre entier, et négligeant les termes divisibles par le 
module q, on aura la congruence 

y — **) (y — ι — *ik){y— 2 — *?a)· ■ ■ (y — q -t-1 — κ»} 

= - (y - **) (mod .q). 

Observons aussi que, dans le développement de la puissance du bi-
nôme ί γ — y)h)qi 7 étant un nombre premier, tous les termes sont 
divisibles par q, excepté le premier et le dernier, d'où 

{y — ·//* y = y9 — vl ( mod. q ). 

l>e même, en élevant le polynôme 

rjA = a' -h α' -h a' -h...-ha' 

a la puissance q, et rejetant tous les termes divisibles par </, 011 aura 

+α1? H-...-1- a7q ( ' (mod. q)\ 

et de là, en posant q = / (mod. λ), 

— (mod. q',. 
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Enfin on a, en vertu du théorème de Fermât, 

d'où 
γ^=γ (mod. q), 

(r- r'e)ir - * — — * - υ*)...(.r 

= r
lk

—Yih+r
 (mod. 9). 

Supposons maintenant que r soit un multiple de e, en sorte qu'on 
ait 

q = qTe (inod. λ), 

ou, ce qui revient au même, 
qf = 1 (mod.).); 

alors, le second membre de la congruence se réduisant à zéro, on a 

(J — — ï — — 2 -*!*)··-(J - 7 +1 — »JA) = ° («"Ο''1· 7 

En multipliant les e congruences contenues dans celle-ci pour les 
valeurs de 

A = ο, 1, 2 ,..., e — 1, 

et en désignant, pour abréger, par φ (_/) le produit 

J2) · - · (jr — 

on aura cette congruence pour le module <7e, 

®(.T)9{j— ')?(/ — 2)-· · Ψ (J - 1 + 0 = ° imod. q'\. 

On en conclut aisément que la congruence 

= o (mod. q) 

aura toujours e racines réelles; en observant encore que le produit 
désigné par ψ (j·) est exactement le premier membre de l'équation 

f - A,ye'K + A
3
jrf-2 - ...± A„= o, 

dont les racines sont les e périodes, on aura ce résultat : 

L'équation du degré e, dont les racines sont les périodes à J termes, 
prise pour congruence par rapport à un module q, nombre premier, qw 

Tome XVI, — OCTOBRE I8">I . 
02 
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satisfait à la condition 

qf== ι (mod. λ), 

a toujours e racines réelles. 

Gela étant, nous établissons ce système de congruences parfaitement 
analogues au système des équations (A) : 

Iuu ~ nf 4- mu + mt u, 4-... -+- \ 

uu,~ n' f 4- m' u 4- m\u, 4- ... 4- u
e
_

t
 I 

uu
3

=e= n2 f ■+■ m*u 4- tn2 u, 4-... 4- nt2_, u
e
_, > (mod. q), 

~ne~* f 4- me~* u -f- mf u 4- ... 4- mf\ M
e
_, I 

où le module q soit un nombre premier, tel qu'on ait 

qf— ι (mod. λ). 

L'élimination des e — ι des inconnus 

U y y U>2 y . . . y | 

donne nécessairement une congruence du degré e qui sera parfaite-
ment conforme à l'équation dont les e racines sont les périodes, 
savoir, 

ye — A, ye~h 4- A
3
y"~2 — ... ± A

e
= ο (mod. q), 

et, puisque cette congruence a toutes ses racines réelles, on en tirera 
les valeurs réelles des inconnus 

U} U{, Me_,. 

Ainsi, le système des congruences (Β) est toujours résoluble par des 
nombres entiers réels. Observons aussi que, pour le premier des in-
connus «, on peut choisir une quelconque des racines de cette con-
gruence; mais celle-ci une fois déterminée, on ne pourra plus choisir 
arbitrairement la seconde, la troisième et les autres, puisque l'ordre 
de ces racines dépend des congruences (Β). 

La conformité des équations (A) avec les congruences (Β) nous 
conduit à la conclusion, que toutes les réductions et transformations 
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des fonctions entières des périodes qu'on peut effectuer au moyen des 
équations (A), seront absolument les mêmes pour les nombres entiers 
qu'on obtient en remplaçant les périodes 

yj, Π,, Yje_, 
par les nombres 

U, U{, W2,..., Ue—i ι 

et, puisque toutes les équations rationnelles et entières entre les pé-
riodes se réduisent à des identités simples, il en sera toujours de même 
des congruences analogues. Nous avons donc le théorème suivant : 

Toute équation qui ne contient que des fonctions rationnelles et 
entières des périodes donne immédiatement une congruence quand on 
y remplace les périodes par les nombres entiers correspondants qui 
satisfont aux congruences (Β). 

Par exemple, des équations données ci-dessus on tire les con-
gruences 

u -h u, -h u, -f-... -+- u
e+l

 = — ι (mod. q), 
et 

uuh -+- u, uk^ -+- U
2
 «A+2 «

e
_, ÎÎa_, == —/, (mod. q), 

excepté les cas où f est pair et k = o, ou bien pour f impair et 

k — \ e, où cette somme est congrue à λ — f. 

§ IV. 

Des facteurs premiers de la norme d'un nombre complexe quelconque. 

Une fonction rationnelle et entière des périodes à coeflicients en-
tiers, c'est-à-dire un nombre complexe contenant les périodes, peut 
être considéré comme fonction d'une seule période, par exemple de 
la première »j, et, pour cette raison, nous la désignerons simplement 
par F(ÏJ). De même, le nombre entier qui en résulte si l'on remplace-
les périodes 

*ij */1) *Î2v*> 1 

par les racines de congruences analogues 

-t- ~r~ lin -l- ... ue^t — — 1 
5a.. 
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sera désigné par F («), ou, si l'on prend les périodes 

"'îj IJI·") "3 E— ι 

respectivement correspondantes aux racines des congruences 

î ^Γ4-2ϊ·"ΐ M-r—if 

le nombre entier correspondant à F (yj) sera désigné par F [u
r

). 
Pour qu'un nombre complexe F (yj), contenant les périodes seules, 

soit divisible par un entier non complexe q, il est nécessaire et il 
suffit que, dans la forme linéaire de ce nombre 

F(ïj) = a-ί] -t- a, τη, -h a
2
 τη

2
 -t- ... -+- a

e
_, 

tous les coefficients a, a,, a
2
,..., a

e
_, aient le facteur commun q. Mais 

cette méthode de trouver les facteurs entiers non complexes des 
nombres complexes n'est pas bien applicable au cas d'un nombre 
complexe donné comme produit de plusieurs facteurs dont la multi-
plication effective serait très-pénible Pour ce but, nous ferons usage 
de ce théorème : 

Si une Jonction entière rationnelle des périodes à coefficients entiers 
est divisible par le Jacteur premier non complexe q, qui satisfait à la 
congruence 

qf = J (mod. λ), 

tous les nombres entiers qu'on déduit de ce nombre complexe en rem-
plaçant les périodes par des racines de congruences analogues, seront 
divisibles par q. Réciproquement, si tous ces e nombres entiers sont 
divisibles parq, la Jonction des périodes dont ils dérivent le sera aussi. 

Au moyen des signes adoptés, ce théorème s'exprime de la manière 
suivante : 

Si l'on a 
F(yj) = o (mod. q), 

où q satisfait à la congruence 

il s'ensuit 
qf^ ι (mod. λ), 

F(«) = o, F(tt,)
==

o, F(«,) = o,..., F(w„_
4
) = ο (mod. ç); 
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et, réciproquement, si 

F(«)~o, F (M, ) = o,..., F(«,_,)=o (mod. q), 

il s'ensuit 
F(yj) — o (mod. q). 

En effet, supposons F (ν;) réduit à la forme linéaire 

F(yj) == a y] -+- a, γ], -+- a
2

vj
2 + ... + «<>-, 

en changeant le terme initial des périodes, nous aurons en même 
temps 

F(v},) =aïi, -t- a, yj2-+- α2
 yj

3
 + a

e
_, vj, 

F ('^î) — ■+" -4- flj ÏJ* + ■ ■ · + ûf-t *!( > 

F (>Je_t) = ar
le
_

{
 + α,/) + α

2
ν], + ... + a

e
_< yj

e
_

3
. 

La résolution de ces e équations, linéaires par rapport aux coefficients, 
donne sans difficulté 

\a
k
 — (y}

a
 —f) F (vj) -f- (yj^, — f) F (yj,) -+-...+ (>!*_, — j) f ( r,

e
_, j, 

si f est pair, et 

λα
 e

 = (yj* — f) F (yj) -f- (>}*+) —f) F (YJ, )+...+ (y—J) F ('^-i )■ 

si f est impair. 
Maintenant, si l'on remplace les périodes par les racines des con-

gruences, on a 

F (a
r

) = aa,+ fl, u
r+{

 + a
3
 u

r+3
 a

e
_, a

r
_, (mod. q), 

et puisque, F (yj) étant divisible par q, il en sera de même des coeffi-
cients a, a,, a

2
,..., a

e
_,, on en conclut que le nombre F (u

r
) sera 

divisible par q pour toutes les valeurs 

r = ο, ι , 2,..., e — ι. 
De même, on a 

\ak = (uk —/)F(«) + («A+l —/)F(u
t
) + ... 

-+- («*_, —/) F («„_,) (mod. λ;. 
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si f est pair, et la même expression est congrue à λα β si f est 

impair; donc, si l'on a 

F (M) = o, F («
(

) = o,..., F(«
e
_,) = o (mod. q), 

on aura aussi 
a/s~o (mod q), 

pour toutes les valeurs de 
k = ο, r, 2,..., e — r, 

et, par conséquent, 
F(ÏJ) = O (mod. q), 

ce qu'il fallait démontrer. 
La norme d'un nombre complexe F (»;) qui ne contient pas les 

simples racines α, ad, a7 , etc., mais seulement les périodes à ^termes 
de ces racines, prise par rapport aux périodes, sera le produit des 
e facteurs 

F(>j), F(jj,), F(jjj),..., F (jj
e
_,), 

qui est toujours un nombre entier. La norme du même nombre F (τη), 
prise par rapport aux diverses valeurs de la racine α, contenue dans 
les périodes, sera composée de λ — ι = e . f facteurs, dont f à f se-
ront égaux ; elle sera donc la flime puissance de la norme, prise par 
rapport aux périodes. Nous ne craignons point d'embarras en dési-
gnant la norme, prise par rapport aux périodes, par la lettre N, de 
même que la norme, prise par rapport aux racines de l'équation 

ι ·+- α -+- a2 -l- ... -f- a'—1 = o. 

Donc, en mettant 

Ν F (rj) = F (τη). F (τη, ). F (yj
a
) ... F (>;_,), 

et en substituant aux périodes les racines des congruences, nous 
avons 

NF (yj) = F (u). F(w, ). F(u
3
)... F(«„_,) (mod. q). 

Cette congruence donne immédiatement le théorème suivant : 

Si la norme d'un nombre complexe F(rj), composé des périodes 
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seules, est divisible par q, un des nombres 

F (M), F (M,), F («,),..., F (iv-,) 

sera de même divisible parq; et réciproquement, si l'un de ces nombres 
est divisible parq, q sera nécessairement facteur de la norme. 

Nous allons maintenant discuter les conditions nécessaires pour que 
la norme d'un nombre complexe quelconque, composé des racines 
de l'équation 

1 -4- α -+- a'+ ... -+- a*—1 — o, 

ait un facteur premier donné. Quant au nombre λ, nous avons trouvé 
cette condition dans le § 1er de ce Mémoire, savoir, que la somme des 
coefficients d'un nombre complexe doit être divisible par λ pour que 
la norme ait le facteur λ, et réciproquement. Tous les autres nombres 
premiers peuvent être rangés selon les exposants auxquels ils ap-
partiennent pour le module λ (voyez M. Gauss, Disquisitiones arith-
meticce, § LII), et cette classification convient parfaitement aux di-
vers diviseurs de la norme dont les caractères sont intimement liés 
aux plus petits exposants de ses puissances qui sont congrues à l'unité 
pour le module λ. Nous supposons donc, comme ci-dessus, que q 
soit un nombre premier tel que 

qf~ 1 (mod. λ); 

mais, désormais, nous ajoutons la condition que q appartienne à l'ex-
posant f, en sorte qu'aucune puissance de q inférieure à la fième ne 
soit congrue à l'unité. La puissance d'une racine primitive y, congrue 
à un nombre q qui appartient à l'exposant f, sera 

q = y'e (mod. λ), 

où r n'a aucun facteur commun avec f ; car, si l'on prend 

la condition 

donne 

il suit de là 

q = γ*, 

qf=i 

'ih/~ 1 ; 

kf~ ο (mod. λ— ι), 
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et puisque 

λ - ι = ej, 
on a 

k = o (mod. e), 
ou 

k — re 
et 

q = yre (mod. λ). 

On voit aussi qu'à cause de la condition que q appartienne à l'expo-
sant f, le nombre r doit être premier à f; car, si r et f avaient un 
facteur commun 11, on pourrait poser 

r = nr' et / = "/', 
on aurait ainsi 

qf'~qnr'eJ'0= ι (mod. λ), 

et la puissance qf, inférieure à qf, serait congrue à l'unité, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Cela posé, nous élevons le nombre complexe 

J\a) — a H- a, a + a
2
 α2 -+- a

3
 a® ι ... -I- al~'J 

h la puissance q. En rejetant tous les termes divisibles par q, nous 
aurons 

f (a)7= aq-+- rt? α'-f- a7 a2?-f- ... -f- a^_
a

aO —1)1 (mod. q). 

Donc, en observant que 

a\ = ak (mod. q), 
on a la congruence 

/(af=/(a?) (mod.
 ?

), 

et, en répétant la même opération, on a plus généralement 

/(«)»*=/(a*4) (mod. q). 
Mettant à présent 

h — o, 1, a,..., f 1, 

et multipliant toutes ces congruences, on a 

f (a)1"1"7"*""7'"*"'"'"*"7' ') (mod. q), 



PURES ET APPLIQUÉES. 417 

et, en prenant 
q~yre (mod.).), 

et changeant α en α7 , cette congruence devient 

,f(„T~·) ./(„■<""") .../(a"**""""). 

Prenons maintenant, pour m, e valeurs incongrues par rapport au 
module e, et multiplions ces e congruences; nous aurons 

[π/(α7")],+?"+'?+'=N/(a) (mod. 7), 

où le signe du produit Π s'étend à toutes les valeurs du nombre m 
qui sont incongrues par rapport au module e. D'où, en supposant 
Ν j (a) divisible par <7, 

[π/(«7)]^,+
 =o (mod. Î/). 

En élevant à la puissance q — 1, multipliant par Π f(a7 ) et obser-
vant que, pour tout nombre complexe, l'on a 

on obtient enfin 
φ ψ (α) (mod. q), 

Π /(α7 )=ο (mod. q), 

et de lit le théorème suivant : 
Si la norme d'un nombre complexe f (a) est divisible par q ( nombre 

premier qui appartient à l'exposant f), il faut que le produit de e à e 

des λ — ι nombres conjugués représentés par J {yj ), pour lesquels m 
n'ait que des valeurs incongrues par rapport au module e, soit divisible 
parq. 

De ce théorème il suit aussi, comme corollaire : 
Si la norme d'un nombre complexe f (a) est divisible par un 

nombre premier q ip/.i appartient à l'exposant f, il faut, qu'elle con-
tienne ce facteur J fois, de manière quelle soit toujours divisible 
par qf. 

Cherchons maintenant les conditions qui doivent avoir lieu entre 
Tome XVI.— (VOVEVLUE i85r. DO 
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les coefficients du nombre complexe j (a) pour que sa norme soit 
divisible par q. On sait que toutes les J racines de l'équation 

ι -h ce -h a3 -h ...-h a'—1 = o, 

qui sont contenues dans une seule période à f termes, sont en même 
temps les racines d'une équation du degré f delà forme 

a/-h P, af~K 4- P
2
 vJ~~3 4-... 4- Py= o, 

dont les coefficients P,, P2, etc., sont des fonctions entières et ration-
nelles des périodes 

*2? ^2r*·? Ce—\· 

Au moyen de cette équation, on pourra éliminer toutes les puissances 
de α supérieures à a/-4 de l'expression du nombre complexe 

/ (a) = <j + a,a + e
1
aI+a

3
a3 + .„ + a

i—t «
1—a

5 

donc on aura cette forme 

où 
/(α)=ψ(γι) 4- αφ, (>j) 4- a3 φ

ζ
(τη) 4-... 4- af~k ?/_,(>?), 

9»(«)r ?»(>ϊ),···> ψ/- f(>?) 

désignent des nombres entiers complexes contenant les périodes seules. 
On voit aussi qu'un nombre complexe donné n'aura jamais deux 
représentations différentes par cette forme. 

Cela posé, nous considérons le produit des e facteurs : 

[ £/(«) +*. / («^ )+*i/(«
7

") 4-... 4-c
f
-
t

f(a?U °')] 

x[<?/(a
7

) + c
t
f{àT

l

) -hc
2
/(a

7

"
+

') 4- ... H- c
f
_, f (a

7

"
- 0

"'')] 

x[c/(a7' ') 4- c, f (a
7
" ') 4- c

2
/ (a

7
" ' ) 4- ... 4- θ/_, / (a

7
* ')]· 

En effectuant la multiplication on voit que tous les termes contien-

dront un de ces produits Π y (a7™) où m Ά e valeurs incongrues par 
rapport au module e ; donc, en vertu du théorème que nous venons 
tie démontrer, le produit proposé sera divisible par q en même temps 
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que Ν f (a), quelles que soient les quantités 

C", , C2,..., t'f-i· 

Prenons pour f (a) la forme 

/(α) = œ(rj) + αφ, (η) + α2<ρ2(κ) ■·· 4- c/ 4 <?/_, (»j), 

et pour y (a7), f(cfl ), etc., les expressions qu'on déduit de celie-ei 

<jn changeant a en αγ
? , etc. Posons de plus 

C* —I— C j -j— c 2 H—... H- Cf— ι — C j 

oc c -f- OC C | -f- OC ~4~ ».. -j— OC ι """ ï 

OC C -H OC C2 ~4~- OC C2 ~4~ .. - -4- OC C^_( C2l 

. . . . . . . . 

/—1 (/—ι) V" (/—1)7" — _r 

nous aurons cette transformation du produit proposé , 

[Cqa (y;) -+- C, φ, (rj) + C
s
 φ

2
 (ÏJ) +...Cy_, <jy_, (yj )] 

Χ [Gif (y;, ) -1- C4 <p, (rç, ) + C
2

 <p
2
 (»7i ) -f-...-t- Cf_, (yjt )] 

. . . . . . . . . 

X [Cf (yj
e
_,) -f- C, φ, (·/?„_,) + C

2
 tp

2
 (yj^,) + ...+ Cf_, tpf_, 

qui sera divisible par q en même temps que Tî(α) pour toutes les 
valeurs des quantités 

C, C„ G2,..., Gy_,, 

qui sont tout à fait arbitraires aussi bien que 

Cy Cty C 2»-··> 

Ce produit étant une norme prise par rapport aux périodes, pour 
qu'il soit divisible par q il faut et il suffit qu'on ait 

G φ (μγ) H- C, ψ, (u
r
) + C2 <p2 (u

r
) + ...+ C^_, 9/_i (wr) ==o i

v
mod. q 

53.. 
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pour quelqu'une des valeurs de 

r= ο, i, 2 e — ι, 

et parce que les coefficients 

C, C, , C
2
 ,. .. , (y_, 

sont arbitraires, il faut qu'on ait séparément les f congruences 

ç?(u
r
)~o, ψ, (u

r
) = o,..., tpf_,(u

r
) = ο (mod. q). 

On a donc ce théorème : 

Si la norme d'un nombre complexe _/ («) est divisible par un 
nombre premier q, qui appartient à l'exposant f pour le module λ, il 
faut que les f congruences 

φ(κ
Γ
)~θ, f,{u

r
) = o, <p

2
(u,)==o,..., ff_t(u

r
)~ ο (mod .q), 

qu'on obtient en mettant le nombre f(a) sous la forme 

f (a) — ψ {*>) -+- χψι (fl) + α2<ρ
2

(>?) + ...+ <p/_, (>7), 

ei remplaçant les e périodes à f termes par les racines de congruences 
correspondantes, aient lieu pour une certaine valeur de r. Réciproque-
ment, si ces f congruences ont lieu, la norme de f {a) sera divisible, 
par q. 

On peut aussi déterminer la condition pour que la norme d'un 
nombre complexe f(a) soit divisible par q, en faisant 

/(«)./ („r ) .f(al")...f («'"-"·) = F („). 

Ce produit étant une fonction symétrique de toutes les racines conte-
nues dans l'une des périodes ne sera qu'une fonction des périodes, à 
cause de quoi nous l'avons désigné par F (yj). Il suit de là 

T$f{*) = F (77). F (η, ). F („,)... F , 

et, par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que 
Ν f (a) soit divisible par q revient simplement à ce que F (u

r
) soit 

divisible par q pour une certaine valeur de r. Ainsi, la même con-
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dition pour laquelle nous avons trouvé les f congruences 

(û{u
r

) = o, fi(u
r
)~o, etc., 

linéaires par rapport aux coefficients du nombre complexe f (a), est 
exprimée par la seule congruence du degré f, 

F(u
r
) = o (mod. q). 

Si pour un nombre complexe quelconque 

/(α) =: φ (·/]) + αφ, (ν;) -4- a2 ψ
2
 {-η) + ... + of 1 

les f congruences 

<ρ(κ
Γ

) = ο, φ, (μ
γ

) = ο,..., f/H(tt,) = o (mod. q) 

ont lieu, nous dirons simplement que ce nombre complexe f(a) est 
congru à zéro, par rapport au module q, pour 

yj — ï/rî yj! — j yj2— Ά·4-2Ϊ·*·? ^7«?— t —
 M

r—ι ? 

ού il suffira aussi d'écrire seulement la condition 

yi = ur 

qui entraîne les autres. 
Cela posé, il est évident qu'un des facteurs d'un produit de deux 

ou de plusieurs nombres complexes étant congru à zéro pour y; = n
T

, 
il en sera de même du produit développé; mais le théorème réci-
proque exige une démonstration particulière. Soit donc 

/(«)■?(«) = x(a)> 
et, par hypothèse, 

Χ (α) = ο (mod. q) pour >j = «
r

; 

nous prouverons que l'un des deux facteurs f [a) ou ψ (α) doit être 
aussi congru à zéro pour yj = u

r
. En effet, en posant 

f(a). / (<£>') . f («*") ... = F („). 

?(«)·? (α7') · 9 U7") ··· 9 = Φ(η), 

Χ(α) ·χ(«7') ■ Χ (α7") ··· χ(α7ί/_,)') =X(»j), 
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on aura 
F (-/j) Φ (yj) = X(u), 

et. puisque par 1'hypotbèse χ (a) est congru à zéro pour η = u
r
, on 

aura aussi 
X(«

r
)~o (mod. q). 

li suit de là que l'un des nombres F (u
r
) ou Φ (îî,.) doit de même être 

congru à zéro, et, en remplaçant la congruence 

F(M
r

) = o (mod. q) 

par les J congruences équivalentes, qu'on est convenu d'exprimés 
liar 

j (α)Ξ^ο (mod. q) pour η — u
r

, 

on en conclut ce théorème : 

La condition 
j (α) — ο (mod. q) 

pour r) = u
r
 est toujours la même pour un nombre complexe, soit qu'il 

consiste de facteurs, soit qu'il ait la forme développée. 

De là découle aussi cet autre théorème, qu'on peut regarder 
comme une généralisation du premier théorème de ce paragraphe, 
parce qu'il donne, pour les nombres complexes quelconques y (a), la 
même condition que cet autre pour les nombres complexes des pé-
riodes : 

Pour qu'un nombre complexe quelconque, représenté comme produit 
de plusieurs facteurs, soit divisible par q, il faut et il suffit que, pour 
toutes les substitutions 

Y] — Y} — IT^ , Y) —- Y] — 

un de ses facteurs soit congru à zéro pour le module q. 

Nous terminerons cette discussion des facteurs premiers de la norme 
d'un nombre complexe quelconque, en montrant encore une autre 
manière très-simple et très-utile d'exprimer les f congruences conte-
nues dans l'énoncé 

f(a)~ ο (mod. q) pour τη = u
r

. 
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Pour cela, nous avons besoin d'un nombre complexe contenant les 
périodes seules dont la norme, prise par rapport aux périodes, soit 
divisible par q sans être divisible par q2. De tels nombres existent tou-
jours, et à l'ordinaire ils s'offrent d'eux-mêmes; par exemple, parmt 
les simples nombres 

u — rt, u, — ïj, «j — — vj, 

dont les normes sont toutes divisibles par q, il y en aura presque 
toujours plusieurs qui satisferont à la condition requise; mais dans 
certains cas il se pourrait que les normes de tous ces nombres fussent 
aussi divisibles par q2. Alors on fera usage du nombre complexe 

ψ (·/]) = λ —F— UYI — Η, ÏJ, — U
2

N, — ... — 

bu remplaçant les périodes par les racines des congruences, on a 
toujours 

ψ (Mr) == λ (mod. q), 

a l'exception des deux cas : i° de f pair et /■ = o, où l'on a 

ψ («)==o; 

de f impair et r = ±e, où l'on a 

ψ iu
e
\ ~ ο. 

De là, en appliquant le premier et le second théorème de ce para-
graphe, on conclut que Ν ψ (13) est toujours divisible par q, mais que 
le produit 

Ψ (»}) = ψ(ΐ7,}.ψ (ïjj) . ψ (vj3)... ψ (rie-i) 

n'est pas divisible par q. Observons aussi que le produit Ψ (nr) ψ (r,/). 
tant que r et s ne sont pas égaux, contient toujours tous les facteurs 
de la norme Ν ψ (ν?), et que, par conséquent, il est divisible par q. 
Cela étant, développons la norme de ψ (ν;) + q, en rejetant tous les 
termes divisibles par q2, ce qui donne 

Ν[ψ(*3)+ </] 

= Νψ (ÏJ) -+· ç [Ψ(»ΐ) -f- Ψ("/μ) -+■·.. -f- Ψ (i7e-i)] (mod. q2} : 



4*4 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

multipliant encore par Ψ (ÏJ) et rejetant les termes divisibles par q', 
nous aurons 

Ψ(>7)Ν[ψ(»3) + 9] = Ψ(>3)Νψ(>;)+^[Ψ(>9)]2 (mod. q2). 

Maintenant, si Νψ(>;) n'est pas divisible par q2, mais seulement par q, 
ψ(>3) est un nombre complexe tel qu'on le désire. Mais s'il arrivait 
que Νψ(»;) contînt le facteur q2, on aurait 

Ψ (>ΐ)Ν[ψ(ϊ?) -t- q]=q [T"(î9)]2 (mod. q2) : 

on voit que la norme du nombre complexe ψ (>j) + q ne pourrait être 
divisible par q2. Ainsi, l'un des deux nombres complexes ψ(*?) ou 
ψ (τ, ) + q satisfait toujours à la condition exigée. 

Soit donc ψ(*ΐ) un nombre complexe, tel qu'on ait 

sans que 

soit aussi 

Ν ψ (η)== ο (mod. q), 

Νψ(>ι) = ο (mod.y2); 

ψ (M) = ο (mod. q), 

et posons, pour abréger, 

ψ(^«)·ψ(ϊ32)·ψ(ϊΪ3)···ψ(^-() = 

je dis que les f congruences comprises dans l'énoncé 

/(α)== ο (mod. q) 

pour r, — u
r
 sont équivalentes à la congruence 

/(α)Ψ(ϊ}^.) = ο (mod. q). 

En effet, d'après les principes établis dans le § III, on conclut de 
l'expression de Ψ (y?), 

Ψ(u
r

) = ψ (/<„.,). ψ (WR+Ï)-.. Ψ("Γ-<) {mod. q); 

et puisqu'on a 
ψ (m) Ξ ο (mod. q), 

on voit qu'on aura toujours 
Ψ («r) = °, 

excepté le seul cas / — o. Or nous savons que, pour avoir 

/(a)¥(>j
e
_

r
)==o (mod. q), 
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il faut et il suffit qu'on ait pour chacune des suppositions 

ou 

ou 

Π = U, ■/) = Ut, Y) = U2,..., Y} = Ue_i} 

/(α) = Ο (mod. 7), 

Ψ {yie-r) = o (mod. ry); 

et puisque, pour τη == le second facteur, qui devient Ψ (M), n'est pas 
congru à zéro, il s'ensuit nécessairement 

/(α)== ο 

pour η = u
r

. Réciproquement, si l'on a 

/(a)==o (mod. 7) 

pour τη ~ u
r
, le produit J (a) ¥(r;e_r) est divisible par 7, parce que 

pour η = u
r
 le premier facteur f{a), et pour toutes les autres substi-

tutions 

y) u j yj — 11 i..... γ) —. ur—^ j Y) — ...., YJ — tie __ (, 

le second facteur Ψ est congru à zéro. 

§ V. 

Définition et propriétés générales des facteurs idéaux d'un nombre 
complexe. 

Au moyen des résultats trouvés dans le paragraphe précédent, nous 
serons en état d'assigner tous les nombres complexes dont les normes 
ont un facteur premier donné; voyons maintenant si, parmi tous 
ces nombres complexes, il y en a un ou plusieurs dont les normes 
soient égales à ce nombre premier même. D'abord nous savons que 
quand la norme d'un nombre complexe prise par rapport aux 
racines a, est divisible par le nombre premier 7 qui appartient à l'ex-
posant f, elle ne peut pas être égale à 7, à moins qu'on n'ait 

/=»> 

c'est-à-dire à moins que 7, appartenant à l'exposant 1, n'ait la forme 
Tome XVJ. — NOVEMBRE I85I . 54 
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linéaire 

q = m 'k -h 1. 

Cela tient à ce que toute norme est de la forme linéaire mk + 1 ou à 
ce que toute norme divisible par q doit avoir le facteur qf. Mais parmi 
les nombres complexes contenant les périodes à f termes, il pourra 
y en avoir dont les normes prises par rapport aux périodes soient 
égales au nombre premier q. Donc, il se pourra qu'un nombre pre-
mier q, appartenant à l'exposant f, soit décomposable en e facteurs 
conjugués contenant les périodes à f termes, en sorte qu'on ait 

= Nç>(n) = q, 

et en particulier, pour le cas de f= 1, il se pourra qu'un nombre 
premier ρ de la forme mk -+- 1 soit égal à la norme d'un nombre 
complexe f (a), en sorte qu'on ait 

/(«)-/(<*')·/(«·)· = Ν/(α) =p. 

Mais il s'en faut de beaucoup que chaque nombre premier apparte-
nant à l'exposant f soit décomposable en e facteurs premiers com-
plexes. On distinguera plutôt deux classes de tous les nombres pre-
miers, les tins qui peuvent être représentés comme normes, ainsi que 
nous venons de l'expliquer, les autres qui n'admettent pas une telle 
décomposition en facteurs conjugués. 

En supposant toujours q premier et appartenant à l'exposant f, 
sans exclure le cas de f — 1, nous aurons pour un nombre q de la 
première classe, 

φ(·'·)·ΐ>(»Ι.)·?>('»0···Τ (*<*-,) = N<p(») =q. 

Le nombre complexe φ («), dont la norme est un nombre premier, 
n'admet aucune décomposition ultérieure en deux facteurs, sans que 
l'un de ces facteurs soit une unité complexe. En effet, si l'on avait 

<p(«) = F(a).G(a), 

en prenant la norme par rapport aux racines α, on aurait 

Νφ(«) = /=NF(«).NG(a), 



PURES ET APPLIQUÉES. 427 

et puisque l'une de ces deux normes, par exemple NF(a) divisible 
par q, doit être divisible par qf, on aura nécessairement 

NF (α) = qf, d'où NG(a) = i, 

ou bien G (a) sera une unité complexe. Pour cette raison, tout nombre 
complexe φ (>3), dont la norme est un nombre premier, sera appelé 
nombre premier complexe. Ainsi, tout nombre premier non complexe q 
de notre première classe se compose de e facteurs premiers complexes. 

Pour distinguer les facteurs premiers du nombre q, nous ferons 
usage des nombres 

u, u{, u2,--., 

correspondants aux périodes. En les substituant, on aura pour une 
certaine valeur de r, 

φ(«
Γ

) = ο (mod. q), 

condition nécessaire pour que la norme de <p(n) soit divisible par q ; 
on voit par là que, pour tous les divers facteurs premiers de q, on a 

φ(») = ο pour χ = u„ 

φ(χ,) = ο pour »=«
r
_,, 

φ(χ
2
) = ο pour 15 = «

r
_2, 

et généralement 
<p (»*)=■ ο pour >1 = u

r
_,k. 

Nous distinguerons donc les e facteurs premiers conjugués du 
nombre q selon les racines de congruences qui doivent être choisies 
comme correspondantes aux périodes pour que chacun de ces fac-
teurs premiers complexes soit congru à zéro pour le module q. 

Lorsqu'on multiplie un nombre premier complexe φ («), pour lequel 
on a 

φ(χ) = ο (mod. q) pour « = u
r

, 

par un nombre complexe quelconque f (a), le produit développé 

Ψ (»)/(«) = F(«) 
satisfera toujours à 

F (α) = ο pour >1 = u
r

. 
54-
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Réciproquement, si un nombre complexe f (a) satisfait à 

F(a) = o (mod. q) pour χ = u,,,· 

je dis qu'il contiendra nécessairement le facteur premier <p(x). En 
effet, le nombre φ(»Γ)5

 dont la norme est égale à g et qui est congru 
à zéro pour Χ = M, est un de ces nombres complexes que nous avons 
désignés par ψ (χ) dans le paragraphe précédent, à l'aide desquels la 
condition 

F(a) = o (mod. q) pour χ = u, 

s'exprime par la simple congruence 

F (α) Ψ (*,,_,.) = ο (mod. q). 
Prenant donc 

τΚ) = Ψ (Ό 
et 

Ψ (il) = φ (« R-M ).φ(χ Γ+2 )... φ (x
r
_,), 

et, par conséquent, 

Ψ (V-
r
) = φ (»),)■ 9 ("a) ·?("«)· ■ · ? 

de l'hypothèse 
F (α) — ο (mod. q) pour n = u

r
, 

on conclut 
F (α). φ (χ,). φ (xs)... φ (x^, ) = ο (mod. q); 

on pourra donc poser 

F (α) · ψ (»< ) ■ ? ( »a) · · · ψ () = q f («) ; 

enfin, en multipliant par ψ (χ) et divisant par 

9 00 · 9 ("<) ■ ? ("a) ■ ■ · ψ ("·-« ) = 7» 
on aura 

F («) = ?(*)/(«)■ 

Donc , F (a) a effectivement le facteur ψ (χ). Nous voyons par là que 
la condition 

F(a) = o (mod. q) pour χ = u
r 

définit complètement un facteur premier complexe φ (χ), contenu dans 
le nombre F (a) toutes les fois que le nombre premier φ(χ) existe 
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réellement, c'est-à-dire que q est decomposable en e facteurs premiers 
conjugués. 

Supposons à présent que q soit un nombre premier qui n'admet 
pas de décomposition en e facteurs conjugués, ou qui ne saurait être 
représenté comme norme d'un nombre complexe contenant les pé-
riodes à f termes. Alors on ne pourra plus isoler un facteur premier 
d'un nombre complexe f (a) satisfaisant à la condition 

f{a) = o (mod. q) pour * = 

mais nous dirons néanmoins que ce nombre complexe contient un 
facteur premier complexe du nombre q, que nous appellerons/ûcfeur 
premier idéal du nombre premier q ; et puisque nous avons vu que 
les e facteurs premiers du nombre q, s'ils existent effectivement, sont 
distingués en ce que chacun d'entre eux devient congru à zéro pour une 
certaine substitution des racines de congruences au lieu des périodes, 
nous désignerons ce facteur premier idéal de q comme appartenant h 
la substitution » = u

r
. Un tel facteur idéal, qui ne subsiste pas par 

soi-même, mais qui a une existence effective dans la combinaison 
avec les autres facteurs du nombre complexe, dans lequel il est con-
tenu, sera donc défini complètement comme il suit : 

Si un nombre complexe f {CL) satisfait à la condition 

/'(«*) = ο (mod. q) pour » = u
r

, 

nous dirons qu'il contient le facteur premier idéal du nombre pre-
mier q qui appartient à la substitution η = u

r
. 

Quoiqu'il n'y ait rien d'obscur dans la définition, nous allons ex-
pliquer rapidement pourquoi nous avons désigné cette condition de 
congruence de f (a) par le nom de facteur idéal de ce nombre com-
plexe, tout en observant que les développements seuls de la théorie 
pourront justifier une telle innovation. A cause de l'analogie frap-
pante qui règne entre les facteurs premiers idéaux et les facteurs com-
plexes ordinaires, la dénomination servira à simplifier extrêmement 
les énoncés des théorèmes. Mais cela ne constitue pas l'avantage prin-
cipal de la théorie nouvelle; nous croyons surtout que les facteurs 
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idéaux rendent visible, pour ainsi dire, la constitution intérieure des 
nombres, en sorte que leurs propriétés essentielles soient mises dans 
leur jour. Un nombre complexe satisfaisant à plusieurs des condi-
tions que nous regardons comme facteurs idéaux de ce nombre, quoi-
qu'il ne soit pas décomposable en facteurs complexes, se comporte 
tout à fait comme un nombre composé, et c'est pour cela que nous 
le considérons en quelque sorte comme un produit de facteurs. L'Al-
gèbre, l'Arithmétique et la Géométrie offrent des analogies nom-
breuses à notre théorie. On décompose, par exemple, les fonctions 
rationnelles et entières d'une seule variable en facteurs linéaires, 
quoique ces facteurs isolés n'existent qu'en des cas particuliers ; c'est 
pour ce but qu'on a créé les quantités imaginaires. En Géométrie, 
on parle d'une droite passant par les points d'intersection de deux 
cercles, quand même les points d'intersection n'existent pas. Dans cet 
exemple, la propriété permanente que les tangentes menées d'un 
point quelconque de cette ligne aux deux cercles, sont égales entre 
elles, est l'analogie de la propriété permanente du nombre complexe 

y (a) = o (mod. (/) pour » = u
r
, 

et la propriété accidentelle de cette ligne, de passer par les points 
d'intersection des deux cercles, est de même analogue à la propriété 
accidentelle du nombre complexe d'avoir un facteur premier 
existant φ (»)· Enfin, l'idée de considérer des facteurs idéaux des 
nombres complexes est, au fond, la même que celle qui a procréé les 
nombres complexes eux-mêmes. En effet, on sait que M. Gauss, en 
observant que, dans la recherche des lois de réciprocité entre les ré-
sidus biquadratiques, les nombres premiers de la forme 4K + 1 se 

comportaient comme nombres composés, les a décomposés en facteurs 

imaginaires de la forme a-h b \j— i, et qu'il a jeté par là les fonde-
ments de la théorie générale des nombres complexes. 

Nous avons fixé le sens d'un facteur premier idéal d'un nombre 
complexe f (a) par la condition 

f(a)= ο (mod. q) pour r, = u
r

, 

qui en elle-même n'est qu'une manière concise d'exprimer que les f 
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congruences 

φ(«
Γ
) = ο, («,.)== ο, ç>

a
(«

r
) = ο,..., gy_, («,.) = ο (mod. 9) 

ont lieu en même temps, congruences qu'on obtient en mettant le 
nombre fia.) sous la forme 

/(α) = φ («) 4- αφ, (D) -4- α2φ
2

(») + ...+ of 1 φ/_, (»), 

et remplaçant les périodes par les racines des congruences correspon-
dantes. Nous savons aussi que ces f congruences sont comprises 
dans cette seule, 

/(α) Ψ (*_,)== ο (mod. g), 

où Ψ (vi) désigne le produit de e — 1 facteurs 

Ψ(») = ψ(»,).ψ^
2
)...ψ(ν.,), 

ψ (H) étant un nombre complexe qui donne 

ψ(«) = ο (mod g), 

et dont la norme, divisible par g, ne soit pas divisible par g2. Nous 
pouvons donc énoncer la définition des facteurs premiers idéaux 
comme il suit : 

Si le nombre complexe f {ce) satisjait à la congruence 

f (α) Ψ (»e-r) = ο (mod. q), 

où Ψ (») désigne le produit des e — 1 facteurs 

ψ(») = ψ («,) - ψ (»a) - ..ψ (*«_,), 

et ψ (n) un nombre complexe tel qu'on ait 

Ψ(Μ) = Ο (mod. q), 

et dont la norme, divisible par q, ne soit pas divisible par g2, nous 
dirons que /'(a) contient le facteur premier idéal du nombre g, qui 
appartient à la substitution « = u

r
. 

Pour introduire la multiplicité d'un facteur premier idéal , nous 
généralisons la définition précédente comme il suit : 

Le nombre complexe f (a) est censé contenir exactement η fois 
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le facteur premier idéal du nombre q, qui appartient à la substitution 
n = u,., lorsqu'il satisfait à la congruence 

f(a) [T(»
e
_

r
) J"= ο (mod. q"), 

sans que la congruence 

f (α) [ΨJ"-"' == ο (mod. q"*1) 
ait lieu. 

Nous remarquons aussi que la notion du nombre ou facteur com-
plexe idéal sera employée aussi bien dans le sens plus large où les 
nombres complexes existants, comme cas particuliers, sont compris 
parmi les nombres complexes idéaux, que dans le sens plus étroit où 
les nombres idéaux signifient le contraire des nombres complexes 
existants, de même que, dans l'Algèbre, le mot imaginaire est em-
ployé dans ce double sens. 

La condition qu'un nombre complexe contienne un facteur pre-
mier idéal multiple s'exprime encore par des congruences linéaires 
par rapport aux coefficients de ce nombre complexe. En mettant f (a.) 
sous la forme 

/(«) = ?(") + αψι (Ό -+- (») + ... -+- α/ ' <p/_, (»), 

et supposant que f (a) contient η fois le facteur premier idéal de q, 
appartenant à la substitution » = u

T
, on aura 

[ψ (»*->■)]" liC") + «?«(») + aa?î(») -+-·■· + ?/_, (i)] = o 

pour le module q". On en conclut aisément que les f congruences 
contenues dans la formule 

[Ψ(»
β
_

Γ
)]Βφ

Α
()ΐ) = ο (mod. q"), 

doivent avoir lieu séparément pour 

k= o, i, 2,..., f — 1. 

En réduisant à la forme linéaire, on aura 

[Ψ (»,,_,·)]" ψ h (n) = C » -+- C, r, -+- Cj -+- ... -+- C
c
_, 

ce qui donne 

= — (C -+- C, -f- Co -4-.·.+ C_, ). 
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Multipliant encore par [Ψ et observant que le produit 
Ψ (*

r
) Ψ (»,) est toujours divisible par q, excepté le seul cas de r = Λ , 

on aura la congruence 

( Ψ ^E-R)
2

 " ( *1 ) == — (C + C, + C
a
 -F- U

v
_

4
) (Ψ X

E

_
R

)" (itlod. q"). 

Il suit de là que la condition 

(T«
e
_

r
)nç

A
(») = ο (mod. q") 

est équivalente à la congruence 

G -+- C, + C
2
 . .. -+- C

e
_, = ο ( mod. qH), 

qui est linéaire par rapport aux coefficients de /'(«). Ainsi, la condi-
tion qu'un nombre complexe contienne η fois un facteur premier 
de q est exprimée par f congruences linéaires par rapport aux coef-
ficients du nombre f (a) pour le module q". 

Nous allons maintenant démontrer les théorèmes élémentaires pour 
le calcul des facteurs idéaux, qui seront entièrement les mêmes que 
pour les facteurs existants. Pour cela, nous proposons d'abord ce 
théorème : 

Le produit de deux ou de plusieurs nombres complexes a précisé-
ment les mêmes facteurs premiers idéaux ou existants que les facteurs 
pris ensemble. 

Soient f(a) et g (a) deux nombres complexes et Λ (a) leur produit, 
en sorte qu'on ait 

/(a)-g(a) = M«); 

si le facteur premier idéal de q, qui appartient à la substitution >1 = u,, 
est contenu précisément η fois dans f [ai) et ν fois dans g (A), je dis 
qu'il sera contenu η-h ν fois précisément dans h {a). D'après l'hypo-
thèse , on a 

mx ou de plus leu r\ 
et 

g (*)[Ψ (*„)]> = q" G{*), 

ou F (a) et G (a) ne sont pas congrus à zéro pour ζ = u
r
, puisqu'on 
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aurait alors 

et 

/(α)[Ψ(»
<
_

Γ
)]η+1=ο (mod. qn+i ) 

§'(α)[Ψ(>ι
β
_

Γ
)]''+, = ο (mod. q"*'). 

De ces deux équations il suit 

/ (et ). g ( α) [ Ψ ( Ο]»" = h ( a) [ Ψ (»
e
_

r
)]™ = q"*" F (β). G ( »). 

En mulipliant de nouveau par ψ (n
e
_

r
), on a aussi 

h (ce) [Ψ ( >w)]'— = q"*" F (β). G ( «). Ψ (*
e
_

r
), 

et puisqu'aucun des trois facteurs du produit F (a). G(a).T(>v_r)
 nest 

congru à zéro pour » = u
r
, ce produit n'est pas divisible par q. On a 

donc 

A(α) [Ψ (ïig_
r

)]"""" ~ ο (mod. q"^), 

sans avoir 

Λ(«)[Ψ(Μ^
γ
)]™+4==Ο (mod. if1*·"*' ), 

c'est-à-dire le produit h (a) contient le facteur premier idéal de q, 
qui appartient à la substitution n = u

r
, n-1- f fois précisément. Ce 

résultat donne sans peine la démonstration du théorème proposé, 
car tout ce que nous avons démontré pour le facteur premier idéal 
de q, qui appartient à la substitution « = u

r
, subsiste de même pour 

tous les facteurs premiers idéaux, et puisqu'on peut regarder les deux 
facteurs eux-mêmes comme composés de facteurs, et ainsi de suite, 
on voit qu'il subsiste également pour un produit d'un nombre quel-
conque de facteurs. 

En faisant usage de la dénomination nouvelle de facteurs premiers 
idéaux, le théorème du paragraphe précédent, relatif à la condition 
qu'un nombre complexe ./(«) soit divisible par q, pourra être énoncé 
comme il suit : 

Pour qu'un nombre complexe quelconque, représenté comme produit 
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de plusieurs facteurs, soit divisible par q, il faut et il suffit quil con-
tienne tous les e facteurs premiers idéaux du nombre q [*]. 

En supposant que dans le nombre f{a) chacun des facteurs pre-
miers idéaux de q soit contenu η fois au moins, on aura les con-
gruences 

/(α) [Ψ (*)]»= ο, ) 

/(α)[Ψ(*,)]η==ο,..., j (mod. q"), 

/(α) [Ψ (»_,-)]"= ο, ) 

et, en ajoutant ces congruences, 

/(*) [ψ (*)]"+ [ψ(»< )]" + ··· + [Τ(^_,)]"Ξ=ο ι mod q"). 

Le second facteur de ce produit, comme fonction symétrique de toutes 
les périodes, sera un nombre entier non complexe5 de plus, il n'est 
pas divisible par q, puisqu'aucun des facteurs idéaux de q n'y est con · 
tenu; il faut donc que le premier facteur soit divisible par q", ce qui 
donne cette généralisation du théorème précédent : 

Un nombre complexe, contenant tous les factews premiers idéaux 
de q, chacun η fois au moins, est divisible par qn. 

Supposons maintenant que f'(a) contienne η facteurs premiers 
idéaux de q, soit tous différents ou non, alors chacun des nombres 

I * 1 Remarquons ici qu'au moyen de ce théorème on pourra reconnaître le motil 
de l'emploi des multiplicateurs désignés parT(n), qui consistent des e—1 facteurs 

Ψ(«ι)*Ψ W·" Ψ (*«-')■ 
En effet, la condition 

■!/(u)== ο ίmod. q ) 
fait voir que ψ (« ) contient le facteur premier idéal de q, qui appartient à la substitution 
η — u, et la condition que Κ ψ (η ) ne soit pas divisible par qi exclut tous les autres fac-
teurs premiers idéaux du nombre premier q qui pourraient troubler le résultat. Il s'en 
suit que 'F (»,_.) contient tous les facteurs idéaux de q, à l'exception d'un seul, qui ap 
partient à la substitution η = «

r
. En multipliant donc par Ψ(«,_

Γ
) un nombre donne 

/(a ;, contenant le facteur idéal de q, qui appartient à la substitution η = u
r
, on aura 

un produit divisible par q, parce qu'il contient tous les facteurs idéaux de q ; mais si le 
nombre /"(a) ne contient pas ce facteur idéal, le produit ne sera jamais divisible 
par q, puisqu'un des facteurs idéaux du nombre q n'y est pas contenu. 

d5.. 
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conjugués 

/(«). /(>'), /(«''),. ·, /(»''') 

contiendra de même » facteurs idéaux de q, et le produit de ces λ — ι 
nombres conjugués, c'est-à-dire la norme N/(a), en contiendra 
(λ — ι) 71. De plus, il est aisé de voir que tous ces facteurs idéaux dans 
la norme Ν f (a) se trouveront en nombre égal; donc chacun d'entre 

eux s'y trouvera fois, ce qui est nf fois précisément. Donc, 

au moyen de la proposition précédente, on a le théorème très-impor-
tant : 

Si le nombre complexe f(a) contient η facteurs premiers idéaux 
du nombre q (appartenant à l'exposant f), soit que tous ces facteurs 
soient différents ou non, la norme Ν f if) contiendra toujours le 
facteur q"f mais elle ne contiendra jamais une puissance plus élevée 
de q. 

Le nombre premier λ, le seùl qui n'est pas contenu dans les nom-
bres désignés par q, se décompose en λ — ι facteurs premiers conjugués 
de la manière suivante : 

(ι — Λ) (I — α2)(ι — a®)... (ι — = Ν (ι — a) = λ. 

Pour s'assurer que ι — ak est un nombre premier, on fera 

ι - a* =/(*).φ (a); 

d'où, en prenant les normes, on aura 

λ = Ν/(α).Νφ(α). 

On en conclut que l'un des deux facteurs Ν j (a) et Ν φ (a) sera 
nécessairement égal à λ, l'autre égal à l'unité; donc, ι — ak ne pou-
vant être décomposé en deux facteurs, sans que l'un d'eux soit une 
unité complexe, satisfait à la condition d'un nombre premier complexe. 
Les facteurs premiers de λ sont distingués des facteurs premiers com-
plexes de tous les autres nombres premiers, parce qu'étant dégagés 
des unités complexes, ils sont tous égaux entre eux. En effet, on a 

ι — αΑ = ( ι — a),(i+ a + a! + ... + ), 
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et ι -+- et -+- a2 -+- ... -ι- ak~' n'est qu'une unité complexe. Pour cette 
raison, il ne s'agira jamais de rechercher quels facteurs de λ, mais 
seulement combien de ces facteurs sont contenus dans un nombre 
complexe donné, et, pour cela, on n'aura qu'à chercher combien de 
fois la norme du nombre donné contient le facteur λ ; car le nombre 
des facteurs premiers ι — a, contenus dans un nombre complexe, est 
évidemment le même que le nombre des facteurs λ contenus dans sa 
norme. 

Du théorème précédent, et de ce que nous avons remarqué des 
facteurs premiers du nombre λ, on conclut : 

La norme d'un nombre complexe f [ a.) est toujours de la forme 

Ν/(β) = λγ 

où q, q\ q", etc., sont des nombres premiers appartenant respective-
ment aux exposants fi fi, f", etc., et n, m, m', m", etc., sont des 
entiers positifs ou zéro. 

En observant que la norme ΝJ {et) ne contient qu'un nombre fini 
de facteurs premiers λ, q, q', q"..., on voit que le nombre f{a) lui-
même ne peut contenir qu'un nombre fini de facteurs premiers idéaux, 
qui seront aussi parfaitement déterminés par les définitions établies 
ci-dessus. Il en résulte ce théorème important ; 

Tout nombre complexe donné ne contient qu'un nombre fini de 
facteurs premiers idéaux parfaitement déterminés. 

C'est surtout ce théorème qui justifie la notion des facteurs premiers 
idéaux, en montrant l'identité des règles du calcul des facteurs idéaux 
et des facteurs premiers de l'Arithmétique élémentaire, où le théorème 
analogue : Que tout nombre composé ne peut être décomposé en fac-
teurs premiers que d'une seule manière, joue le même rôle principal. 

Le théorème réciproque pourra s'énoncer comme il suit : 

Deux nombres complexes, contenant les mêmes facteurs premiers 
idéaux, ne diffèrent que par des unités complexes, par lesquelles ils 
peuvent être multipliés. 

En effet, supposons que f(ct) et φ (a) aient les mêmes facteurs pre-
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miers idéaux, et soit 

Ν/(«) = Nip (α) = λ". tf* 
alors le produit 

"Ν".(α) ~ .(β)- ( >' 

contiendra nécessairement tous les facteurs premiers idéaux de Ν φ (α ) : 
il contiendra η (λ — ι) fois le facteur premier ι — a, et, par consé-
quent, il sera divisible par λ"; il contiendra aussi tous les facteurs 
premiers idéaux de q chacun mf fois, tous les facteurs premiers 
idéaux de q', chacun m'f fois, et ainsi de suite. Mais puisqu'un 
nombre complexe, contenant tous les facteurs premiers de q, η fois 
chacun, est divisible par qn, il s'ensuit que le produit 

./(*)·? M•fC·*')··· φ(α/ 2) 

est divisible par qmf, q,m'r, etc., il sera donc divisible par Ν φ(®). De 
là nous avons 

/(gj.y (g7) y (g7 )■ ■ .<p(«7 :) __/(«) _ . 

E(st) étant un entier complexe, et il s'ensuit 

/(«) = ?(«) E(«) et Ν/"(Λ) = Ν φ (α) ΝΕ(Α); 

d où 
ΝΕ(α) = ι. C. Q. F. D. 

Pour qu'un nombre complexe j {Λ ) soit divisible par φ (a), il faut et 
il suffit que tous les facteurs premiers idéaux du diviseur ο (a.) soient 
contenus dans le dividende/(a.). 

D'abord il est clair quey(a) ne sera jamais divisible par ç>(«), à 
moins qu'il ne contienne tous les facteurs premiers idéaux de ®(a); 
car, si l'on a 

= Q( a), 

Q(a) étant un entier, il s'ensuit 

/(«) = Q(« '■ ?(«), 
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et, puisque le produit développé/(«) a tous les facteurs premiers 
idéaux des facteurs Q(a) et <p(a), pris ensemble, il faut que /(a) con-
tienne tous les facteurs idéaux de φ (a). Pour démontrer que cette 
condition est suffisante, nous observons que, par la même raison que 
dans la démonstration du théorème précédent, on aura 

/{*)ψ(αΊ).γ(*Ί
 )...<p(*

7
 ) 

divisible par Nip(a); d'où 

/(*)·?(«Ό·τ("7 )·-·φ(«7 )_/(") π, 

Q(a) étant un entier. 

Pour les applications que nous ferons dans la suite, nous ajoutons 
encore ce théorème, qui découle immédiatement du théorème prin-
cipal : 

Lorsqu'une puissance d'un nombre complexe est décomposée en plu-
sieurs facteurs premiers entre eux, ces facteurs seront séparément des 
puissances semblables, multipliées par des unités complexes. 

§ VI. 

De la composition des nombres complexes idéaux. 

Puisque les nombres complexes idéaux, comme facteurs des nombres 
complexes, jouent le même rôle que les facteurs existants, nous les 
désignerons désormais de la même manière que ceux-ci, par/(&}, 
φ (α), etc., en sorte que^(a) par exemple, sera un nombre complexe, 
satisfaisant à un certain nombre déterminé de conditions caractéris-
tiques pour les facteurs premiers idéaux, abstraction faite de l'exis-
tence du nombre _/(«). 

Cela posé, la norme d'un nombre complexe idéal sera toujours un 
nombre complexe existant ; car, en supposant que f[&) contient m fac-
teurs idéaux du nombre q\, appartenant à l'exposant f, différents ou 
non, de même m' facteurs idéaux du nombre q% appartenant à l'ex-
posant f, etc., la norme Ν /'(«,) contenant tous les facteurs idéaux 
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de <7, mf fois chacun, sera divisible par qmf, de même elle sera divi-
sible par q"n ?, etc., et, puisque la norme ne contient pas d'autres 
tacteurs idéaux, elle sera égale à qmf. q'm S..., à une unité près. 

Le problème de trouver un nombre complexe existant F (a), qui 
eut le facteur idéal /"(<*), aura toujours une infinité de solutions dif-
férentes, c'esl-à-dire il y a toujours une infinité de nombres idéaux 
qui, multipliés par le nombre idéal déterminé ./(«0, produisent des 
nombres complexes existants. En choisissant ces multiplicateurs idéaux 
de manière que la norme du produit soit aussi petite que possible, on 
parviendra au résultat remarquable, qu'un nombre fini et déterminé 
de multiplicateurs idéaux suffit à rendre existante l'infinité de tous les 
nombres idéaux. 

Soient, comme ci-dessus, q un nombre premier appartenant à l'ex-
posant/, q' un nombre premier appartenant à l'exposant/7, etc., soit 
/ (a) un nombre complexe idéal qui contienne m fois le facteur 
premier idéal de q, appartenant à la substitution v\ = u

r
, de plus 

m' fois le facteur premier idéal de 7', appartenant à la substitution 
:·' = u'' _ etc., soit enfin 

F (a) = et T,a!+ oc., a3 +...-+- xx_t
 a.*"1 

un nombre complexe existant, qui contienne tovis les facteurs pre-
miers idéaux de/(a), c'est-à-dire le nombre idéal /(a) lui-même. La 
condition que F (et) contienne m fois le facteur premier de q, ap-
partenant à la substitution >? = u

r
, est exprimée par une congruence 

de la forme 

[Ψ F (α) = ο (mod. qm), 

équivalente à y congruences linéaires par rapport aux coefficients de 
F (a), pour le même module qm. Soient donc 

Φ = ο, Φ, = o,..., Φ/_, — ο (mod. 7'"), 

ces/congruences linéaires. Soient de même 

Φ' = ο, Φ'
(
=ο,..., ι ο (mod. q'm ), 

les / ' congruences nécessaires et suffisantes, pour que F (a) contienne 
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m' fois le facteur premier de q', appartenant à la substitution 
M' = u

r
,, et ainsi de suite. Cela posé, si l'on donne aux λ — ι coeffi-

cients x,, xt, x»,..., Χι 1, toutes les valeurs ο, 1, 2,..., k — 1, en 
sorte qu'on ait combinaisons diverses de valeurs de ces coeffi-
cients, on voit que chacune des / quantités Φ, Φ,,..., Φy_, ne pourra 
donner que qm restes différents par rapport au module qm ; de même 
chacune des j ' quantités Φ', Φ', Φ^_,> ne donnera que q'm restes 
différents, pour le module q'm, etc. Le nombre de toutes les combinai-
sons différentes des restes des^-f-f'-h... quantités désignées par Φ, 
sera donc égal à qmf.q"n'f.... Maintenant si l'on prend le nombre A 
assez grand pour que le nombre des combinaisons de tous les restes 
possibles soit inférieur au nombre des combinaisons des valeurs des 
coefficients, c'est-à-dire qmf.q""'t ...<Zkx~l, 011 voit que toutes les 
combinaisons différentes des valeurs des coefficients ne pourront pas 
appartenir à des combinaisons différentes des restes, mais que ces com-
binaisons des restes se reproduiront nécessairement. Soit donc 

Λ, , X 2 flj, X 3 . ■ · , X ; t
 rc ! , 

une combinaison de valeurs des coefficients, pour lesquelles toutes Je-
quantités désignées par Φ donnent les mêmes restes que pour la com-
binaison 

X i — *2^2 — ^2? *^*3 — ^3?···ι ; [ — —1' 

par la soustraction des résultats de ces deux substitutions, les restes 
égaux se détruisent, et puisque les quantités désignées par Φ soul 
linéaires par rapport aux coefficients .r,, x

2
, on voit que 

la combinaison des valeurs 

χ, — α, — b,, x2 = a2 — b2, x3 = «, — b
3
,.... x

/
 , = Λ, — A, _... 

satisfera à toutes les congruences nécessaires pour que F (Λ) contienne 
le facteur idéal J(oc). Ainsi, parmi les nombres complexes dont les 
coefficients entiers positifs ou négatifs ne surpassent pas la valeur k — 1. 

ou k satisfait à la condition k'~' > Ν/(α). il γ en aura toujours qm 
contiennent le facteur idéal f( a . 
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En développant le produit des deux nombres réciproques F(e) et 

F(e~<), puis changeant a en α2, a2,..., a 2 , et ajoutant, on obtient 

F(«).F(«-
,
)+ F(a2).F(a~2) h-...-I-F(«

 2
 ).F(»

 2
 ) 

= — j(x, + - .r,x^,)2; 

et puisque les coefficients x
t
, x

%
, x

3
,..., xi_I

, abstraction faite des 
signes, ne sont pas supérieurs à k — i, on en déduit facilement l'iné-
galité 

F(a).F(a-') + F(a2).F (a"2) +... 

+ ρ(α~).ρ(α~~)<£λ(λ- i).(A- i)% 

et en faisant usage de la proposition connue, que le produit de η quan-
tités positives est plus petit que la n'ime puissance de la moyenne arith-
métique de ces quantités, on en conclut sans difficulté 

Νρ(α)5λ~(^- Ï/"1· 

Le nombre k, qui doit satisfaire à la condition kJ 1 >Ν/(α) pourra 
toujours être pris de manière à rendre (k — ι)λ ~1 <Ν_/~(α) ; par cette 
supposition on a 

NF(a)<X~N/(a). 

En représentant actuellement le nombre complexe F (a) comme pro-
duit des deux facteurs idéaux ψ [a) et J(a), on aura 

F(ee) = <p[a).j{a), 
d'où 

NF (α) = Νφ(α) .N/(a), 

et, au moyen de l'inégalité trouvée, il vient 

Νφ(α)< λ-
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Ainsi, les multiplicateurs idéaux, qui, composés avec tous les nombres 
complexes idéaux, donnent des nombres complexes existants, peuvent 

toujours être choisis tels, que leurs normes soient plus petites que λ 0 ; 
et puisque le nombre des facteurs idéaux dont les normes ne sur-
passent pas cette limite fixe est limité, nous avons ce théorème : 

Il y a toujours un nombre fini de multiplicateurs idéaux, qui, com-
posés avec les nombres idéaux, en nombre infini, les rendent tous 
nombres complexes existants. 

Les multiplicateurs qui rendent existants les nombres complexes 
idéaux, avec lesquels ils sont composés, donnent lieu à la classifica-
tion des nombres complexes idéaux, que nous établissons par cette 
définition : 

Tous les nombres complexes idéaux qui donnent des produits exis-
tants lorsqu'on les multiplie par un même nombre idéal, seront appelés 
NOMBRES IDÉAUX ÉQUIVALENTS , et ils seront attribués à une même 
CLASSE des nombres complexes idéaux. 

Nous comprenons dans cette classification les nombres existants eux-
mêmes, qui constituent une de ces classes que nous appellerons la 
classe principale. 

D'abord nous observons qu'un nombre idéal, multiplié par un nom-
bre existant, ne donnera jamais un produit existant, puisqu'alors le 
quotient de deux nombres existants serait un nombre idéal. 

Soient à présent fi (a) et <p(a) deux nombres idéaux équivalents, 
ψ (a) le multiplicateur qui les rend existants, soit aussi χ(α) un mul-
tiplicateur defi(a), tel que χ (a).fi(a) soit un nombre existant; je dis 
que χ (α) . φ (a) sera de même un nombre existant. En effet, puisque 
<i> i ai./ (a) est un nombre existant, il en sera de même du produit 

ψ ( α2 ). ψ ( α" )... ψ ( α^- ') -/( α* ) ·/( α3 V · - /( αJ—) · 

Multipliant donc par les deux nombres existants ψ (α).φ (a) et χ(α)./(α\ 
on aura le nombre existant 

φ (a). χ(&'ι. Νψί'α). Ν/'(α), 
56.. 
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et, en supprimant le facteur existant Νψ(α .N/(a), on voit que 
ψ (α). χ (α) est un nombre existant. Nous en concluons : 

Les classes des nombres équivalents sont toujours les mêmes, pour 
tous les multiplicateurs qu'on pourra choisir. 

Soit présentement j(a) équivalent à ψ (a), et de même φ (a) équi-
valent à ψ (a"), je dis que j'{a) sera équivalent à ψ {ai). En effet, tout 
multiplicateur de ψ (a), qui donne un produit existant, sera de même 
multiplicateur de f{*) et de φ (et). Donc : 

Deux nombres idéaux, équivalents à un même troisième nombre 
idéal, sont équivalents entre eux. 

En rapprochant ces résultats du premier théorème de ce paragraphe, 
on conclut : 

Les classes diverses dans lesquelles tous les nombres idéaux se dis-
tribuent, sont en nombre fini et complètement déterminées, en sorte 
qu'un certain nombre idéal n'appartient qu'à une seule classe. 

Soientf{a] et fi (a) deux nombres idéaux équivalents, ψ (a) le mul-
tiplicateur qui les rend existants; soient de même φ (a) et φ, (et) deux 
nombres équivalents, et χ (a) leur multiplicateur; ψ (α). χ (α) sera évi-
demment un multiplicateur qui rend existant le produit _/(«■) - φ {a), 
de même que le produit y, (α) . φ, (α). Ces produits seront donc équi-
valents. De là ce théorème : 

Des nombres équivalents, multipliés par des nombres équivalents, 
donnent toujours des produits équivalents. 

Il suit de là que, lorsqu'on multiplie les nombres idéaux d'une cer-
taine classe avec les nombres idéaux d'une autre classe, tous ces pro-
duits appartiendront à une même classe déterminée. Ainsi : 

La classe du produit de deux nombres idéaux est complètement dé-
terminée par les classes des facteurs. 

Lorsqu'on multiplie un nombre idéal donné par un des nombres de 
chaque classe, on aura autant de produits qu'on a de classes, et l'on 
s'assure aisément que tous ces produits appartiennent à des classes 
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différentes. Parmi ces produits, il y en aura nécessairement un, et il 
n'y en aura qu'un, qui appartient à la classe principale. Donc : 

Il correspond à chaque classe une certaine classe, en sorte que ces 
deux classes composées produisent la classe principale, c'est-à-dire 
que le produit de deux nombres quelconques de ces deux classes est un 
nombre complexe existant. 

Les classes qui produisent la classe principale, lorsqu'elles sont com-
posées avec elles-mêmes, seront appelées classes ambiguës. La classe 
principale est toujours une classe ambiguë ; d'autres classps ambiguës 
n'existent que pour des valeurs particulières du nombre λ. 

Considérons maintenant les diverses puissances entières d'un nombre 
idéal f(&). Dans la série 

f{a). /(")% /(*)', /(«)*.·■·. 

il y aura nécessairement des nombres idéaux équivalents, car le nombre 
de ceux qui appartiennent à des classes diverses est fini, aussi bien 
que le nombre des classes mêmes. 

Soient donc^(a)r et f(T)s deux nombres idéaux équivalents de cette 
série où s > r; soit aussi Ψ (α) un multiplicateur qui rend ] {&)'' Ψ(α 
et_/(a)f Ψ(Λ) nombres existants; le quotient de ces deux nombres, ou 
bien J\a)s~r, sera de même un nombre existant. Nous avons donc ce 
théorème important : 

Tout nombre complexe idéal, élevé à une certaine puissance entière, 
donne un nombre complexe existant. 

Ou bien : 

Tout nombre complexe idéal peut être représente comme une cer-
taine racine d'un nombre complexe existant. 

Si l'exposant h est le plus petit pour lequel j\aj'' est un nombre 
existant, les nombres de la série de h termes 

u/(«), /(«)% /(«)', — » /ί»)*- 1 

appartiendront à des classes diverses ; car, si l'on avait/(«)' équivalent 
à/(a)% r et s étant positifs et moindres que h, on en conclurait, comme 
ci-dessus, que f(a)s-r serait existant. Il y aurait donc un exposant 
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s — r, moindre que A, pour lequel la puissance du nombre idéal /(«) 
serait un nombre existant, ce qui est contre l'hypothèse. Il se peut 
maintenant que les A classes, représentées par les nombres idéaux de 
la série proposée de A termes, embrassent toutes les classes des nombres 
idéaux ; alors le nombre de toutes les classes diverses sera égal à A. Si 
cela n'a pas lieu, on choisira arbitrairement un nombre idéal φ (a), 
non équivalent aux A nombres idéaux proposés, et l'on en formera ce 
second groupe de A nombres idéaux 

?(*)> ?(«)■/(*)» ?(«)·/(«)"> — » ?(")./(«)*-'■ 

Les A termes de ce groupe ne sont pas équivalents, ni entre eux, ni 
aux termes du premier groupe. En effet, si l'on avait φ(α)._/(α)Γ équi-
valent à φ(α)./(α)% ret s étant moindres que A, il s'ensuivrait f{*)r 

équivalent à _/(«)*, contre l'hypothèse, et, si l'on avait f{&) .f{&f équi-
valent à J\ol)s, en multipliant par f{a)A_r, on aurait aussi φ(α)./(α)Α 

équivalent à f{pL)h~r+s, ou bien ψ (a) équivalent à / (α),-Γ, ce qui est 
aussi contre l'hypothèse. Maintenant, il se pourra que les a A classes 
de nombres idéaux, représentées par le premier et le second groupe, 
embrassent toutes les'classes des nombres idéaux. Dans ce cas, le 
nombre des classes sera égal à a A. Mais si cela n'a pas lieu, on prendra 
arbitrairement un nombre idéal ψ (a), qui ne soit pas équivalent à 
aucun nombre de ces deux groupes, et l'on en composera ce troisième 
groupe de A termes, 

ψ(α)> Ψ(α)·/(α)> Ψ(α)·/(α)%···> ψ(α)·/(*)"~4· 

On démontre aisément que ces nombres idéaux ne sont pas équiva-
lents ni entre eux ni aux termes du premier et du second groupe, 
et l'on en conclut, si ces trois groupes embrassent toutes les classes, 
que le nombre des classes sera égal à 3 A. Si cela n'a pas lieu, on 
pourra continuer de la même manière, et l'on voit clairement qu'on 
parviendra ainsi à ranger toutes les classes des nombres idéaux en 
groupes de A termes. De là ce théorème : 

/we nombre total de toutes let classes des nombres idéaux est un 
multiple du plus petit exposant de la puissance d'un nombre idéal 

qui.devient un notnhre complexe existant■> H· 
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Toutes les autres puissances du nombre idéal f (a), qui donnent 

des nombres complexes existants, seront nécessairement contenues 
dans la forme f (a)mA, d'où l'on conclut ce corollaire: 

Si une puissance d'un nombre complexe idéal donne un nombie 
complexe existant, il faut que l'exposant de cette puissance ait un 
facteur commun avec le nombre des classes de tous les nombres com-
plexes idéaux. 

11 se présente ici la question délicate, si le nombre idéal j (a) pourra 
toujours être choisi tel, que les nombres idéaux d'un seul groupe 

■. /(«). /(«)·. /(«)·.-. /(«r-
embrassent toutes les classes des nombres idéaux. Il nous parait que 
cela n'a pas lieu dans tous les cas, mais qu'il y a effectivement des 
nombres premiers λ pour lesquels les puissances d'un seul nombre 
idéal ne pourront jamais représenter toutes les classes des nombres 
complexes idéaux. En laissant cela aux recherches plus approfondies 
des géomètres, nous remarquons que la question analogue pour la 
composition des formes quadratiques a été traitée par M. Gauss dans 
la cinquième section, n° 3o6, des Disquisitiones Arithmctïcœ. 

Remarque. Qu'il me soit permis de signaler ici en peu de mots 
l'analogie de cette théorie de la composition des nombres idéaux avec 
les principes fondamentaux de la chimie. La composition des nombres 
complexes peut être envisagée comme l'analogue de la combinaison 
chimique; les facteurs premiers correspondent aux éléments, ou plu-
tôt aux équivalents de ces éléments. Les nombres complexes idéaux 
sont comparables aux radicaux hypothétiques qui n'existent pas par 
eux-mêmes, mais seulement dans les combinaisons; le fluor, en parti-
culier, comme élément qu'on ne sait pas représenter isolément, peut 
être comparé à un facteur premier idéal. La notion de l'équivalence 
des nombres idéaux est, au fond, la même que celle de l'équivalence 
chimique ; car, ainsi que des quantités pondérales équivalentes des 
matières naturelles peuvent être substituées les unes aux autres pour 
rendre des sels neutres ou des corps isomorphes, de même les nombres 
idéaux, remplacés par les facteurs équivalents, ne produisent que des 
nombres idéaux de la même classe. En comparant les méthodes de 
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l'analyse chimique à celles de la décomposition des nombres com-
plexes, on trouve encore des analogies surprenantes. Car, de même 
que les réactifs chimiques, joints à un corps en dissolution, donnent 
des précipités au moyen desquels on reconnaît les éléments contenus 
dans le corps proposé, de même les nombres que nous avons désignés 
par Ψ (vj) comme réactifs des nombres complexes, font connaître les 
(acteurs premiers contenus dans les nombres complexes en mettant 
en évidence un facteur premier q analogue au précipité chimique. 
Toutes ces analogies qu'on pourra poursuivre et augmenter à vo-
lonté, ne proviennent pas d'un jeu d'esprit oisif, mais elles sont bien 
fondées en ce que les mêmes idées fondamentales de la composition et 
décomposition des éléments régnent aussi bien dans la chimie des ma-
tières naturelles que dans celle des nombres complexes. 

§ vu. 

Application à la théorie de la division du cercle. 

On sait que toutes les difficultés de la théorie de la division du cer-
cle, c'est-à-dire de la solution algébrique de l'équation binôme arp = i, 
se réduisent à la recherche de certains nombres complexes du genre 
de ceux qui ont été discutés dans ce qui précède. Sous le point de 
vue théorique, on désire la connaissance approfondie de la constitu-
tion intérieure de ces nombres complexes, et pour la pratique, il reste 
encore à réduire le calcul de ces nombres à la solution d'un seul pro-
blème élémentaire et général. C'est ce que nous compléterons au moven 
de notre théorie, des nombres complexes. 

Soient, ρ un nombre premier de la forme mï -4-1, g une racine pri-
mitive de la congruence gp~' — 1 (mod. ρ), se une racine imaginaire 
de l'équation xp = 1, et soient, comme ci-dessus, « une racine imagi-
naire de l'équation AX — 1, λ un nombre premier. Cela posé, la partie 
la plus difficile du problème de la résolution algébrique de l'équa-
tion xp=\ tient à la recherche de la puissance Veme de l'expression 
résolvante proposée par Lagrange, 

χ -t- a xs -h a.2 Xs' -t- α1 χ* -h e*.p~*xgl' 
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que nous désignons simplement par (α, a:). Cette puissance, indépen-
dante de x, n'est qu'un nombre complexe composé des racines a. a2-
a3,..., as·—En faisant usage de l'expression 

[Λ\Χ) = 

qui est de même indépendante de x, et en observant que 

(α, Λ?).(α-<, χ) = ρ, 
on aura 

(a, JE)" = ψ, (A). Ψ
2
 (a). ψ2 (Λ)... ijo_.

A
(A); 

d'où l'on voit que tout se réduit à trouver les nombres complexes 
désignés par ψ*(a), pour 

k = 1,2, 3,.λ — ι. 

Nous déterminerons ces nombres complexes en définissant les facteurs 
premiers idéaux qu'ils contiennent, ce qui se fera au moyen rie quel-
ques résultats trouvés en même temps par M. Cauchy et par M. Jacobi, 
et publiés dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, de 
l'année 1840, et dans les Comptes rendus mensuels de l'Académie de 
Berlin, de l'année i83y. Ces deux grands géomètres ont trouvé qu'en 
désignant par rune racine primitive de l'équation r^-' = ι, et faisant 

χ -I- rx8 -t- r2xg,-h...-+- rp ixeP * — (r, cr), 

i. Ces deux erands eéomèt 

la substitution de la racine primitive g de la congruence 

gp,== ι (mod. ρ), 

au lieu de la racine r de l'équation r''-' = i, donne 

Ψ (ff) == —
 π(m-t-«) ,

 Qt
j _\ 

ll (η) désignant le produit ι . ι.3 ... n, d'où il suit 

Ψ (g) = ° (mod. ρ), si m<p— i, n<p — i, ms-n>p — t 
Tome XVI. — DÉCEMBRE I85I. 
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Pour en faire l'application au nombre complexe ψ* (a.), nous ferons 

m — —^ » η = t r * = α, 
ce qui donne 

,/ s _ -r). 

de là, en faisant i~ hk (mod. λ), 

ψ (ν— (
a

A(i+i)
>
 — Τ* ( ]■ 

Substituant enfin la racine primitive g au Heu de r, et faisant, pour 
abréger. 

g * ==u (mod. p), 
nous aurons 

ψ
Α
(« Λ) = ο (mod. p) si h < λ, i < λ, h -+- i > λ. 

En considérant les racines a, cl', a"'',..., a?' 1 comme périodes mo-
nômes, on aura les racines des congruences correspondantes u, u', 

u' u' ; donc le résultat trouvé pourra s'énoncer comme il suit : 
Si la somme du nombre h, positif et moindre que λ, et du plus petit 

reste positif de hk (mod. λ), est plus grande que λ, le nombre complexe 
ψ* (a) contient le facteur premier idéal de p, qui appartient à la substi-
tution a = u~h. 

Le nombre des valeurs de h, qui satisfont à cette condition, est 

égal à —- ; car on voit, sans difficulté, que de deux valeurs de h, dont 

la somme est égale à λ, l'une satisfait toujours, mais qu'elles ne satis-
font jamais toutes deux en même temps. Le théorème trouvé fait donc 

connaître — facteurs premiers idéaux contenus dans le nombre 

complexe ΨΑ(«0, et l'on s'assure facilement qu'il n'y a pas d'autres fac-
teurs premiers dans En effet, par l'équation connue 

ψ*(*).ψ»(* Ί = ρ, 

on voit que ψ*(«) et ψ
Α
(α-ί), pris ensemble, contiennent tous les λ— ι 
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facteurs premiers de ρ, et, puisque ψΑ(α-4) contient nécessairement 
autant de facteurs premiers que ψ*(a), ce nombre complexe con-

tiendra exactement les —™ facteurs premiers définis dans le théo-

rème. 
En désignant par le facteur premier (idéal) de ρ, appartenant 

à la substitution Λ = U, et par j la racine positive, moindre que λ, 

de la congruence A,ri=A:(mod, λ), nous aurons 

ψΑ(α) = Ε(α)Π/(α-Α), 

où le signe du produit Π s'étend sur toutes les valeurs de h, moindres 

que λ, qui satisfont à la condition j -t- ^ > λ. L'unité complexe 

E(a), qu'il faut toujours ajouter au produit de tous les facteurs pre-
miers d'un nombre complexe donné, se réduit, dans ce cas, à l'unité 
simple ± xr·, car, moyennant la formule 

on a 
(limili ja ivi luuiv 

Ε(α) Ε(α— ') = ι, 

équation qui n'est jamais satisfaite que par les unités simples de la 
forme ± ctr. L'expression de ψ

Α
(α) devient donc 

ψ*(*)= ±αΓΠ/(α A), 

pour toutes les valeurs positives de h < λ, qui satisfont à la condition 

j - j ^ > λ. Pour déterminer complètement le signe et l'expo-

sant r de l'unité simple ±ar, on fera usage de la propriété connue de 
ces nombres complexes que 

ψΑ(α)==—ι [mod. (ι — a)'\. 

Des facteurs premiers trouvés de ψ*(a), on déduit ceux de la puis-
sance 

(a, xf = /»φ
ι
(β).ψ

1
(β).ψ,(»)...ψ

ί
_

!ΐ
(·). 

Le facteur premier idéal déterminé J (a A) se trouvera dans le produit 
Sr.. 
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ψ
{
 (α). ψί(α). ψ

:)
 (α). . . ψ

 2(
α

) autant de fois précisément qu'il y a 
de nombres k, pour lesquels on a 

]Â
 +

 I H
 >Λ? 

et, puisque j , pour 4= i, a, 3,..,, λ—2, a évidemment toutes les 

valeurs ^ = 1, 2, 3,...., λ — χ, excepté la seule "-γ- = λ—■ ^ j» le 
nombre des valeurs de k, qui donnent 

i|+|J|>x, ou \~ | >λ— . 

c'est-à-dire le nombre des facteurs contenus dans Je produit 

ψ,(α). ψ
2
 («).. . ψ

;
_

2
(α), sera égal à | — 1. En y ajoutant un fac-

teur contenu dans p, on voit que le facteur premier^(a~h; 

est contenu j fois précisément dans la puissance (et, χ) · Ainsi, 
en prenant 

Λ = ι, a, 3,..., λ — ι, 
on a l'expression 

(α, x)* = 3ia,f(a-i) ' ./(a~2) ' ^ .. ./[α-Ο-Ο] . 

ou, ce qui est la même chose, 

*)' = + </·(«)'' 

Ici l'unité simple ±cts sera, en chaque cas, déterminée complètement 
par la condition connue 

(se, x)
À

 ΞΞΞ — I (mod. λ). 

La décomposition en facteurs premiers donne en même temps la 
connaissance parfaite des nombres complexes qui se présentent dans 
la théorie de la division du cercle, et le moyen le plus simple pour les 
calculer; car on voit que tout se réduit au seul problème de trouver 
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un facteur premier complexe du nombre p, qui pourra être représente 
comme nombre complexe entier, s'il existe par soi-même, ou comme 
racine d'un certain degré d'un nombre complexe existant, s'il est idéal. 
La recherche de ces facteurs premiers se fait assez facilement au moyen 
de méthodes indirectes qui s'offrent d'elles-mêmes. Il ne serait pas 
trop pénible, et il serait très-utile, pour cette théorie, de construire 
une Table de tous les facteurs premiers existants et idéaux des nombres 
premiers du premier millier, laquelle donnerait tous les nombres né-
cessaires pour la résolution algébrique de l'équation ccp = ι, pour tous 
les nombres premiers ρ contenus dans les mêmes limites. Une partie 
de cette Table a été donnée dans la dissertation de numeris eom-
plexis, etc., publiée en i834, et réimprimée dans ce Journal en 1837. 

Pour faire mieux apprécier l'usage des formules données dans ce 
paragraphe, nous rappelons la méthode ingénieuse dont M. Gauss s'est 
servi pour trouver l'équation du troisième degré , dont les racines sont 

les trois périodes à --3- termes(voir Disq. drithm., sect. VII, η" 358), 

qui revient à ce que le nombre 4 Ρ doit être mis sous la forme du second 
degré 

l\p — M2 -h 27N2. 

Notre méthode donne la même réduction pour le problème général, 

où il s'agit de λ périodes à p ' termes; car le problème de trouver un 

facteur premier complexe d'un nombre premier ρ est essentiellement 
le même que de représenter le nombre ρ comme une certaine forme 
du degré λ — ι et du même nombre d'indéterminés: on voit aussi que 
les coefficients du nombre premier complexe, ou, ce qui revient au 
même, les valeurs des indéterminés de la forme du degré λ — 1, jouent 
le même rôle dans le problème général, que les deux nombres M et Ν 
de la forme 

l\ρ — M- -+- 27N", 
pour le cas de λ = 3. 
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§ VIII. 

Recherche du nombre des classes diverses des nombres complexes 
idéaux. 

Les principes nouveaux dont M. Lejeune-Dirichlet s'est servi dans 
la recherche du nombre des formes quadratiques qui répondent à un 
déterminant donné, joints aux résultats exposés dans ce qui précède, 
suffiront pour achever la recherche analogue du nombre des classes 
des nombres complexes idéaux. Pour en faire l'application, nous con-
sidérons la série infinie 

R 2[NF(a)]·' 

où le signe sommatoire ̂  doit être pris par rapport à tous les nom-

bres complexes différents, existants ou idéaux, et où l'on compte pour 
différents deux nombres complexes qui ne sont pas composés des 
mêmes facteurs premiers idéaux. Pour que la série proposée soit con-
vergente , le nombre s est supposé positif et plus grand que l'unité, 
mais on le fera décroître ci-après jusqu'à la limite ι. 

La norme d'un nombre complexe, existant ou idéal, étant toujours 
de la forme 

NF(« ) = λ". qmf. q'mf'. 

où q, q\ q",.···, sont des nombres premiers qui appartiennent respec-
tivement aux exposants f, f, fnous pourrons introduire cette 
expression dans la série R; mais puisque la même norme convient tou-
jours à plusieurs nombres complexes différents, nous rechercherons 
d'abord combien de nombres complexes donneront la même norme, 
c'est-à-dire combien de fois le terme 

(λ" . qmf. qrm'f . . . . f 

se trouvera dans la série R. On conclut du facteur qmf contenu dans la 
norme, que le nombre complexe F (a) contiendra nécessairement m 

facteurs premiers de q, différents ou non, et parce qu'il y a -y- = e 
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facteurs premiers de q, on voit qu'en prenant toutes les combinaisons 
m à m des e facteurs premiers idéaux, sans exclure les facteurs pre-
miers égaux, on aura toutes les manières de produire le facteur qmf de 
la norme. Cela se fera, comme on sait, de 

f.' [ f -|- ι ). -1- 2 ) . . ( c -f- lïi — ι j 
1.2.3... m 

manières différentes. De même le facteur de la norme q"nJ' pourra être 
produit de 

t' (e' -+- ι ). [e1 -+- 2) . . ( e7 + m' — ι) 
1.2.3... m' 

manières différentes, si 

β ='7'-' 

et ainsi de suite. Observons encore que le facteur λ" ne sera produit 
que d'une seule manière, savoir par le facteur (ι — a)n, qui doit être 
contenu dans F (a). En combinant ces résultats particuliers, on voit 
que le terme 

[NF(a)]i (. . .)*' 

pour des valeurs déterminées des nombres premiers q, q', q",... et des 
nombres n, m, mm",..., sera contenu 

e{e + i). · (e + m —i) e' . .(g ' + m'—i) e" (e" -f-1). . . {e" m" — i) 
i.2... m 1.2... m' i.2... m" 

fois précisément dans la série R. Donc cette série pourra être repré-
sentée de cette manière, 

e(e -t- i). . . (e m — ι) e' ( e' -+- l). . . (e' m' — i) 

où le signe sommatoire est pris par rapport à toutes les valeurs entières 
positives, zéro y compris, des nombres «, m, m', m".... Toutes ces 
sommations s'effectuent sans difficulté au moyen des séries binô-
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miales 

λ" Α λ I 

, + + —= LZjJ ' 

ι?' ι e'(e'-t-il ι / ι \e 

On aura donc la série R exprimée comme produit d'un nombre infini 
de facteurs 

.S I -ri/—Y- n/—-— V—» 

En séparant les nombres premiers q, suivant les exposants auxquels 
ils appartiennent, on aura autant de produits infinis qu'il y a de divi-
seurs différents de λ — ι. Le produit total donnera 

auiam ae prouuits nmnis quii 

où le premier signe du produit Π se rapporte à tous les nombres pre-
miers q, qui appartiennent à l'exposant^, le second à ceux qui appar-
tiennent à l'exposant f ', et ainsi de suite. 

Soient à présent β une racine primitive de l'équation β}~1 = ι, r un 
nombre entier, tel que le plus grand diviseur commun de /■ et λ — ι 
est égal à e; on aura évidemment 

rM-£)-(■ 

En élevant à la puissance — e, et observant qu'on a généralement 

β1"- = ρ (*+/)!■ = /5 
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on conclut de là que 

Icon von a ule r -- jnd <j dotine) 

Le nombre r, dont le plus grand diviseur commun avec λ — r doit être 
égal à e, pourra toujours être pris égal à l'indice de 9; car, en posant 

on a 
r~m<\q [mod. (λ — r)], 

r/ΞΞ γ (mod. λ), 

et puisque q appartient à l'exposant j, on aura 

qf~ff~ 1, 

d'où l'on conclut que r — ind q sera un multiple de e ; mais s'il y avait 
un facteur plus grand de r = ind q et λ — ι ,j ne serait pas le plus petit 
exposant pour lequel 011 a qf = 1 (mod. λ). La substitution de la valeur 
convenable r -= ind q donne 

(
r

-?y (·-?) ■ {-9) ' (-¥) "■ C-^)· 

Les nombres^et e n'étant plus contenus dans cette expression, 011 
voit que le même résultat subsiste non-seulement pour les nombres 
premiers q

7
 qui appartiennent à l'exposantf mais aussi pour tous les 

autres q', q", etc., qui appartiennent aux exposantsetc. Donc, 
si l'on fait subir les mêmes transformations à tous les autres facteurs 
du produit trouvé, on aura cette nouvelle expression de R, 

14= i_L n /_i_\ n/—Uj-Yn/ —krf\-» / — 

où tous les λ — ι signes des produits s'étendent sur tous les nombres 
premiers, excepté le seul λ. 

Les produits infinis de cette formule sont connus par le célébré blé 
moire de M. Lejeune-Dirichlet sur la Progression arithmétique, lu à 

Tome XVI. — DtcEUBRE i85i. 53 
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J'Académie de Berlin le 27 juillet 1837. Nous ne nous arrêterons pas à 
développer ici leur transformation en séries infinies très-simples, et la 
sommation de ces séries, pour le cas de s = 1, qu'on trouve dans le 
premier et dans Je quatrième paragraphe du Mémoire cité. En se ser-
vant d'une méthode élégante due à Euler, M. Dirichlet a trouvé 

TT 1 _ V Ptind" 

où le signe sommatoire s'étend à tous les nombres entiers positifs n, 
non divisibles par λ. La substitution des séries au lieu des produits 
donne 

r — lUiV-L y ft'"'1" y p;ini1" yEli__! 

Maintenant, si l'on fait converger indéfiniment s vers la limite s = 1, 
on aura, d'après un théorème de M. Dirichlet, 

=1 ~r p°ur s = i> 

et puisque les autres séries contenues dans l'expression de R ne ces-
sent pas d'être convergentes pour s = i,ona 

R = 2£r-2—-Σ—p°ur ί = ι-

Les sommes finies de ces séries, trouvées par M. Dirichlet au § IV du 
Mémoire cité, peuvent être représentées de la manière suivante : 

1 °. Si k est impair, 

2^=^ [·+7. /3* + 7.+r+y,r- + v, 0■, 

011 7i> 7s ι 731···» 7,. désignent les plus petits restes positifs des puis-
sances correspondantes de la racine primitive 7, γ1, y3,..·, 7pour 
le module λ, et (|3Α, α) l'expression connue de la division dix cercle 

(β*, α) = a -+- β* a? -l· β3* a7
 -h β3* a7 + β^ 
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a°. Si k est pair, 

Σ β-tindn _ 2 [ΐ*(α) + βΜί(α')+β"1*(«/')+. . -f-')J 

où l'on a mis, pour abréger, 

U — ? 

et où e (a) désigne l'unité complexe 

/ > i /(" —aV)· a v) af'i'/ 1 (ï — a') 

la même qui nous a donné un système indépendant d'unités dans le 
deuxième paragraphe de ce Mémoire. 

Substituons ces sommes dans l'expression trouvée de R, en faisant, 
pour abréger, 

ι + γ»β + γ
2

/32 + β3
 +···+Ί·λ_β ' = Ψίβ)> 

?(β)·φ(β3)·?(β*)~·?(β*-3) = Ρ, 

et comme ci-dessus, dans le § Il, 

le(«) + β»Ιβ(Λ ) + /3Me(«'') + ...+ j^-2le(a7'" ') = L(/3'), 

nous aurons 

R_ 2^-|π^(-ιΓΡΕ(β')Χ(^)·1(β') ■ L(p^·-2) 

Or nous avons trouvé, dans le § Il, qu'en désignant par I) le déter-
minant des quantités 

le(«), le(a7),..., le (β7* '), 

le (α7), le (α7'),..·, le (α7'' ), 

1 e (α7'' ), 1 eiob^ ),..., le (a7'' 4), 
58.. 
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on a 

L(p»).L(|3«).L(/3·)... L(/3a~"-a) = pD; 

de plus, les équations 

(/3*, α) .(/3~A, a) = ± λ et (/3", *) = (-.,*)= + \/(-ιΓ 
donnent 

(β,*).(β\
Λ

)... (βι~*, a) = ±λ^(-ι)", 
et 1 on a 

(l
_/3-»).(,-/3-Q... (ι-β^-η=^: 

donc on aura enfin l'expression simplifiée 

R = pour ί = ι. 

Après avoir trouvé cette somme de la série R, pour le cas limite 
5 = 1, nous venons à la seconde partie de notre recherche, dont le 
but sera de trouver une nouvelle expression de la même série R, afin 
que la comparaison de ces deux résultats nous donne le nombre cher-
ché des classes des nombres idéaux. 

Dans la série proposée 

R — Σ[ΝΡ(ά)]*' 

où Ε (Λ) représente tous les nombres complexes différents, existants 
et idéaux, nous séparons les termes suivant les classes diverses aux-
quelles appartiennent les nombres complexes F (a). En désignant par 
y (a) tous les nombres de la première classe, c'est-à-dire les nombres 
complexes existants, par f (a) les nombres idéaux de la deuxième 
classe, pary

2
 (a) ceux de la troisième classe, et ainsi de suite; et en 

nommant H le nombre de toutes les classes diverses, nous avons 

u χι 1 —1 , V1 s —1 V' s —1 

il s'agira donc de trouver les sommes de ces H séries particulières, 
pour le cas limite s = ι. Nous démontrerons ci-après que toutes ces 
sommes, prises par rapport aux diverses classes des nombres idéaux, 
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sont égales entre elles; c'est pour cette raison que nous nous borne-
rons ici à trouver seulement la première somme, qui ne contient que 
les nombres complexes existants. 

Tous les nombres complexes existants sont contenus dans la forme 

y(i) =xa+ï,a7 + x,«7 -+-...+ ΐ)-
2
β' , 

dans laquelle les coefficients 

1 2 ) * * ' 5 À — '2 

représentent tous les nombres entiers; mais pour toutes ces valeurs 
différentes des coefficients, on n'obtiendra pas des nombres complexes 
différents, car on sait qu'au moyen des unités complexes, le même 
nombre complexe peut être représenté, par la forme proposée, d'une 
infinité de manières différentes. 11 s'agira donc d'abord de trouver 
les conditions auxquelles les coefficients 

ΛΓ, JC t ? JC 2>···1 /-2 

doivent être assujettis, pour que/{λ) ne soit qu'une seule fois contenu 
dans cette forme. A cet efïet, j'observe que f' (®) étant une expres-
sion déterminée du nombre complexe dont il s'agit, on aura toutes les 
autres expressions du même nombre, en multipliant celui-ci par une 
unité quelconque; et puisque toutes les unités sont contenues dans la 
forme 

ε\α) = — a (Λ) £a(a) ·■·«/*-. (a) 

où £,(«), fu-i («) sont μ — ι unités fondamentales, la 
forme 

/(α) = ± a." ε, (a)'"' ,ε
2
 (a)'"1... ε

μ
_, (a)'"'* '/'(«), 

pour toutes les valeurs entières des exposants n, m
K
, hî

2
,..., τη

μ
^,, con-

tiendra toutes les expressions possibles du même nombre complexe. 
Lorsqu'on y change et en a~', on obtient, en multipliant, 

/(«)·/(* )=ί. Ια) ·Μ*) :.ε
μ
-τ{*) f '(λ-'ι. 

En passant aux logarithmes, et changeant a en et7, α7 ,..., λ7 , 
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on a ce système d'équations, 

T HrJ\a)'f («"')]= (*) "+" malea(a) 
+ -t- ll[r/'(a)./'(a-')], 

i 11 ;/(αϊ) ./(β-τ)] = /n, 1ε, (ai) -+- m
2

 1 g, (aV) -h .. . 

+ 772^_, l6M_, M + I 1 [(/"'M ./' (*~7)] , 
............ 

il [ //(«
7
' )./(«~t*1 )] = m, le, (Λ1^ ) -f- ττι

2
1ε

2
 (a.^ ) + ... 

+ ιη
μ

_, 1 1 (α?μ 2) -+- i 1 [//' (α7'* ) (β~ ̂  *)], 

où le nombre r est tout à fait arbitraire. 
Mettons à présent 

iUî/'(*)·/'(*""')] =.T« 1ε< («) + 7«ίβι(·) "»"···+.Τ
/
,_,ΐ6,-ι(β)> 

4 1 [rf'{ai)./' («—*)] = j, le, («7)+^ 1ε
2
 (a?) + ...+ 1^_, (

α7
), 

. . . . . . . . . . 

il[//'(a7 )./'(χ7'* )] =-j", 1ε, («
7Λ ')-+-j-,le

a
(a7f' 2) 

+·χ»_,ΐ6,,_
1
(α7'' 2); 

les inconnues j-, ,3~ΐ,—,?μ_, de ce système d'équations linéaires au-
ront toujours des valeurs finies et déterminées, parce que le détermi-
nant du système, ou bien le déterminant Δ du § II de ce Mémoire, 
n'est pas égal à zéro. Ce système d'équations, ajouté au précédent, 
donne aussi 

i1 [{/"(*)•/(a~t)] = (m
> +.r<) l£< (a) -+- («ί+τΌΜα) 

-+■ (ημ-, + jr^) \εμ^,(Λ), 

il [//"(«*) ./(«"*"7)] — (τη, -h y, ) 1 e, (a? ) -t- (ra
2
 +j

%
) le

2
 (

a
7) 

+ (»»„-. +JT
;tt
_

1
)lv_

I
(
a
7), 

............ 

il[r/(a7

''
 2

)·/(
α_7/1 2

)] = Κ+^)1ε.(«
7
'' ") 

-t-(m
2
H-j

2
)l£

2
(a7'' 2)-+-...h- (τη^_, + 1ε

Λ
_, (α

7Λ
 '). 
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On voit par là que les expressions de 

lU'/'(«)■/'(Ό] et 2lr[(/(α) 

et celles qu'on en déduit par le changement de a. en αγ, α7 αΊ , 
ne diffèrent qu'en ce que les quantités y

t
, jγ sont augmen-

tées des nombres entiers positifs ou négatifs , m2.., m„_,. On pourra 
donc toujours choisir convenablement les nombres entiers m,, 

de manière que les quantités m, -{-yt, ma
 + y +y 

soient toutes contenues entre les limites ο et ι, et par cette condition , 
les nombres entiers m,, ma,..., ηι

μ
—

ι
 seront parfaitement déterminés. 

Mettant donc, pour abréger, 

m, -hy, = z,, ;na -+· = ζ,,.. , "V-t -I- y^ = z«_,, 

nous concluons que parmi tous les nombres complexes contenus dans 
la forme 

/(.t) = e, (*)"".
 £a

( α)"\..ε,_,(α) """/'(a), 

il y aura toujours un, et il n'y aura jamais qu'un seul qui satisfait aux 
conditions 

? ' [' /(®) j(*~')] = "ί 1 ε« (®) + z
2

1 ε
2
 (a) + ■.. -+- ζ

μ
_i 1 —ι (a), 

iiArj{^)j{et 0] =z«'îî (αΌ + z
2
le

2
(a/) + ■ · · -+- z.it —ιΙί/i —. («'j, 

:;[, /· e "■ = (/"%*,ι ,(=/-*)
 +

... 

+ 11ε*—1J' 

z,,z
a
,...,z J 1 désignant des quantités contenues entre les limites ο et ι. 

A cause du facteur ± et", qu'il faut encore ajouter pour avoir toutes 
les expressions de /{λ), facteur qui donne lieu à 2 λ valeurs différentes, 
il y aura toujours 2 λ représentations du nombre/(a), pour lesquelles 
les conditions posées seront satisfaites. Il serait facile d'ajouter une 
nouvelle condition des coefficients, en vertu de laquelle le nombre/(«) 
n'aurait qu'une seule représentation; mais il suffira de savoir que le 
nombre des représentations de/(λ) est exactement égal à 2>„ 
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D'après les principes établis par M. Lejeune-Dirichlet dans ses re-
cherches sur diverses applications de l'analyse infinitésimale à la théo-
rie des nombres, on obtient la valeur de la somme 

égalé au quotient du nombre des termes de cette série, pour lesquels 
Ν /(*) est inférieur à T, divisé par T, lorsqu'on y fait croître la quan-
tité Τ à l'infini. Nous obtiendrons le nombre des termes pour lesquels 
on a Ν /(α) < T, en recherchant combien il y a de systèmes de valeurs 
des coefficients x, x,,..., x^ ^ compatibles aux μ — ι conditions 
posées jointes à la condition Ν^(α) < T, et puis divisant ce nombre 
par α λ. Pour cela, nous changeons les quantités χ, x,,..., 

en ρ y,···, d'où /(et) se change en^-y^ N/"(a)
 en

 -~4ζ~τ'·> alors 

les nouvelles quantités x, x
t
,...

7
 χ ^ n'obtiendront plus toutes les 

valeurs entières compatibles aux conditions posées, mais les valeurs 
d'une série arithmétique doublement infinie, dont la différence est 
égale à t. Les μ — ι conditions pour les nouvelles quantités x,x

t
,..., 

χ ^ ne sont altérées qu'en ce que, au lieu de r on aura et puisque / 

est tout à fait arbitraire, on prendra r = t2, ce qui revient à faire 
/· = ι dans les conditions données ci-dessus. De plus, en prenant 

T = , au lieu de Ν/(et) < T, on a pour les nouveaux coefficients du 

nombre j'(et) la condition Ν/'(et) < i. Maintenant, si l'on prend t infi-
niment petit, les quantités χ, χ,,..., x^ seront des variables conti-
nues , le nombre des valeurs de χ pourra être représenté sous la forme 

I"dx, le nombre des valeurs de x, sous la forme j- Jdx
f

. etc.; donc 

le nombre de toutes les combinaisons des valeurs de χ, χχ. sera 
donné par l'intégrale multiple 

Σρ?7ΐ^7· Pol,r ' = ■-

I dx.dx, dx.
2
...dx _

2
, 

«y 
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ce qui donne, en divisant par Τ = 

I dx.dx
K

. dx^.-.dx _ 

Nous en concluons que la valeur de la somme proposée, pour le cas 
de s = ι, est donnée par la formule 

Σ * ' — 1 Γ1' dx.dx, .dx.,... dx, , 

où les intégrations s'étendent sur toutes les valeurs des variables x, 
χ,...., χ entre les limites — ·» et -+- αο , qui satisfont à la condition 

Ν j (a) >ι et aux équations 

y l[r/ïa).
i
/'(«"1)] = 1ê, (a) -t- z

2
1 s

2
(a) -t-... -l- 3«_, 1 e„_., (a), 

|1 [/'/(a'). } (a 7)] = ζ, 1ε, (a7) + ζ
2

\ε., (a") -f- ... + z„_, \ε„—,{α). 

+ 2U_ιΐε^—ι (a' ), 

+ 2
U
_ιΐε^—ι (a' ), 

où les quantités z,, z
a
,..., z

m
_, sont contenues entre les limites ο 

et i. 
Pour déterminer la valeur de l'intégrale 

iieur eie i integraig 

nous y appliquerons quelques transformations successives, qui seront 
effectuées d'après les règles connues pour la transformation des inté-
grales multiples. 

D'abord nous introduirons les nouvelles variables y, yt, y2
,..., 

y. liées aux variables χ, χ,, x
a
,.··, χγ__^ pat* les équations 

r =/(«)» J- =/(α7)» Xi =f{v·'2),.·., r
}
_i=f(a7 JV 

Tomft XVI — DÉCEMBRE I85I. '9 
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Les différentielles partielles des nouvelles variables, prises par rapport 
aux variables x, x,,..., xx—2, sont données par la formule 

dlï — rttk^~h 

d'où il suit que le déterminant 

Σ( ±: ^L.dh ... 

sera le déterminant des quantités 

cl, α 7, α',..., a
7 , 

α7, α7\ α''1,..., α, 
........ 

α' , α, α',···, α7 , 

qu'on sait être égal au produit des différences de toutes ces quantités 
prises deux à deux, 

(α — a7) . ( a — a7') ... (a — a7 )» 

(a7 — a7')... (a7 — a7 )' 
....... 

(a7 - a7 )· 

Ce produit, qui contient ——- ' -—— facteurs premiers de λ, est égal 

à la puissance λ 2 , d'où résulte 

y dx dx, J 

et puisqu'on obtient l'intégrale multiple transformée en divisant par ce 
déterminant, on aura la première transformée 

1==
~x=2j 4r4r*—Φι-*-
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Transformons de nouveau par les substitutions 

1 7-=υ + ω y'·—1, 1 j, = y, -+- ω, \J — 1I7V-1 = υ^_
τ
 -I- — f, 

1 γ
μ

. = y — ω y — 1, 1/V-m = υ, — ω,\/—ι ν··> 

nous aurons en général 

1 Va/»-(-/ —W/ut —ι ω»-ι V '» 

— =dvk-L~J—1 ί/ω», — rfy^— y' — 1 iVw*. 

Alors au lieu de dy* dy
k + m

 dans l'intégrale multiple, il faudra substi-
tuer L'expression 

(p.ptt _ p..
 d
Ii±jt) dVkd^ 

qui se réduit à 
— —1 β2υ* dvk.dwk, 

et l'on aura l'intégrale transformée 

I = /* ea".e2"1... e2u" 1 dv du,... rfy^—, dvdu),... 

Ayant posé 

/(«/)
 =J

,
 = e

-+«v-
i
 /(«,-/)

 =Xl
^ = ·v-, 

nous avons 

/(</)./(«-'*) = e"', V, = il[/(«'')./(«-'')]; 

les limites des nouvelles variables seront donc déterminées par les 
équations 

u = ζ, 1ε, (α) -+- ζ, le, (α) -h... -+- z^-, 1ε,,_,(α), 

y, — ζ, Ιε, (a7) -4- z
i
h
î
(a7) -4-... -+- ζ,-,ΐε*-, (a7), 

. . . . . . . 

y,_
2
= ζ, 1ε, (a7' ) -+- ζ

3
1 ε, (a7'' ) -v.. · -f- ζ·

μ
-\ 1 ε

Μ
—ι (a7 ). 

rH>.. 
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où z
4

, z
2
,..., sont contenus entre les limites ο et i. La condition 

Ν /(α) < t donne, en outre, 

e2u. e3"1 ...e3V-> 
entre les limites ο et i. 

Les μ variables ω, ω,,..., ,, qui ne sont pas limitées par ces con-
ditions, sont données comme fonctions des variables primitives a:, x,,.··, 
Xi — i par l'équation 

tang(^ - Λ*7')-A*''') 

expression où les quantités imaginaires disparaissent d'elles-mêmes; et, 
puisque les quantités x, x

t
,..., xx_3

 peuvent varier entre les limites 
— oo et -+- oo , on voit que la même chose aura lieu pour tang(ω*) : et, 
en considérant encore que sin«

A
 et cos ωΑ

 peuvent avoir toutes les va-
leurs entre les limites — ι et 4- i, on conclut que les limites des va-

riables ω, ω,, ω
2
,..., ω„_, seront — - et -+- —Î OU tout autre intervalle 

de 2 7t. En effectuant les intégrations par rapporta ces variables, entre 
les limites — - et -+- —, on a 

I = j e2w.e2l"...e2'V--d
u

.rfu
1
...ùiv_

I
. 

Intégrons à présent par rapport à la variable υ
μ
—,, nous aurons 

i d i 

les limites de cette intégration étant données par la condition 

e1" .e2u\. .e2<>—1 -^° et celles de e2"'1-1 étant ο et e~,".e~:"J,...e^u'1—''· 

L'intégration entre ces limites donne le résultat très-simple 

Λ Ί ι f(v.civi.*.civ μ — 

11 nous reste encore à effectuer la dernière transformation de cette 
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intégrale, qui consiste dans la substitution des variables ζ,, z
3
,..., z

tt
_

M 

données par les équations 
ν = ζ, 1ε

(
 (α) -+- z

2
1 ε

2
 (α) + . ..-t- z^_i l ε,,_, (α 

υ
2
=ζ, 1ε,(« )+-ζ» 1ε

2
( se" )■+*■·■ + ζ„_ι 1 (κ), 

υ
μ

_ , = ζ,1ε
)
(αΎ'' )-t-ζ

2
1ε

2
 (α7' ) +... -+- ζ*-, 1ε„._, (α7' ), 

au lieu des variables ν, υ,, .., υμ~>· En désignant, comme ci-dessus, 
par Δ le déterminant de ce système d'équations linéaires, nous avons 
tout de suite l'intégrale transformée, et, parce que toutes les intégra-
tions par rapport aux variables ζ,, z

2
ζ

μ
—,, doivent être prises 

entre les limites ο et 1, la nouvelle intégrale est évidemment égale à 
l'unité. Donc la valeur cherchée de l'intégrale I devient 

Λ Ί ι f(v.civi.*.civ μ — 

De là résulte cette expression de la somme proposée 

1[n7MF = !—' pour ' = I-

Nous allons maintenant démontrer que toutes les autres sommes 
partielles de l'expression 

Σ  s — 1 V*·' —
1

 ι V * —
 1

 V*
 s

 —
 1 

ont les mêmes valeurs que la première, que nous venons de trouver. 
Pour cela, soit ψ (α) un multiplicateur idéal qui, joint aux nombres 
idéaux de la classe fk{a), les rend tous existants, et posons 

nous aurons 
?(«)/*(«) = F*(«); 

2pr7^ = Ni(a>2i»f^· p°ur ' = ·■ 
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où F
A
(a) désigne tous les nombres complexes existants qtù ont le fac-

teur idéal <p(a)· La recherche de la valeur de la somme 

pour '='· 

se fera de la même manière que celle de la somme trouvée ci-dessus, 
avec la seule différence qu'il ν aura quelques conditions de plus poul-
ies coefficients des nombres F*(a), pour exprimer que F

A
(a) doit con-

tenir le facteur idéal <p(oc). Supposons que φ (a) contient un certain 
facteur premier idéal de q, m fois, de plus un facteur premier idéal 
de q', m' fois, etc., où ç, q', etc., appartiennent respectivement aux 
exposants j, f -, etc. ; la condition que F

A
(a) soit divisible par ψ (α) sera 

exprimée par^congruences linéaires pour les coefficients de F
A
(a) par 

rapport au module qm, de plus par j' congruences linéaires pour le 
module q"n\etc. Or il est clair qu'étant donné J congruences linéaires 
par rapport aux coefficients du nombre F

A
(a), pour le module qm, le 

nombre de tous les systèmes des valeurs convenables de ces coeffi-
cients se réduira à la qmflème partie; de même, les f congruences pour 
le module q'm réduiront ce nombre de valeurs à la q'm'f ième partie, et 
ainsi de suite. On en conclut que la valeur de la somme proposée sera 
égale à la cflf.q'm i ...t""e partie de la valeur de la somme trouvée ci-
dessus, et, puisque le produit qmf.q'mf... est égal à la norme Ν φ (a), 
on aura 

Σ S — I I ^ S — I 

enfin cette équation, jointe à la précédente, donne 

P°Ur '-1' 

ce qu'il fallait démontrer, 

. Le nombre des sommes partielles qui donnent la somme totale R 
étant égal à H, nous avons 

κ = ΗΣίϊΓ7RÏ' P°ur ' = I; 

d'où, eu substituant la valeur trouvée de cette somme, nous avons la 
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nouvelle expression 

„ 2^VaH 

ce qui, comparé à la valeur de la même série R, trouvée dans la pre-
mière partie de cette recherche, 

R — 2α~~'πΑΡ.Ρ 

donne l'expression cherchée du nombre des classes des nombres com-
plexes idéaux 

H - PD 

Je répète que dans cette formule la lettre Ρ désigne le produit 

Τ> = φ(β).φ{β*).φ(Ρ)...φ(βϊ-*), 

où β est une racine primitive de l'équation βΛ ' = ι, et où 

φ (β) = 1 -h γ, β + + γ
3
β3 +...+ γχ_ΛβΛ a, 

7<> Ϊ2) 7*»···' 7α—a étant les plus petits restes positifs des puissances y 

7*> 7*»· · · » Ίχ~2 d'une racine primitive γ pour le module λ. La lettre u 

n'est qu'un signe abrégé de · D désigne le déterminant des quan-

tités 

le (a), le (a7),..., le (a7' ), 

• 1 e (a7), le(a7'),..., le(a7'' ), 

1 e(a7/i ), le(a7'' le (a7' *) , 

où 

_ 4 '*y) ·(' — g y) (- 'H'—g7.'1. 
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Δ désigne le déterminant des quantités 

le, (α), 1 h (a),..., 1 («), 

1 c, {a*), U(ay),..., 1ε
Μ
_,(α7), 

1ε, (ar ), ϊε
ΐ

(σ?μ ),..., \ε^
ι
(ά>μ ), 

ou ε, (a), ε, (a),..., εμ—ι (a) représentent un système de p. — ι unités 
fondamentales. 

Nous terminerons ce paragraphe en faisant quelques remarques sur 
la formule trouvée pour le nombre H des classes des nombres com-
plexes idéaux. D'abord nous observons que le nombre H consiste de 

deux facteurs entiers bien distincts, le premier égal à —, le se-

cond égal à On démontre aisément que le premier de ces facteurs 

est un nombre entier, en faisant voir que le produit Ρ contient 
(,«· — i) fois le facteur a, et autant de fois le facteur λ; pour le 
second facteur, cela découle immédiatement de l'observation faite à la 
fin du § II de ce Mémoire. Pour le cas de λ = 5, nous avons trouvé 
que l'unité e(a) est une unité fondamentale, d'où il suit Γ) = Δ; 
donc on a 

— = ι, pour λ = 5. 

Pour le cas de λ = 7, on trouve sans difficulté que e (a) et e (cû) sont 
encore deux unités fondamentales ; donc on a de même 

D = Δ et ^ = 1 , pour λ = η. 

Mais si λ est plus grand, le calcul effectif de ce second facteur est tres-
pénible, parce qu'il exige qu'on recherche d'abord un système d'unités 

fondamentales. Le calcul du premier facteur nous dési-

gnerons simplement comme fonction de λ par Ρ' (λ), n'offre pas cette 
difficulté; je l'ai calculé pour toutes les valeurs du nombre premier λ 
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He la premiere centaine. Voici les résultats de ce calcul : 

P' (3) = ., P'(43) = an, 
P'[5) =i. P'(47) = 695 = 5.I39, 

P" 7 ) = >, P'(53) = 4889, 
Ρ' 1 11 ) = 1, P' (5g) = 4' ̂ 4' = 3.5f).a33, 
P' I : ) — | , P' (6 I ) = 7630 I = 4 I ■ I 86 I , 
P' '

v
 17) = 1, 1" (67) = 853513 = 67.12739. 

P'Qg) = 1, P'(7«) = 5472271 — 7.7.29.385?, 
P' 23) = 3, ^'(78) = 11957417 = 89.134353, 
P' (29) = 8, P'(-;9) = 60087849 = 5.53.377911, 
Ρ' (3i) = 9, P'(83) = 838216969 = 3.2794O5653, 
P'î37) = 37, P'(8g) = 13379363737 = 113.1 i84oi44b-
P'î4Q— I21^ P'^97) == 411322828001 = 3457.118982593. 

Ο11 voit que ces nombres vont en croissant avec une rapidité ex-
traordinaire. La loi asymptotique des valeurs de ce premier facteut 
du nombre des classes H est exprimée par la formule 

p' >.■ =— — = —-V- . 

dont je me réserve la démonstration et les développements ultérieur-
à une autre occasion. 

§ IX. 

Deux recherches spéciales concernant le nombre des classes des 
nombres complexes idéaux et les unités complexes. 

En examinant les valeurs du premier facteur du nombre 11, données 
dans le paragraphe précédent, on voit que, pour les trois nombres 
premiers de la première centaine 

λ = 37, λ = 5q et λ = 67, 
Tome XVI. - DÉCEMBRE I85I. t'i; 
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le nombre H est divisible par λ. Pour de telles valeurs de λ, les 
nombres complexes sont doués de quelques propriétés singulières, de 
manière que ces valeurs de λ se présentent dans plusieurs recherches 
générales comme cas d'exception qui exigent des méthodes particu-
lières. C'est pour cette raison que nous nous proposons ici le pro-
blème de trouver tous les nombres premiers λ pour lesquels le nombre H 
des classes des nombres complexes idéaux est divisible par λ. 

Nous commençons par discuter le premier facteur du 

nombre 

H = -, 
ou nous avons pose 

Ρ =
 ψ

(β).
ψ

(β2).
ψ

(β>)...<ρ(βχ-*), 

Ψ (β}= 1 + γ, β-h γ2 /3a -t- γ3Ρ3 + ··- + γχ—*βχ~*. 

En multipliant par γ β — ι, on a la formule 

{yβ — ι) ψ (β) = (τ7α_3 - 0 -+· (7 - 7«) β + (77· — 7») Ρ* + -
+ (77^—3-7i_a) 

dans laquelle tous les coefficients sont divisibles par λ ; car, en substi-
tuant 

7a-« = τ*-' et y
k
=f (mod. λ), 

on a 
77a-, - 7*= 77 - 7 — « (mod. λ). 

Donc, en posant 

et 
77A-, — 7A = λ^Α 

b
0
 + b

t
 βb^ β2-h ... ■+■ bx—2βχ α—ψ(Ρ), 

l'équation précédente donne 

(7/3 -ι)φ(Ρ) = λψ(Ρ). 

En changeant β en /33, /35,..., βχ~2 et multipliant, on trouve 

Î7^ — ,)·(7β3 —1)··· (7^i—^ — ι) Ρ = λ"ψ(ΡΚψ(Ρ3)...ψ(Ρ;-2), 
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et, comme on a 

(y/3 — i).(7/33 — ι)·{ν/35 — ι)...(γβ*-2 — 1) = Τ -+- ï, 

cette équation devient 

(y-t- ι)Ρ = λ>*ψ(/3).ψ(/33)... ψ (β* 2). 

Le nombre ψ· ι, 7 étant une racine primitive et μ = » est tou-

jours divisible par λ, on pourra donc poser 7e-t- 1 — XG, où G est un 
entier ; on pourra aussi toujours choisir la racine primitive 7, telle que 
y -4-1 ne soit pas divisible par λ2, c'est-à-dire que G ne soit pas divi-
sible par λ. Cela étant, on aura 

2/1-1 G· r~77~r, = ψ(β).ψ(β3)···ψ(βχ~2), 

et, puisqu'en substituant la racine primitive 7 de la congruence 

7J = 1 (mod. λ) 

à la racine de l'équation 
β'-' — ι, 

on a évidemment 

ψ (Ρ) - Ψ (Ρ3)···Ψ(ΡΑ-2) = ψ(7)·Ψ(γ3)··· ψ(7*- 3) (mod· λ)-

cette équation donne la congruence 

2Λ~'°·/ Λ-ι — Ψ(ν)·Ψ(7^· · - + (7J"a) (mod. λ). 

Il suit de là que le premier facteur du nombre des classes H 

sera ou ne sera pas divisible par λ, selon que parmi les facteurs du 
produit ψ (7). ψ(73)... ψ (7i—a) il y en a un ou il n'y en a aucun divi-
sible par λ. Ainsi tout se réduit à examiner si la congruence 

b0 + bty*"~* -4- 72(2n 

+ =ta (mod. λϊ 

est ou n'est pas remplie pour une quelconque des valeurs de /1 — r, 
wJ,. .

 c ? £λ. 
ho.. 



/476 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

En divisant par puis changeant les exposants 1, 2, 3,.... λ — » 
en indice, au moyen de la congruence /=yj(mod. λ), on aura la 
congruence équivalente 

"+" b
3

y*»-< 4-...-+- ά, γ'"-1 = o (mod. λ). 

Or il suit de la définition méine des coefficients λ b
k
 = γy

k
_

{
 — y

k
 qu'on 

a b
k
 = o, pour toutes les valeurs de γ

Λ
_, comprises entre les limites ο 

et y h
k
 — 1 pour toutes les valeurs de γ*_, comprises entre les limites 

et et généralement bk
 = s pour toutes les valeurs comprises entre 

les limites — et Liltlii. Donc, en comprenant tous les termes de cette 

congruence, pour lesquels les coefficients bh ont la même valeur, et en 

désignant généralement par t, le plus grand entier contenu dans — , on 

pourra la mettre sous cette forme, 

l[(i,-W)a"-' + (f
(
 4- ï)2'— +...+ <=»"«], 

-+- a[(i
a
 +if-' 4- (i

a
4- 2)2"-' + ...+ Il" ''}, 

4-(7_()[(iy_I
4-j)»— 4-4-

4-(λ — i)2"_,] = o (mod. λ). 

Nous nous servirons ici de la fonction rationnelle et entière de la 
variable x, 

, .v1" jrîB—1 P. x'·" B,.r1 " - (—i)"B„_,.r3 

' π
2
„ 2Π,

π
„, Π2

η
_,ΙΪ2 Πι

η
_,Π, Π,Π,π—, 

dans laquelle Β,, B„_, désignent les nombres bernoulliens, et IL 
le produit i.a.3...r. Dans le cas où x est un nombre entier positif, la 
fonction χ(χ) exprime la série des puissances (2 η — ι }times des nombres 
naturels, car on a la formule connue 

Λ2"-'4- 3*—1 4-...-t-(.x - ι)2"-' = Π.„..,χ(Λ·). 
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Au moyen de cette formule, la congruence proposée se représente de 
la manière suivante : 

mteJ 

-+- *1x1'*-m) — χ(<·.+ ')]-'- 3[χ(ί«+ι)- χ(>ϊ-h0]+···· 

"+" ■ 7 ~~ ' 1 (/(λ) — x(U-< ·+" 0] =° (mod. λ), 

ou, plus simplement, 

λ('ι"4"!) + χ(/2_Ε|)_ μΧ('3 + Ι)_,_···-'_ X(^'/— ι + ')==° ( mod· * 

Le nombre t
s
 étant le plus grand entier contenu dans la fraction — · 

pourra être mis sous la forme 

si —r, 

où r
s
 sera un nombre positif, moindre que γ, et la congruence propo-

sée prendra la forme 

xr-^-exC-^) — 

-+- χ ^ ————r'~l 7 j = ο (mod. λ ; 

d'où, en négligeant les multiples du module λ, on aura la congruence 
simplifiée 

x(Lrr^)+Χ(^7^) +--- + X (7

 7
'

y
 ')=° tmod λ < 

dans laquelle on pourra faire disparaître les fractions en multipliant 
par les dénominateurs, dont aucun ne contient le facteur λ. Les nom-
bres r,, r

2
,..., rj,_,coïncident avec les nombres 1,2, 3,..., 7 — 1, pris 

dans un ordre convenable; car on sait qu'ils sont tous positifs, moin-
dres que γ, et l'on démontre aisément qu'ils sont tous différents entre 
eux. Donc, en mettant 1, 2,..., 7 — 1, au lieu de r,, r

2
,..., #-

y
 ,, on ob-

tient la congruence 

x(~) "+"x(~)-+"x(~) +-+x(L7i) = ° (mod·>■)· 

Pour obtenir l'expression la plus simple de cette congruence, nous 



478 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

développerons ici une formule nouvelle, contenait une propriété cu-
rieuse de la fonction χ(χ). Pour cela, nous partons du développe-
ment en série, ordonnée suivant les cosinus des multiples de sot, 

_ , (—l)"B„ (—I )" 2 ( COS 2.X η 1 COs4*T , COS6jtît t \ 

dans lequel χ doit être pris entre les limites ο et r. En prenant suc-

cessivement .x — °, -·> ->···, et ajoutant ces equations, en ob-
servant que la série 

I -+- COS f- COS- 1- , .. -f- COS—- -

est égale à y, si A: est un multiple de y, et qu'elle est égale à zéro dans 
tous les autres cas, on obtient 

*(ï)-*(Ï)
+

*(Ï)
+
-

+
*(V) 

— (—')°7b° _ (—')"37 I I I 

et puisqu'on a 

2" 3" 2Π,„ ' 

l'équation précédente se réduit à 

I «a 1 \ 

A cause de cette propriété de la fonction χ (ar), la congruence de 
laquelle dépend la divisibilité par λ du premier facteur du nombre des 
classes H, prend la forme 

(7 ,„-
ιπ
')Β" = ο ( mod. λ). 

Le dénominateur yiB-« n
în

 peut être rejeté, parce qu'il ne contient 
pas le facteur λ; de même, le facteur y1" — 1, qui n'est pas divisible 
par λ pour les valeurs de n= 1, 1, 3,..., μ — ι, pourra être négligé 
dans tous ces cas, en sorte qu'on a simplement 

B„ — ο (mod. λ). 
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Le cas de η = μ, où γ2/* — ι est divisible par λ, en sorte que con-
tient le facteur λ en dénominateur, exige une discussion particulière. 
D'après une formule connue, le nombre bernoullien s'exprime au 
moyen des nombres bernoulliens précédents, de la manière suivante : 

μ 2< ll»n 2/Λ — 4 ^(^ + '1 ^ 

où l'avant-dernier terme est le seul qui contienne le facteur 2 μ -+-1 = λ 
en dénominateur. On aura donc 

_(-iK M 

où Ν n'est pas divisible par λ, et en multipliant par 

γ2/1 — I = (γΛ — ι) (γ/1 -|- ι) = (γ/* — l)XG, 

on obtient l'équation 

X
(i)

 + X
(
?
)..,(

V
)
=
^M[^

 +
 -]. 

La congruence de condition, posée ci-dessus, devient donc, dans le 
cas de « = μ, 

^ —— = ο (mod. λ); 

d'où, en ayant égard à l'hypothèse que G n'est pas divisible par λ, on 
voit qu'elle n'est satisfaite pour aucune valeur du nombre premier λ. 
Ainsi la divisibilité par λ du premier facteur du nombre II dépend de 
ce que la congruence B„ = o (mod. λ) ait lieu pour une quelconque 
des valeurs de η = ι, 2, 3,..., μ— ι. Le résultat trouvé donne le 
théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le premier facteur 

du nombre des classes H soit divisible par λ, consiste en ce 

qu'un quelconque des —— premiers nombres bernoulliens soit divisible 

par λ. 



48o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Passons à la discussion du second facteur — du nombre H. En vertu 

d'un théorème démontré dans le § II de ce Mémoire, une certaine 
puissance de toute unité complexe s'exprime comme produit de puis-

sances entières du système indépendant e(a), e (ae (a ̂  /; 
nous pouvons donc poser, comme à l'endroit cité. 

s, I a }"' — ' . e(a7)'' ... e (a7' 

£*(«) =e(oí) .e (a7) \..e(a7* /.*“ 

. . . . . . 

u – I <j. — i i 

en supposant que î, (α), £
s
(a),..., εμ—ι\ a.) désignent un système d'uni-

tés fondamentales, et que l'exposant n
h
 n'ait aucun facteur commun 

avec tous les exposants rrr'·_ . Nous obtiendrons de là, comme 
dans ie § II, 

D Λ Ι ,/l j. . . Il « — Ι 

Τ = g— 

d'où il suit que ^ ne pourra être divisible par λ, à moins qu'un des 

nombres n
2
,..., ne soit divisible par λ, c'est-à-dire qu'on ait 

une équation de la forme 

«a».> •* fi -. f ne son ai vision par a, c est-a-< 

dans laquelle η soit divisible par λ, sans que les exposants r,, r,, 
soient tous divisibles par λ. 

Or, on démontre aisément que la Ve'"- puissance de tout nombre 
complexe existant est congrue à un nombre entier non complexe pour 
le module λ. En effet, en élevant à la Veme puissance le polynôme 

/(u) = a -+- a, a + as
 a2 -+-... -+- a ■ _ , a , 

et négligeant tous les termes divisibles par λ. il ne restera que les Ve'"" 
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puissances des termes du polynôme, et Ton aura généralement 

/ ( Ci ^ (l ' -4*■ ft i *4— H- · · · Ct-j
 t 

Ξα + β
(
 + Λ

!
+...+ Λ;_;]

 (mod. λ). 

La puissance s [α)", η étant divisible par λ, sera donc congrue à un 
nombre entier non complexe c. En le substituant dans l'équation pré-

cédente, on aura une condition nécessaire pour que le facteur soit 

divisible par λ, exprimée par la congruence 

e(a)r·. e(a/)r>... e (oé'' )'" ' = c (mod. λ), 

laquelle doit avoir lieu pour des valeurs entières des exposants r,, r. 
qui ne sont pas tous divisibles par λ. 

La recherche des valeurs du nombre premier λ pour lesquelles cette 
congruence puisse avoir lieu se fait au moyen d'une méthode générale, 
dont le point principal consiste en ce que, dans une équation conte-
nant des nombres complexes, on introduit une variable continue x. 
au lieu de la racine a. Étant donnée une équation 

/(a) = ?(«) ou /(«) - <Ρ(βΟ = °· 

qui aura lieu pour toutes les valeurs de « qui satisfont à l'équation 

1 -t- α + α2 + ... -t- ν)= ο, 

la fonction rationnelle et entière de la variable x, j\-T) — ?(Λ") sera 
égale à zéro pour toutes les valeurs de χ = α, χ — α2, ... χ — . 
d'où l'on conclul qu'elle sera divisible par 

\x — a).[x — a~)...(x — a' —1 ) — 1 + χ + oc'1 +.χ> —1

 ; 

on pourra donc poser 

/ {χ) — o(x) — ( 1 -i- χ 4- a"2 + ... ψ (a?), 

ou 
f{x) — © (4c) -1- (1 χ 4- .r2 -+-...+ x'— ') ψ(χ'), 

J, (x étant une fonction rationnelle et entière de la variable x. 
Tom»· \Vl — DéCCMRRF. til 
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Pour faire l'application à la congruence proposée, nous la réduirons 
d'abord à l'équation 

e(a)r'. e{à')r*... e [a'' ) " ' = c· + λφ (a), 

dans laquelle ψ (a) désigne un nombre entier complexe. En substituant 
la variable χ «au lieu de la racine a, on aura 

e(x)r< ...e [ xyl> ) μ ' 
— c ■+- 1φ(χ) (ι + x-+- χ- -+-...+ x'—')ψ(Λ·). 

Si maintenant on prend les différentielles des logarithmes des deux 
membres de cette équation, et qu'après avoir multiplié par x, on res-
titue la valeur particulière χ — α, on en tire l'équation 

r ae'H , r e'{xT ) 

λαφ'(α)-4-[α-)-3αΙ-+-3α:1-|-···4-(λ — l) ai — '] ψ ( a) 

ou, suivant la notation de Lagrange, e'(a?) et φ'(ίτ) désignent les pre-
mières dérivées de e{x) et <p(a"). De là, en rejetant les multiples de λ, 
et faisant, pour abréger, 

<p{.r). Dft là, 
on aura la congruence 

r, F(a) -+- r
ï
yF(a'/) +...+ Γ

μ
-, γ" 2F [a.1' ) 

— ^ [a -+- 2«'+ 3 a3 -t- ... -t- (λ — ι)α·*_1] ψ (a) (mod. λ). 

En mettant le nombre complexe ψ (a) sous la forme 

ψ (α) = a + (ι —α)ψ,(α), 

où a est un entier non complexe, et observant qu'on a 

(ι — s)[a+aï'+ 3α3 (λ — ι) oc'-'] = — λ, 

puis faisant enfin 

M ~ ̂  (mod. λ), 
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on aura 

r, F (a) -h r
a
yF(a/) ■+■... -4- γ' 'F^7' ) 

= M[« 4- ia! +...+ (λ — t) a'~']. 

Développons actuellement le nombre entier complexe F(a ! En pre-
nant la différentielle logarithmique de l'expression 

e{x) = \/— -γ —, 

on obtient 
"j>.xe'ix) l -t- χ 7 ('

 χ/Λ
> 

e(x) ~ 1 — χ \—χ> ' 

d'où, en restituant la valeur particulière χ = α, 

r =i— ai — tJ 

Le développement idtérieur se fait au moyen de l'équation 

(ι — α)[α -+- aa! -+- 3α3 (λ — i)crJ—']= — λ, 

de laquelle on tire 
ι [a -+- 10L1 -f- 3αΛΗ-...-Η (λ — l)a>— 'j 

1 — a > 

et en multipliant par ι + a, 

I -f- χ [λ -t- 2 a -f- 4 -t- 6 a·1 -+-...-f- 2 (λ — ι ) X' — ■] 

Lorsqu'on y remplace les coefficients i, a, 3,..., λ — ι par les nom-
bres ι, γ,, γ

2
,. ·, γ. » qui, abstraction faite de l'ordre, sont absolu-

ment les mêmes, et qu'en même temps, au lieu des exposants cor-
respondants, on met ι, γ, γ2,..., cette équation prend ia 
forme 

,
 a

 (*-+- 2a -l·- 27, oc' -+- 37,-4- . . . -t-37j_a ) 
1 — χ > 

Si.. 
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Si l'on change α en a7, et qu'on multiplie par 7, on aura aussi 

7(.— a') (ν + 277;_2α + 27α/ + 277, β31* + . . . + ^T/x—% *Ί'~ * ) 

enfin, en soustrayant cette équation de la précédente, on obtient le 
développement 

F(.)=7— )
x +

 ï!l=3Û
<
„

+
... 

^{Th-i-Ί,-ι) 7;-2 

dans lequel les coefficients sont les mêmes que ceux que nous avons 
désignés par b

kJ dans la première partie de cette recherche. En adop-
tant les mêmes signes, nous avons 

F (α) = 7 — ι + ι b
0

a. -4- 2 b, a7 -+- a^_
9
.a7 

Substituons le développement trouvé de F (a), de même que ceux 
de F (a.t), F (a?1), etc., qu'on en déduit par le changement de α 

en α/, a7 , etc., dans la congruence proposée, dont le second membre 
pourra être mis dans la forme 

M (a -+- γα7 -+- γ2a27 +...+γΛ 2a7 )· 

Comparons séparément les coefficients des termes multipliés para, 

a7, a7 ,..., a7 , et nous aurons ce système de congruences : 

/', b0 + 7 r2 4;_2 4- f r3 +... + bx-.^, — R ΞΞ M j 

r,b, -+- yt\b
0

 -+- f + ...-+- 7^_
u+2

 — R = 7M I 

I ,b
2
 + 7 r.

2
b, + 7 ir

î
b

0
 +...+ γ-"1 r^bx—^i — R = 72M / (mod. λ), 

r,ô;_
2
 -ι- 7r

2
èj_

2
 -+- 72r

3
èj_4 -4- ... -t- 7bx.— R = M / 

où nous avons fait, pour abréger, 

r, + 7r
2
 -h 7V, + ...-+- 7/1—2/>_, = R. 
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Ces congruences, multipliées respectivement par i, yln~l, γ212"- 1 ·,..., 
y(;-2)(2n—1)

? et ajoutées, donnent une somme qu'on décompose aisé-
ment en deux facteurs 

2)nr^_i J y_j_ ^,;_3γ(λ—Î)(m—l) J 

pour le module X et pour les valeurs de η = ι, ι, 3,..., μ — ι. Il suit 
de cette congruence, que dans les cas où le second facteur 

b
0 -+■ b, f" ' -t- Λ

2
γ2ί2"_|) -t- ...-t- {»»-·) 

n'est divisible par X pour aucune des valeurs de « = ι, i, 3, . . 
μ — ι, le premier facteur sera nécessairement congru à zéro pour 
toutes ces valeurs de n. Dans ce cas, on aura le système des con-
gruences : 

r, + y2r2 -4» 7V3 -t-...-t- ~ o, j 

r, + y* ri 7s r3 +.··-+- γ4 (/*-*) r , = ο, I 
) (mod. Λ). 

r, -+- 7'Me—é c
2
 + 74(λ— #·_,-ι—7(ρ—a)(e—1 ~ ο, / 

Le déterminant de ce système de congruences linéaires n'est pas congru 
à zéro, car on sait qu'il est composé de facteurs de la forme 72Λ — y'21'. 
où A et A sont différents entre eux et moindres que μ. — Λ. Par cette 
raison, il n'y a pas d'autres valeurs des inconnues de ce système, 
que 

r, — o, i\~o, r3—o,..., rp_, = ο (mod. λ), 

et puisque ces exposants ne doivent pas être tous divisibles par λ, on 
en conclut que, dans le cas où 

b
a
 -t- A, γ2"-1 -t- b.

1
yi[in-t) -t- ... * - ·) ; ·» — ': 

n'est divisible par λ pour aucune des valeurs η — ι, 2, 3,..., μ — ι, 

le second facteur ® du nombre des classes H ne sera pas divisible 
par X. La condition 

b
0
 -+- b, γ2"-' + b

2
72|2n-'!-t- ... +· bx-^yi1" *,r·" -0^=

o
 (mod. X). 
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nécessaire pour que le facteur ^ soit divisible par λ, étant la même 

que nous avons trouvée comme condition nécessaire et suffisante pour 

que le premier facteur ^ ^ — ι
 so

^ divisible par λ, on voit que le 

second facteur du nombre des classes H ne sera jamais divisible par λ, 
à moins que le premier facteur ne le soit en même temps. Nous voilà 
donc arrivés au résultat suivant : 

Pour que le nombre H des classes diverses des nombres complex es 
idéaux soit divisible par λ, il faut et il suffit que le nombre premier λ 

mit facteur du numérateur d'un quelconque des premiers nom-

bres bernoulliens. 

Nous passons au second problème de ce paragraphe, qui consiste 
dans la recherche des valeurs du nombre premier λ pour lesquelles 
une unité complexe puisse être congrue à un nombre entier non com-
plexe, sans être une puissance du degré λ. 

Soit Ε (a) une unité complexe qui satisfasse à la condition 

E(cC ~c (mod. λ), 

ou c est un entier non complexe. Cette unité, exprimée parle système 
des unités indépendantes 

e(a), e (a7e (ar ), 

prendra la forme 

Ε(α ) = aAe(a)".e(a7) ...e(a7 ) , 

ou les exposants rationnels % ^»··■> Γ— sont réduits au même dé-

nominateur le plus petit possible, en sorte qu'il n'y ait pas de facteur 
commun de tous les numérateurs avec le dénominateur n. En chan-
geant α en ar{ dans la congruence posée, on a aussi 

d ou 

E(r') = c (mod. λ), 

Ε (a) == E (or* ( mod. λ), 
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et, par conséquent, 

ak—ark, α'· = ι, k~o (mod. λ). 

En substituant cette valeur de ak = ι, élevant à la puissance η et pre-
nant E(a) = c, on aura 

±:c"==e(a) . e (a7 ) .. . e (aT ) μ (mod. λ). 

Voilà la même congruence que nous avons discutée dans la recherche 
précédente. Nous y avons trouvé qu'à l'exception des cas où λ se 

trouve comme facteur du numérateur d'un des ——- premiers nom-

bres bernoulliens, cette congruence exige nécessairement que tous les 
exposants soient divisibles par λ. Alors E(a)" sera égal à une puis-
sance du degré λ; on pourra donc poser 

E(«)"= F(a)\ 

et comme tous les nombres r,, r
2
,..., /

a
_, n'ont aucun facteur com-

mun avec n, cet exposant η ne sera pas divisible par λ. Par cette rai-
son, on pourra toujours trouver deux nombres entiers s ît /, tels 
qu'on ait 

ris — λ t = ι ou ris = λ t -+- ι, 

et, en élevant l'équation précédente à la puissance s, on aura 

E(a)"s = Ε(α)Λ,+1 = F («)'% 

d'où, en divisant par E(a)y', 

Ε(«>=1ΜΓ· 
Ainsi Ε (a) est une l'ime puissance, et nous avons le théorème : 

Si le nombre premier λ n'est contenu dans aucun des λ 3 premiers 

nombres bernoulliens comme jacleur du numérateur, toute unité com-
plexe, congrue à un nombre complexe pour le module λ, sera une λ"""" 
puissance d'une autre unité complexe. 
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§ X. 

Application à la démonstration du dernier théorème de Fermât. 

Dans tout ce qui précède, la théorie des nombres complexes est 
avancée à un point où la démonstration du fameux théorème de Fer-
mât se fait avec facilité pour toutes les puissances dont les exposants 
satisfont à la condition qui se trouve dans les théorèmes du paragraphe 
précédent : que le nombre λ ne soit pas contenu comme facteur dans 

un des premiers —-— nombres bernoulliens. Comme la démonstra-

tion pour les nombres complexes est aussi facile que pour les nombres 
entiers non complexes, nous supposerons que, dans l'équation 

u) -4- —ι— = o, 

u. i\ w soient des nombres complexes existants de la forme 

a -+- a -t- a2a? -+- ... + 

sans aucun facteur commun deux à deux. Nous supposerons aussi 
que λ soit un nombre premier qui ne se trouve pas comme facteur du 

numérateur d'un des —-— premiers nombres bernoulliens. 

Cela posé, nous savons qu'en vertu d'un théorème du paragraphe 
précédent, le nombre H des classes des nombres complexes idéaux 
n'est pas divisible par λ. De plus, nous avons trouvé dans le § VI, 
qu'en supposant f(a) idéal, f{a)Â ne pourra être existant à moins 
que λ et H n'aient un facteur commun différent de l'unité, ce qui n'a 
pas lieu. Donc, si λ est un nombre tel que nous l'avons supposé, la 
yiime pu[ssance d'un nombre complexe idéal ne sera pas égale à un 
nombre complexe existant, et de ce que f (a)"1 est un nombre complexe 
existant, il suivra nécessairement (jue fia) est un nombre existant. 

Rappelons encore expressément le théorème démontré à la fin 
du paragraphe précédent, que pour les valeurs de λ, que nous con-
sidérons ici, chaque unité complexe qui est congrue à un nombre non 
complexe pour le module λ est égale à une λ'™" puissance d'une autre 
unité. 
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La démonstration de l'impossibilité de l'équation proposée consis-
tera en deux parties distinctes, dont la première traitera le cas où au-
cun des trois nombres H, e, w n'est divisible par Ι — a, l'autre le cas 
ou un de ces nombres aura le facteur ι — a. 

Soit donc proposée en premier lieu l'équation 

u' -1_ μ/_|_ w' — 0i 

dans laquelle aucun des trois nombres complexes u, v, w 11e soit dm 
sible par 1 — a. Observons d'abord que les nombres M, e, w pourront 
être multipliés par des unités simples de la forme ak sans que l'équa-
tion proposée change de forme. En posant donc a*// au lieu de u, 
on pourra toujours déterminer le nombre k tel, que aku prenne la 
forme 

a -t- (1 — oc)2 P, 

dans laquelle a est un entier non complexe et Ρ un entier com-
plexe. En effet, le nombre complexe w, ordonné suivant les puis 
sances 1— oc, prendra la forme 

u = A -t- A, ( 1 — a ) -S a, ! 1 — α)2 -H ...-+- A,-,?.'^3; 

de même, en prenant 

on aura 
α = 1 - (1- a), 

a* = 1 — k ( 1 — oc) -4- — 11— ai2 — ..., 

d'où, en multipliant et comprenant dans un seul tous les termes mul-
tipliés par (1 - a)2, 

aA« = A -ι- (A, — A k) (1 — a) -1- (r — a)2 P. 

Enfin, en prenant le nombre k tel qu'on ait 

AA^rA, (mod. λ), 

ce qui est toujours possible, puisque A n'est pas divisible par À, on 
voit que αΑ m prend la forme proposée. En opérant de même sur les 

Tome XVi. — DÉCEMBRE ι85ι. ''> 
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nombres ν et w, on pourra mettre 

u = a 4- (ι — α)2 P, 

ν = b + (i — a)2 O, 

w = c + (i — a)2 R, 

où les nombres a, b, c ne sont pas divisibles par λ, à cause de la 
supposition que u, v, w ne sont pas divisibles par ι — a. 

Maintenant, en décomposant la forme C·1, on obtient l'équation 

(ii + c).(B + af).(« + a1(')...(« + aJ_r v) = — wx, 

et je dis que deux quelconques de ces facteurs sont premiers entre 
eux. En effet, si u -h ai ν et u + a* ν avaient un facteur commun, il 
est clair que (αΓ— as)u et (αΓ— as) t> auraient le même facteur com-
mun , et comme u et ν sont premiers entre eux et αΓ — α% ou, ce qui 
est au fond le même, ι — α ne peut diviser un de ces facteurs sans 
diviser également le nombre w, on voit que ces facteurs sont premiers 
entre eux. 

Gela étant, mettons à profit le théorème démontré à la fin du § Y, 
que lorsqu'une puissance d'un nombre complexe est décomposée en 
facteurs premiers entre eux, ces facteurs doivent être séparément des 
puissances semblables multipliées par des unités complexes. Nous en 
concluons qu'on doit avoir généralement pour toutes les valeurs de 
r — ο, i, a,..., λ —i, 

ιι ν = a.pΕ,, (a) t
r

 > 

t
r
 étant un nombre complexe, facteur de w, et ctpE

r
(a) une unité com-

plexe quelconque, dans laquelle E
r
(a) soit égal à E

r
(a~'). On se rap-

pellera que toute unité complexe consiste de deux facteurs tels que 
nous venons de les établir. Dans cette équation, tx

r
 est donné comme 

nombre complexe existant; d'où nous concluons que t
r
 sera aussi un 

nombre existant ; la \ième puissance l* sera donc congrue à un nombre 

entier non complexe pour le module λ, et l'on aura la congruence 

« + a'c=/E
r
(a)./« (mod./).. 
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En désignant par v\ w' les nombres complexes réciproques de u, 
e, w, qu'on en déduit en changeant α en a~', on aura de même 

«'4- arW~a-pE
r
(a).m (mod. λ); 

d'où, en éliminant Ε 

α p(« + arv) ~a.p(u' 4- a~rv') (mod. λ). 

Cette congruence, prise par rapport au module (ι — a)2, diviseur du 
module λ, donne 

a p(a 4- a' b) ~ a!' [a 4- a~r b) [mod. (1 — a)2], 

car on a, en vertu des expressions de m, V, W données ci-dessus, 
u~a, v~b, u'~a, v1 ~b [mod. (1 — a)2]: 

et, comme on a généralement 

0* = 1 — 4(i — y.) [mod. (1 — «)3]s 

cette congruence donne 

(a 4- b)p ~ br [mod. (1 — a)]. 

Or on sait qu'un nombre entier non complexe divisible par 1 — α sera 
toujours divisible par λ ; d'où il suit que deux entiers non complexes 
congrus pour le module 1 — a seront aussi congrus pour le module λ. 
On aura donc 

(a-+-b)p=br (mod. λ), 

ce qui fait voir que a 4- b n'est pas divisible par λ. En déterminant le 
nombre k par la congruence 

on aura 
[a + b)k~ b (mod. λ), 

p = kr (mod. λ), 

et, en substituant cette valeur de ρ dans la congruence plus générale, 
donnée ci-dessus, on obtient la congruence 

a~kr(u 4- αΓν) = α*Γ(«' 4- arT(mod. λ), 

qui subsiste pour toutes les valeurs de r = ο, 1, 2,..., λ— ι. Lors-
62.. 
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qu'on y prend r = o, on trouve 
u -h ν = u' -+- v' (mod. λ). 

et, puisque les lettres «, v, w, et en même temps les lettres u', v', w' 
peuvent être échangées entre elles, on aura aussi 

u -4- w ~ u -+- w' ) 
' (mod. λ); 

ν -+- w = ν' -I- W ) 

enfin, de ces trois congruences, on déduit les congruences plus 
simples 

u~u j 
v E== e' | (mod. λ). 

w — w' ) 

En substituant ces valeurs congrues de u, v, w, au lieu de u\ v', w', on 
aura 

ackr{u -+- ar v) = ctkr{u + arr v) (mod. λ), 

ou, ce qui est le même 

(α kr— akr) u -+~ —aik~r)r] ν — ο (mod. λ). 

Maintenant, si l'on prend les deux valeurs déterminées r—\ et r — 2, 
on aura 

(α — α ) « + Γα~( 1 — α 1 t> = o . , 
[α"'1 — oc2 )u + [a-2( 0 — σ.2 ]\v~o j 

d'où, en multipliant la première par a~k + aA, soustrayant la seconde 
et divisant par ν, qui est premier par rapport au module, on obtient 
la congruence 

(α A + αΑ)[α A<_" — œA-'J — [α-2(Α-,) — a2(A-,)]=o (mod. λ), 

qu'on peut mettre sous la forme 
(aA_l — α A+l) (α-Α — αΑ~') (α — 1) = ο (mod. λ). 

Maintenant, si aucun de ces trois facteurs n'est égal à zéro, leur pro-
duit contient le facteur 1—α trois fois; mais, pour être divisible 
par λ, il fallait qu'il contînt ce facteur (λ — ι) fois. Donc, excepté le 
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seul cas ). = 3, que nous excluons de notre discussion, cette congruence 
ne peut subsister, à moins que des deux facteurs ak~~i — α-*"4-' et 
a-* — aA' ', l'un ou l'autre soit égal à zéro, ce qui revient à 

k~i ou ik= ι (mod. λ). 

Le premier de ces deux cas ne peut avoir lieu ; car, d'après la con-
gruence (a -+- b)k~b, il s'ensuivrait 

a = ο ( mod. λΐ, 

ce qui est contre l'hypothèse. Le second cas 2 A'= ι donne, en vertu 
de la même congruence, 

as=b (mod. λ), 

comme conséquence nécessaire de l'équation 

+ VX -+- WÀ = O, 

en supposant qu'aucun des trois nombres u, v, w ne soit divisible par 
1 — a. En échangeant les nombres u, v, w, ce qui change les nombres 
a, b, c en même temps, on obtient 

a ~c et b = c (mod. λ). 

Or, en développant la \'ème puissance du binôme 

u = a -t— (1 — α)2 P, 

et en négligeant tous les termes divisibles par λ, on obtient 

u' = a' ~ a, (mod. λ). 

De la même manière, on aura aussi 

— b^ — b \ , 
w* = cl ~ c ) 

et, en ajoutant, 

uA -t- -t- wx~ a -+- b -+- c (mod. λ) 

Il faut donc qu'on ait 

a + b-\-c = ο (mod. λ); 

et, comme ces trois nombres a, b, c sont congrus entre eux, on aura 
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enfin les congruences 

3α=ο, 3£ = ο, 3c = o (mod. λ), 

qui ne peuvent subsister que dans le seul cas λ = 3. 
Donc l'équation proposée 

u\ h- t»A + wx
 — ο 

ne peut être satisfaite par des nombres complexes u, v, w dont aucun 
n'a le facteur ι — a. 

Passons maintenant à la seconde partie de notre démonstration, 
dans laquelle nous supposons qu'un des trois nombres u, v, w soit 
divisible par ι — a. Soit w ce nombre divisible par ι — a, qui pourra 
contenir ce facteur plusieurs fois, et mettons (i — a)mw au lieu de w, 
eu sorte que l'équation proposée soit 

ux vx-t- (ι — a)mXwx = o. 

Mais nous préférons discuter l'équation plus générale 

ux H- = Ε (α) (i — a)mXwi
i 

dans laquelle les nombres complexes u, ν, w, premiers entre eux, ne 
sont pas divisibles par ι — a, et où Ε (a) désigne une unité complexe 
quelconque. 

En décomposant l'expression ux + vx, on a 

(u -+- v).(u H- «c).(« H- a*p)...(« -H α.χ—' ι») = Ε(α) (ι —a.)mXw''. 

Ici les facteurs de ce produit ont tous le facteur commun ι — α ; car, 
en faisant, comme ci-dessus, 

u = a (ι — a)* P, 

ν = b -+- (ι — a)'Q, 

on aura 
u -t- ar ν = a H- b — rb(i— a) [mod. (ι — a)1] : 

et comme le facteur u + αΓν doit être divisible par i— a, pour une 
certaine valeur de r du moins, on voit que a -h b doit être divisible 
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par ι — α, et conséquemment par λ. Cette congruence devient donc 

u-t- ar ν = — rb (ι — a) [mod. (i — a)2] ; 

d'où l'on voit que tous ces facteurs ont le facteur commun ι — α, et 
qu'ils ne le contiennent qu'une seule fois, excepté le cas de r = o, où 
l'on a 

u-\- v~ ο [mod. (ι—a.)2]. 

Cela étant, il suit immédiatement de l'équation précédente, que «-+- ν 
contient (m λ — λ -+- ι) fois précisément le facteur (i — a) ; on pourra 
donc poser 

et 
h + P=(I -

u -+- ari> = (r — α') <p
r

, 

et, en substituant ces expressions dans l'équation où ii' -ί- ν est dé-
composé en λ facteurs, on aura 

Ç · ?i · 9a --· ?}_! = E(a) 

Les nombres complexes φ, φ,, <p
2
,·.·, ψχ_, sont premiers entre eux; 

car tout facteur commun de <p
r
 et φ„ ou de u -+- αΓ ν et u -h a.sv, divi-

serait également les nombres (ar — as)u et (ar — as)e, dont le plus 
grand diviseur commun est ι — a. De là on conclut, par la même 
raison que dans la première partie de notre démonstration, que les fac-
teurs φ, ψ,, ψχ_,, premiers entre eux, dont le produit est égal 
à une Vime puissance multipliée par une unité, seront séparément 
des puissances du degré λ multipliées par des unités. Donc on peut 
poser 

φ - e0{a)tv't , 

ψ 
r
 = e

y
(a)tt, 

ce qui donne 
« -t- ν = e0{a) (ι — a)"'" 

u -1- oe*fr» = e
r
(a) (i — ai) 
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pour toutes les valeurs de r== i, 2, 3,..., (λ — i). En changeant la 
valeur de r en s, on aura aussi 

u + as ν — e,{a) (1 — as) t}
t

, 

et, en éliminant u et ν de ces trois équations, on trouve 

; es(n) i __ c0(a)(ar~a')(i — a) ; 

lorsqu'on y fait, pour abréger, 

<?r(a) v ' 

c„(q)(ar — «»)(ι— α) _ , , 

ou ί (a) et E, (a) sont aussi unités complexes, on aura 

t'. -+- ε(α) t'
s
 — Ε, (α) (i— as)'*m ' w\. 

Les nombres complexes t
r

, t
s
 et w

1t
 dont les puissances sont 

données comme nombres complexes existants, doivent être nombres 
existants eux-mêmes; les \'emes puissances de ces nombres existants 
seront donc congrues à des entiers non complexes pour le module λ, 
et l'on aura 

l'
r
=k, t

s
 ~ k' (mod. λ), 

et, comme la puissance (i — afm~!)/ est divisible par λ, si le nombre 
entier m est plus grand que l'unité, cette équation donne la con-
gruence 

k + ε(α)A:' — ο (mod. λ). 

En déterminant le nombre c par la congruence 

k+ck' = o (mod. λ), 
on aura 

ε(α) = c (mod. λ), 

et l'unité ξ (a), congrue à un nombre entier non complexe pour le 
module λ, doit être égale à une k1'"" puissance d'une autre unité. Donc, 



PURES ET APPLIQUÉES. 4y: 
en posant 

s(a) = s, (α);, s,{a)t, = v
t
 et t

r
 = u„ 

l'équation précédente devient 

u\ -+- f, — E
t
 (α) (i—a) m 

Voilà une équation qui ne diffère de l'équation proposée, dont elle 
dérive, qu'en ce que le nombre m est diminué d'une unité. En appli-
quant la même méthode à la nouvelle équation, on obtiendra une 
équation entièrement semblable, dans laquelle le nombre m sera dimi-
nué de deux unités; et, en continuant cette réduction, on parviendra 
nécessairement à une équation semblable, dans laquelle m est réduit 
à la valeur m = ι. La même méthode de réduction, dans laquelle m 
était supposé plus grand que l'unité, n'est plus applicable à l'équa-
tion 

ux -+- vx = Ε (α) (ι — ce y u". 

mais il est facile de démontrer que cette équation ne peut jamais avoir 
lieu. Pour cela, il suffit de démontrer que la forme ux-±- vx, étant divi-
sible par ι — a, doit nécessairement contenir ce facteur (>. -+-1) fois an 
moins. 

En effet, en prenant, comme ci-dessus, 

m = α -t- (ι — α j2 Ρ, c = 6+ (i — a/Q, 
on aura 

u -+- ο! v = a + b — rb{ι — a) [mod. (ι — a)2], 

et comme, pour une certaine valeur de r, le facteur u -+- y.' i> de la 
forme vx -+- νx doit être divisible par ι — a, 011 aura nécessairement 
a -+- b divisible par χ — α, et conséquemment divisible par λ, ce qui 
donne 

u α.Γν == — rb[i — α ) [mod. ( ι — α)2 j, 

et, pour le cas r = o, 

u -+- ν ~ ο [ mod. (ι — α)2 j. 

On voit donc que tous les facteurs du produit 

ux -4- νx = (u + P).(M -+- 7.v).(u + a2 v)...[u a'~' v) 
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sont divisibles par ι — a, et que le premier facteur u + v est divisible 
par (i — a)s. Ainsi le nombre des facteurs ι — α contenus dans la forme 
ux -+- vx sera égal à λ + ι au moins. 

Il suit de là que l'équation 

u' + vx = Ε(α).(ι— a.)xwx, 

dans laquelle la forme ux -t- vx, divisible par (t — a)·*, n'est pas divi-
sible par (ι — a)i + l, ne pourra jamais subsister, et nous en concluons 
que l'équation 

ux + vx = Ε (M).(I — a)'"x.wx 

dont elle dérive est aussi impossible. 
Le théorème de Fermât, en tant qu'il est rigoureusement démontré 

dans ce qui précède, pourra donc s'énoncer comme il suit : 

Si λ est un nombre premier, qui n'est contenu dans aucun des —— 

premiers nombres bernoutliens comme facteur du numérateur, l'é-
quation 

u' -+- vx -t- wx = ο 

ne peut avoir lieu, ni pour des valeurs entières non complexes des 
nombres u, v, w, ni pour des valeurs complexes de ces nombresformées 
avec les racines de l'équation ax — ι. 

D'après les valeurs calculées du premier facteur du nombre des 
classes H, que nous avons données à la fin du § VIII de ce Mémoire, 
dans la première centaine, il n'y a que les trois nombres premiers 
λ = 37, λ = 59 et λ = 67, qui sont exceptés de notre démonstration, 
parce qu'ils se trouvent respectivement comme facteurs du seizième, 
du vingt-deuxième et du vingt-neuvième nombre bernoullien. Pour de 
telles puissances qui se présentent comme cas exceptionnels de notre 
démonstration, il reste encore à démontrer que le théorème de Fermât 
a lieu en vérité, ou à trouver les solutions de l'équation 

ux -4- v1 wx = o. 


