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PURES ET APPLIQUÉES. 2°9 

DÉMONSTRATION 
D'un 

THÉORÈME SUR LES DÉTERMINANTS; 

PAR M. BAZIN, 
Ingénieur des Ponls et Chaussées. 

Le théorème, qui nous sera utile dans le Mémoire ci-apres sur la 
composition des formes quadratiques à quatre variables, est l'exten-
sion d'un théorème donné par M. Gauss dans les Disquisitiones arith-
meticœ. 

Soient deux systèmes 

(S) 

a, β. y,... 

a', β', y'.... 

a(n-1), B(n-1), y(n-1), ... 
et. 

(S,) 

an fSu 7ο· · ■ 

a 1 4, ...Pl. 7 1 ' ■ ■ ■ 

«("-Ο /5{Λ-0 wι 5 pi ? /1 ν · 

1 , 

chacun de « séries de m nombres entiers, πι étant > n. Si ces deux 
systèmes (S) et (S,) sont tels, que tout déterminant Δ, formé avec η 
colonnes verticales quelconques du système (S,), par exemple 

C£i, β^, 7,'···' y1 
α,, βη

 y,,..., λ[ 
............... 

a1 (n-1, B1(n-1), y1(n-1), ..., y1(n-1) 

? , 
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ait un rapport constant et entier k avec le déterminant Δ formé au 
moyen des η colonnes correspondantes du système (S), 

a, β, γ,..., λ 

α', β', y',·.., λ' 

α'"-1), 7("~υν··,, ..., y(n-1) 

' J 

en sorte que Δ, = kA., et si, en outre, le plus grand commun divi-
seur de tous les déterminants Δ, Δ', Δ", etc., que l'on obtient en 
combinant η k η les différentes colonnes de (S) est égal à l'unité, on 
pourra trouver η2 nombres entiers, 

M, Ν, P,..., S, 
M', Ν', P',..., S', 

Μ'"-", N'"-*», P("_,),..., S1"-,), 
qui soient tels, que l'on ait 

(0 

at = M« +Να' +Pa" + ... + Sa("-,), 

α', = M'a + Ν' a' -+- P' a" -f-... + S' a(n-1), ... 

οόβ-" = M("_,) a + Ν'"-'' a' -t- P("~,) a" + ... + S(n-1) a(n-1), 

β, = Μβ + Nj3'+ P/3--K..+ S^"-", 

/3', = M' β + Ν' j3' + Ρ' β" +... + S' /S'"-1', 

β(η-0 _
 M

(n-t) β + vp-0 βf + p{B-l) |3" , , 4_ β(
η

~'··, 

y, = Μγ ■+■ Νγ'+ Py" +...+ Sy'"-'1, 

etc., 

et que leur déterminant soit égal au rapport constant k. 
Démonstration. — Le plus grand commun diviseur des déterminants 

Δ, Δ', Δ", etc., formés avec les diverses combinaisons des colonnes 

de (S) étant l'unité, on peut trouver des nombres entiers A, A', A", etc., 
tels que 

(Ό ΑΔ + Α'Δ'+ Α"Δ
Α
 + ... = 2 ΑΔ = ι. 
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Considérons spécialement l'un de ces déterminants, par exemple celui 
des η lettres, 

3 

a, β, γ,..., λ, 

5C , . f , . . . , A , 

............ 

a<"-\ γ'"-'»,..., λ'"-*' 

ι 

que nous représentons par Δ. Remarquons qu'il peut s'écrire sous la 
forme 

A = a-,—l· (3 — + y-—h... 4- λ—: + yda dy + ... + da dy, 

dv dv dv 
les denvees dY

 ne con
R

ennent
 P

as
 '

es n lettres a, fi, y,.... λ. 

Si nous remplaçons, dans le système (3), α, β, y,.λ par oc, , fi,, 
y,,···, λ

η
 le déterminant du nouveau système ainsi obtenu sera 

ή?Δ n
 dA dA . αίΔ 

adx + B1 db + l1 dy +...+ y1 dy 

Effectuons le même changement dans les déterminants Δ', Δ", etc., 
c'est-à-dire remplaçons dans chacun d'eux les nombres de la première 
ligne horizontale par les nombres correspondants de (S, ), et multi-
plions les déterminants ainsi déduits de Δ', Δ", etc., par les coefficients 
A', A", etc., de l'équation (2), nous aurons, en désignant par M la 
somme de tous ces produits, 

M' = EA (a'1 da dx + B'1 da dB + y1 da dy +.., 

Posons de même 

M' = 2
 A

 («', ̂  + Ρ', ̂  "+* l'i ~î~ ■ ·) . 

Μ-ΣΑρ^+ ^ + v«rf7 + ···)' + B"1 da dB + y"1 da dy + ...), 

............................. 
Μ

'"-"=Σ
 A

 («r" £ + nr-% + 7Γ" £+.. ■)■ 

27.. 
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De même que nous avons écrit A sous la forme a ^ -+- 6^ -j- d cr. ‘ d fi d x y 1 d x y 

nous aurions pu l’écrire sous la forme analogue a' ^4- + 4TT 1 D d a* d8 x y e t 1 2 x y 
et poser 

ν=Σα ("' ,à + + 7.^+-)· 

N'=2> dl d A 7i dA dï x d r 1 x y 

2M 1 do,' r7(«- I ) / t x y d x y 1 2 y x 

Faisons de la même manière, 

V** À / dà Ci dà dà ¥~liA (*'77 + íJ‘^ H~ V< ^7 +‘ rfô' r/7" 

F=2a («'. si
7 +

 β'·7ψ·
 +

 "/'·ΐψ
 +

 ■■■)· 

p (n_1)=ΣΑ («Τ'& + «-» ̂  + ί·~"^ + ■■)-· 

S =Σα («.^ + i3,
rfp
t„ + ΐ, S^r,+ ··■)' 

doS”-') x y d x y 1 2 b s y x 

d A CL (*-4) 1 rfa(«-t) — + f3{' n—t) ^ ri d à d Si—1) A 

Les η2 nombres Μ, Ν, Ρ,..., Μ', Ν', Ρ', etc., jouissent de la pro-
priété énoncée. En effet, on a, en désignant par 6 une lettre quel-
conque de (S), 

M0 + Nô'-t- PÔ" + ...^-Sί9<'^-,) 

r X? K ( ^ à r. d à dà ° 2A [u'7ü + i3« rfâ + V< I \ •J 

4- a r/A 1Ü! r tlA 3,— 7 d£> 1 rf»y/ x y s d x y 

2 a a ci A G dA dA d* n + df + V« T-f 

Dx (n_1) dx dy (n_1) y1 + A+ dy dx A + 
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Faisant passer les coefficients 0, 0', θ", etc., dans les parenthèses, il 

vient 
MO + NO' + Pô" Sd'·'1-'· 

=VA 

/'.ftd -, flA -, dd \ 
/'.ftd -, flA -, dd + o da + o" da"+ ... 

+ ί
3

· ("ί
 + 6

'^
 + «■;£„+...)+...1 

, 

Mais, d'après l'énoncé, 

*3i +
f,

37 + «"3T
 + - = ΐ(*·3Ε + ί.3ί + '■ 7J, + ·")· 

5
Jf +

s
 3r

 +
 ♦>+··· = »('·3Κ

 +
 Λ. * '·&*■■■)· 

O da1 + O'da1 + O' da1 + O' da1+... 
<"/α, <r/oc

 t
 , 

désignant ce que deviennent les déterminants, 

5S-. + SS? + ··" «rff +97!f +-... 

lorsque l'on y remplace chaque lettre par la lettre correspondante 
de (S,). On a donc 

M 0 + Ν 6' + PO" · ...·■ S 0" « 

= 12 

/- (ί d| -, (i Δ ι it Δ, \ 
a1 (O1 da1 + o1 da'1 + O" da"1+... 

+ Is- + +···) +··· 

? 

ou bien 
MO -t- NO' + Pô" 4-... H- SQ'·"-" 

= τΣ(α·ττ^ + + da1 da1+ B1da1 db1 +y1 da1 dB+ ...) 

+ ΐΣ^^ + + Ί

'~ΛψΛ"Ί 

+ τΣρ 7Γα", + ί3' iT^ + V< rf/
 +

 ■")
 +

"" 

D'après les propriétés connues des déterminants, le coefficient de -
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θ' θ" est égal ΑΔ

4
, ceux de -ρ -^p etc., sont nuls; donc 

ΜΘ + N0' + P6"H ...+ S5i"-,;

 =
 ΑΔ

·" 
Mais 

^2a¿. = «,2at=i>.2a^ = *.! 

on a donc, enfin, 

ΜΘ + ΝΘ' + PS" + ...-+- sec-') = &,. 

Les autres équations (i) se démontreraient de la même maniéré. En 
se reportant à ces équations, 011 voit facilement, d'après leur forme, 
qu'un déterminant quelconque formé avec η colonnes de (S,) est 
égal au déterminant composé avec les colonnes correspondantes 
de (S), multiplié par le déterminant des nombres M, Ν, P, etc.; ce 
dernier est donc égal au rapport constant k des deux séries de déter-
minants : ce qui démontre la seconde partie de l'énoncé. 


