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SUR 

LA COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES 

A QUATRE VARIABLES; 

PAR M. BAZIN, 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Si l'on considère deux formes quadratiques, c'est-à-dire deux fonc-
tions homogènes do second degré à coefficients entiers, 

f = ax2 -+- by'1 -F cz2 -F... + 2 dxy -t- ι exz -F..., 
j ' = a' χ'2 -I- h' γ'2 + c' z'2 -F... -F 2 d'x' y' -+- ι e! χ' z' + ..., 

on peut se proposer de ramener leur produit à la forme 

F = AX2 + BY2 -+- CZ2 -F... -F 2 DXY-F aEXZ + 

A, Β, C, etc., étant des nombres entiers, et X, Y, Z, etc., des fonctions 
linéaires et entières des produits xx', xy', xz',..., yx', yf, γζ', etc. 
M. Gauss, dans ses Disquisitiones arithmetical, a complètement résolu 
ce problème pour le cas de deux variables et lui a donné le nom de 
composition. En étendant à quatre variables la définition posée par 
M. Gauss pour le cas de deux variables, nous dirons qu'une forme 
quaternaire 

F = AX2 + BY2 -t- CZ2 -F DV2 + 2 EXY -F aFXZ + 2 GXV 
+ 2 HYZ + 2 KYV -F 2 LZV 

est composée de deux autres formes 

J = ax2 -F by2 + cz? + dv2 -f 2 e.xy -t- ijxz igxv 
-+- 2 hyz -F 2 kyv -F 2 Izv, 

f — a'x'2 -F b'j·'2 + c'z'2 d'v'2 -f 2e'x'y' +2j'x'z' -h 2g'χ ν' 
-F 2 h'y' s' -f 2 k'y' d -F 2 ι'z' 0', 
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si elle se transforme en leur produit ff au moyen de la substitution à 
coefficients entiers, 

(S) 

X = α, χ' χ + β, T'y + y, χ' ζ -+- &, x? v -+- v.
a
y'x + β

2
 γ'y 

+ 72 y' ζ + &
2
y' v -y a

3
 ζ' χ ~+- β

3
 ζ'y -+- y

3
 z' s -+- â

3
 ζ' v 

+ α, ν' χ + /3.
4
 v' y + y

k
 ν' ζ -f- v' v. 

Y = a'
f
 χ' χ -f- β\ χ'y y', χ' ζ -+- â'l χ' v -y a'

2
 γ' χ 

Ζ = a", χ' χ -h β", χ' y + γ", α·' ζ -+- cT, jr'e ■+- α"
2
 y' a· -ι- ..., 

M = α, -4- ρ, χ y + y, χ ζ -+- σ, χ e + a2y χ +...., 

et si, de plus, les déterminants des huit systèmes 

(SO 

«M β,· ^ 

a0 PO 70, O' 1 
«0 PO 70, O" 1 

«n Pt' 7n <0 

? 

(Sa) 

«3, p3. 73' °3 
α3' Ρ 3 ' 73» ^3 
α3' Ρ 3 ' 73 ' 3 

«3. Ρ 3 ' 73' °3 

- 5 

(SO 

CC^ CCg , Kg ? GC4 

Ct(, OEg , CÎg, CC4 

Λ| ? ^2? ^3' ^4 
α,, a2, a3, a4 

(S'3) 

7n 7s ' 73, 74 

70 70 70 74 
If I/ tt V 

7.' 7s' 73' 74 
w m m m 

7,' 72· 7s> 74 

1 

(S
2

) 

^21 ft' 7a? o2 

^ 2 ? 21 72' ft ^ 
ft, ft, 7^ ft ! 

α 2, H 2 ' /2' 2 

5 

(S4) 

«4» P/., 74. ^4 

«0 PO 7O <0 
«4' Ρ 4' 74' 4 

m n"> ff/ yff 
K4' Ρ*' 74. 4 

5 

(S'O 

P., Ρ2. Ρδ. Ρ-. 

PO PO PO P'4 
popo pop; 
po po po p; 

5 

(S'4) 

θ\, θ\, C?
3

, <?
4 

o1, o"2, o"3, o"4 

o"1, o"2, o"3, o"4 

o'"1, o"'2, o"'3, o'"4 

> 1 

n'ont aucun diviseur commun. 

Le théorème d'Euler sur la multiplication de deux sommes de 
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quatre carrés est un cas particulier de la question précédente. En 
effet, ce théorème consiste dans l'identité 

{x2 4-/2 4- ζ2 + e2) (a·'2 4- y'2 4- ζ'2 + v'2) 

= [xx' + yy' zz' 4- w')2 4- iyx' — xy' — vz' 4- zv')2 

4- (zx' 4- vy' — xz' — y^)2 -+- [vxf — zy' 4- _/z' — a?e')2. 

En remplaçant, dans cette identité, γ, ζ, e,ζ', c' pary\ja, z\'b, 
ν \jab,y' γ/α, z' y/é, f' y/«é, on obtient la relation plus générale, due à 
Lagrange, 

(χ2 -+- ay2 + bz2 + abv2) [χ'2 4- ay'2 4- bz'2 -+- abv'2) 

— (xx' 4- ayy' 4- bzz' 4- ahvv)2 4- a (yx' — xy' — bvz' 4- bzv'2 

4- b (zx' 4- ayy' — xz' — ayv')2 4- ab ( vx' — ζγ" 4- γζ' — .r/)2. 

Nous donnerons d'abord la solution algébrique complète du pro 
blême de la composition et nous rechercherons ensuite dans quels cas 
il admet des solutions rationnelles et entières. Ces cas sont assez res-
treints, comme le démontrent les propositions suivantes, qui se dédui-
sent immédiatement de la solution générale : 

i°. Une forme quaternaire n'est composable avec une autre forme 
quaternaire et même avec une forme quadratique d'un nombre d'in-
déterminées quelconques que si son déterminant est négatif et, de plus, 
un carré parfait. Cette condition se vérifie immédiatement sur les 
tonnes d'Euler et de Lagrange, dont les déterminants sont — ι et 
— a2 b2. Dans le cas d'un déterminant positif, les solutions du pro-
blème seraient non-seulement irrationnelles, mais imaginaires. 

2°. Une forme définie ne peut se composer avec une forme indé-
finie. 

3U. Il résulte des deux propositions précédentes que deux formes 
j, f' susceptibles d'être composées peuvent être ramenées par des 
transformations rationnelles à deux nouvelles formes, telles que 

/. = ψ (*,y·, z) 4- Ac2, 

J1 = φ'(a/, f, ζ') + AV2, 

Tome XIX. — JUILLET i85q. 28 
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<p(x,y,z), φ'[χ', y, ζ') étant deux formes ternaires toutes deux 
définies ou toutes deux indéfinies, et Δ, Δ' leurs déterminants. Il faut, 
de plus, pour que la composition soit possible, qu'il existe une 
transformation rationnelle entre les formes adjointes Φ(.τ,^, s), 
Φ' (x',y, z') de ψ {x,y, ζ), ψ' γ', ζ'). Toutes les inconnues de la 
question s'expriment en fonction rationnelle des neuf coefficients de 
cette transformation. La composition de deux formes quaternaires se 
ramène ainsi en dernière analyse à la recherche d'une transformation 
entre deux formes ternaires. Cette relation entre deux théories qui 
semblent n'avoir aucun point de contact est assez remarquable. On 
déduit des propositions précédentes que les deux formes j et j' et 
leur composée F peuvent, au moyen de substitutions rationnelles, être 
ramenées à trois nouvelles formes j\,f[ , F, qui ne diffèrent que par 
un seul coefficient, 

f
t
 z= ax"1 -+- ~(c dy +- bdz2-+- bcv1), 

j\ — a!x'2 -+- ~ [c dy'2 -+- bdzri -h b cv,a), 

l\ = fui'X* -h —, (cdY* -+- bifZ2 -h bc\2). an ' > 

4°. On voit déjà, d'après les trois conditions précédentes, combien 
la composition est restreinte dans les formes quaternaires. Ces trois 
conditions suffisent pour que le problème admette des solutions 
rationnelles, mais une quatrième est encore nécessaire pour qu'il y ait 
des solutions entières. Lorsque l'on se borne au cas le plus simple, 
c'est-à-dire à celui de la composition avec elle-même d'une forme 
telle que 

j — axi + by + cz2 + dv2, 

cette condition peut s'énoncer ainsi : Soient l le plus grand commun 
diviseur de ab et de cd, /' le plus grand commun diviseur de ne et de 
bd, l" le plus grand commun diviseur de ad et de be, le produit II' l" 
doit être égal à abed. La forme composée est, dans ce cas, 

X2 + l Y2 + V Z2 + l"Y2. 
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Une forme quaternaire n'est donc pas toujours composable avec elle-
même. Cette impossibilité établit une différence importante entre les 
formes binaires et les formes quaternaires et ne permet pas de faire, 
pour ces dernières, une classification analogue à celle que M. Gauss a 
faite dans les nos 3oi >307 des Disquisitiones arithmeticœ. M. Gauss, en 
effet, a établi que les formes binaires d'un même déterminant peuvent 
être considérées comme résultant de la composition d'un nombre très-
limité d'entre elles avec les différentes puissances d'une même forme. 
Nous appelons ici puissance nieme d'une forme j la forme que l'on 
obtient en composant f avec elle-même η fois de suite. Pour établir 
dans les formes quaternaires une théorie semblable, il faudrait ad-
mettre des substitutions à coefficients fractionnaires; mais la com-
position ainsi entendue prend une trop grande extension, et toutes 
les formes composées que l'on peut obtenir au moyen de deux 
formes f et f ne sont plus équivalentes; elles appartiennent à plu-
sieurs classes d'un même genre. On ne peut donc ph:s considérer la 
composition des classes; il faudrait se borner à la composition des 
genres, ce qui n'offre aucun intérêt, la nature du genre composé pou-
vant se déterminer d'avance d'après les caractères des genres qui le 
composent. Les beaux théorèmes des nos 3oi-'ioy des Disquisitiones 
arithmetics n'ont donc pas d'analogues dans la théorie des formes 
quaternaires. 

§ I 

Nous ramènerons la solution du problème général à la recherche 
des déterminants à seize lettres que l'on peut former en combi-
nant de diverses manières les soixante-quatre coefficients de la sub-
stitution (S); nous allons d'abord exposer quelques notations et rap-
peler quelques propriétés des déterminants dont nous ferons usage. 

Nous désignerons par Δ,, Δ
2

, Δ
3

, Δ., les déterminants des quatre 
systèmes (S,), (S

a
), (S

3
), (SQ Considérons en particulier l'un d'eux, 

Δ, par exemple, et supposons que l'on substitue aux quatre lettres 
a,, u

t
, a", a'j' formant la première ligne verticale du système (S,) les 

quatre lettres de la première ligne du système (S
2
), α

2
, α'

2
, α"

2
, a"; 

a8.. 
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nous obtenons ainsi un nouveau système, 

x2 b1 u1 a1, 

x'2 b'1 y'1 a'1, 

x"2 B'1 Y'1 a1, 

x"2 B"1 y"1 a"1, 

dont nous représenterons le déterminant par Δ, » la lettre du dé-
•I 

nominateur dans le symbole ^ désignant la colonne qui est sup 

primée dans (S,)
r
 et la lettre du numérateur celle de (S

2
) qui lui est 

substituée; en écrivant successivement les quatre lettres a
2

, a.
2

, α
2

, a
2 

à la place des trois autres colonnes de (S, ), on obtient trois nouveaux 

systèmes dont les déterminants peuvent se représenter par Δ
(
 r 

Δ, ' Δ, Nous donnerons aux déterminants ainsi déduits 

de Δ, le nom de dérivés. Il est clair que chacune des douze colonnes 
composant les trois systèmes (S

2
), (S

3
), (S

4
) peut être écrite à la place 

de chacune des quatre colonnes de (S,) ; nous aurons donc quarante-
huit dérivés de (S,), et par la même raison quarante-huit dérivés pour 
chacun des trois déterminants Δ

2
, Δ», Δ*. Le nombre des dérivés est 

ainsi de 48 X 4 011 '92· Ces cent quatre-vingt-douze quantités peuvent 
se partager en trois catégories distinctes : i° les quarante-huit dérivés 
de Δ, ; 2° quarante-huit dérivés de Δ

2
, Δ

3
, Δ* qui s'obtiennent en 

substituant une colonne de (S,) à une des colonnes de (S
2
), (S

3
), (S

4
); 

3° quatre-vingt-seize déterminants où ne figurent pas les lettres du 
système (S,) et qui s'obtiennent en remplaçant dans l'un des trois 
systèmes (S

2
), (S

3
), (S

4
) une colonne verticale par une colonne de 

l'un des deux autres. Les déterminants des deux dernières séries sont 
liés à ceux de la première par des équations de condition fort simples. 
Ces relations se déduisent toutes des identités connues : 
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(0 

Δ, α
2
 = α, Δ, Q + β, Δ, + γ, Δ, + à, Δ, ̂ , 

Δ, β
2
 = a. Δ, + β, Δ, + 7< Δ, ̂  Η- ά, Δ, , 

Δ< γ
2
 = «ι Δ, ̂  -+- β, Δ, ̂  + γ, Δ, ̂  + ci, Δ, ̂  , 

Δ
(
 J, = α, Δ, (£) + β, Δ, + γ, Δ, (£) + ci, Δ, (£), 

Δ, α'
2
= α, Δ, ̂  + β

ι
 Δ, -+- y, Δ, + tf, Δ, (^j , 

Δ, α"
2
 = α", Δ, (*) + β] Δ, (|) + /, Δ, (^) 4- «Γ

4
 Δ, ( j), 

Δ, αϊ = αϊ Δ, (*) + /3"; Δ, (*)
 +

 y"; Δ, (*)
 +

 ^ Δ, ( j) , 

(Ces identités se vérifient facilement en remarquant que l'on a, 
d'après la définition que nous avons donnée des déterminants dérivés, 

/x
2
\ dΔι » da dAi f,

f
 dΔ, 

Δ' U) = α
^

 + α
^ ^

 2
^' 

A /β2\ ιΟ , Λ' I /2" I Ct,n dA
x 1 — P2~cû\ ' υΤαϊ + P* 17,' 

—■, etc., étant les dérivées de Δ, prises par rapport aux diffé-
rentes lettres qui le composent. ) 

On a de même : 

b2 A2 x1 + x1 y2 + A2 + y2 

Ν | Δ
2

 β
4

 = α
2

 Δ
2

 + β
2

 Δ
2

 -+- γ
2

 Δ
2

 + <*
#

 Δ
2

 , 

Éliminant les seize lettres α,, β,, γ,, <?,, α',, /3',, etc., entre ces deux 
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systèmes et exprimant que les équations qui résultent de l'élimination 
ne sont que de simples identités, on obtient les seize relations sui-
vantes entre les dérivés de Δ, et ceux des dérivés de Δ

2 qui font partie 
de la deuxième série, 

(3) 

A, Ao — A, + * (I) A‘ (s)+ A' («;) * (*) 

•f'A' (?) Aí(í)’ 

■•=
δ
·(εΜΪΗ· fêWs)-

4
·©

4

·® 

+
 Δ

'(κ)
Δ
·(ϊ)' 

•-MS
4
·®*

4
·®

4
·®*

4
·®

4
·® 

+ Λ| (ϊττ) δ* (ε) ' 

x2 a1 + B2 A1 + x1 y2 + u2 A1 

+ Δι
(έ)

 Δ*(ε)' 

x2 x1 + B1 P2 + x2 y2 +A1 

+ Δ< (έ)Δϊ (I) ' 
Δ

<
 Δ

* =
 Δ

· (j)
 Δ

= Ο
 + Δ

< (^)
Δ

> (ρτ)
+ Δ

< (1)
Δ

* (!;) 

+ Δ
(
 (|) Δ

2
(!), 

Δ, Δ
2
 = Δ, ( J) Δ

2

 (!) + Δ, (^) Δ
2

 (!) + Δ, (£) Δ
2

 (!) 

X2 x1 + x1 x2 
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En changeant l'indice 2 en 3 ou 4 1 on poserait deux séries de rela-
tions analogues pour les dérivés de Δ

3
 et Δ.,. 

On obtient de la même manière des relations entre les déterminants 
de la troisième série et ceux des deux premières ; reprenons les équa-
tions (1); en changeant l'indice 2 en 3, on a un système analogue. 

14) 

Δ, α, = a, Δ, ̂  + β, Δ, (^j + y, Δ, ) 

+ x3 A1 A1 

Δ, β
3
 = σ.ι Δ, + β, Δ ι ( + y, Δ

(
 Qy- ) 

+ ί,Δ,(|), 

En changeant, dans les équations (4), l'indice 1 en a, on obtient 
de même, 

(5) 

A.,cc, = Δ
2
 (-) H- /3

2
 Δ

2
 (^) -+- y

2
A

a
 i^-) 

+ ?» \é) ' 

Δ2 βι — a2 Δ
2
 ί — ) + β

2
 A

2
 (jr") -4- '/2 Δ

2
 ί — ) 

+ Δ
2
 (·ΊΛ> 

Remplaçons maintenant dans les équations (4)> β> y, d, etc., par 
leurs valeurs tirées des équations (2), et identifions les expressions 
ainsi obtenues pour a

3
, (3

3>
 etc., avec les expressions (5); nous avons 
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les seize équations de condition : 

(6) 

a, = A, p A, - + A, p A2 ( — J\aW 1 \P./ V«I 

+ Δ
'(,")

Δ
·(ΐ)

+Δ
·(ί)

Δ
·(Ι)· 

Δ
·
4
·(ί)=

4
·(ΐ)

Δ
·(ί)

+4
·(Γ)

4
·(£) 

+ Δ· (τΤ") Δ·(ρ;)+ Δ· (?) Α'{ρΐ)' 

Δ
·
 Δ

· (ί) =
 4

· (5)
 Δ

· (ϊ;)
+ Δ

' (ϋ)
 4

· (ί) 

+ 4-(ûWïi)+Mï:X)· 

δ
'
δ
·(Ϊ)=

δ
·(Ϊ)

δ
·(|)

 + δ
'(Κ)

δ
'(5) 

+ Δ|
 (ν^)

 Δ
* (^)

 + Δ
' (ί")

 Δϊ
(
ί
>) ' 

Δ, Δ, (£) = Δ. (ïf) t.J*A + i, (t) Δ, (Si) 

+ Δ< (^) Δ2 (™) + Δ< (|) Δ* (£) ' 

Δ
<
 Δ

* (3 =
 Δ

'Ê)
 δ

*(0 

+ Δ|
(ΐ;)

Δ
* (Ιί)

 + Δ,
©

Δ2 (I)' 

Il résulte de ce qui précède que tous les déterminants dérivés peu-
vent s'exprimer en fonction de Δ,, et de ses quarante-huit dérivés; les 
trois déterminants Δ„, Δ

3
, Δ

4
 peuvent eux-mêmes s'exprimer ainsi; 

car, si l'on se reporte aux valeurs de α
2

, β
2>

 etc., données par les 
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équations (1), on a, en formant leur déterminant, 

(7) Δ
2
 -- Δ, χ dét. du syst. 

> a /“A 1 a i?'\ 1 \ î7’Y Ia (-Ì * 4'U)’ s 'w’ ï ‘w’ *• 'W 

> a /“A 1 a i?'\ 1 \ î7’Y Ia (-Ì * 4'U)’ s 'w’ ï ‘w’ *• 'W 

έ
Δ,

(?)' (?;)' ί
Δι

 (£)' Α
Δ

' (^) 

ί
Δι

 (λ)' â
 Δ|

 (^) ' δ, Δ< (i)' ι, Δ· (λ) 

Supposons maintenant que l'on donne numériquement Δ,, Δ
2

, Δ
3

, Δ
4 

et leurs dérivés, et proposons-nous d'en déduire les soixante-quatre 
coefficients (S) : il est clair qu'il suffit de considérer Δ, et ses qua-
rante-huit dérivés, pourvu que les équations de condition précédentes 
soient satisfaites, autrement le problème serait impossible. Nous 
n'avons donc que quarante-neuf équations qui s'obtiendront en éga-
lant aux valeurs numériques données Δ, et ses dérivés. Ces équations 
peuvent être remplacées par d'autres plus simples. Désignons par 

| Δ, ], Δ, j — J> Δ, j^j'
 etc

·? l
es valeurs numériques de Δ, , Δ, , 

Δ, ^ j ' etc.; il est clair que l'on a, d'après les équations (1), qua-

rante-huit relations de la forme suivante : 

8) 

[Δ
(

] α, = α, Δ, -+- β, Δ, jjJ + γ, Δ, ̂  ] ■+■ â, Δ, | j], 

[Δ, ] β
2
 = α, Δ, +■ β, Δ, [j-| j + γ, Δ, j + â, Δ, ^j, 

Si l'on choisit les seize coefficients a,, β,, γ,, <?,, a',, etc., de manière 
que leur déterminant soit égal à [Δ,], les équations (8) donneront 
les valeurs des quarante-huit autres coefficients α

2
, β

2
, etc. En effet, 

on a 

Δ( Uj = 77, + ^ + «î ϊξ + «
s5

^· 

Tome XIX. — JUILLET I854· 
29 
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Remplaçant α

2
, α'

2
, α"

2
, a

2
 par les expressions (8), il vient 

M*· (?)+ fë] - >·
 Δ

· β: J ! £ 

+ x2 x1 + A1 A2, I£ 

-4-
ou bien 

tA,JA.(a)-
4l

£]|„£
 +
 «$

 +
 .. j 

-h Oí ¿A, der!. + x1 dx1 dx' 

~f-

le coefficient de Δ, J ^ est égal à [Δ,], ceux de Δ, ̂ J '
 etc

?
 SOÎlt 

évidemment nuls. On a donc bien . 

4
·6)=

λ
Ή· 

Les équations (8) fournissent ainsi la solution complète de la ques-
tion. 

§ n. 

Revenons maintenant au problème qui fait l'objet de ce Mémoire 
Supposons les deux formes j\ f données, et proposons-nous d'en 

déduire la forme composée F. Les inconnues sont au nombre de 
soixante-quatorze, savoir, les dix coefficients de F et les soixante-
quatre coefficients de la substitution (S). Les équations qui doivent 
déterminer toutes ces quantités s'obtiendront en effectuant dans F la 
substitution (S) et identifiant le résultat avec le produit^/'. Nous 
avons ainsi cent équations se rapportant à trois types différents. Afin 

de les écrire sous une forme plus simple, nous désignerons par^î-, 

-y-ri >i > -j-m les derivees par rapport a «,, α,, α,, κ, de J expression 

A xf -4- Β a,2 -1- G a",2 -l· D a",2 -+- ι Ε a, aj ..., 
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que l'on obtient en faisant, dans F, 

Χ = α„ Y = α,, Ζ = α\, V = α" ; 

nous représenterons par^g, ^/5, etc., les expressions 

A ¿/F 7Z a tff d F r/a x1 dF dx"1 

ßi d¥ dcL¡ c äj do¿ oif P. dV ¿F 

et par^ p,·^)···! 2^' αΓ~'
 etc

'' ^
es ex

P
ress

i°
ns analogues a

u
 β,, 

y,, etc. Nous supposerons, en outre, que J et j' ne contiennent que 
les carrés des variables, c'est-à-dire que les douze coefficients e, /, 
g, h, k, /, e', f', g', h', k', V sont nuls, le cas général pouvant se 
déduire facilement de ce cas particulier. 

A cause de la symétrie des lettres, nous n'écrirons que les seize 
équations où figure le coefficient a,, les autres s'en déduisant par de 
simples permutations de lettres. Ceci posé, ces équations, en se ser-
vant de la notation exposée plus haut, s'écriront de la manière sui-
vante : 

Premier type, 

(9) 2 f/F a, — = a a, 

Ce type comprend seize équations qui se déduiraient de la précédente 
en remplaçant g, par j3

(
, y

t
, etc., et aa! par ab', ac\ etc. 

Deuxième type. 

'' 1 O'j 

V(5 Zß<7z = °- (lOLt 

d F Tz = °’ dct.^ 

V d F 0< ~d7[ — o: 

ν1 0 

a2~ d F dv. I = O. 

aa ¿F = o dF dx1 

d F d a, = O dF dx1 = 0 

29.· 
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Les équations (10) ne contiennent que des lettres de même indice. 

Pour chacun des quatre indices ι, 2, 3, 4 on aura six équations que 
Ton formera en combinant deux à deux les quatre lettres a,B y d 
Il y a donc vingt-quatre équations de la forme (10). Les équations (11), 
au contraire, s'obtiennent en combinant des lettres semblables, mais 
d'indices différents; elles sont également au nombre de vingt-quatre. 

Troisième type 

( î 2 ) 

d F *2 ¿'8,' = o d2 B2 dF dx1 Σ η «F , V dY= 0, 

Iß. rl F d CLx a o, dF dB = 0, 

Σν»^· + Z^-7iy = °' =0, 

E7·^+2,α*7^ = °' 

Σ „ fi? F χ d F χ . d F χ a? F= 0, 

Σ , fi? F χ d F= 0, 

La première équation de chacun de ces trois groupes s'obtient en 
combinant Tune des quatre lettres α

(
, β,, y,, d1, avec l'une des quatre 

lettres α
2

, β
2
, y

2
, d

2
 ; il y aura donc six équations appartenant à ce 

type dans lesquelles les indices seront 1 et 1. La même opération peut 
être répétée pour chacune des six combinaisons des indices 1, 2, 
3, 4· Nous aurons donc en tout trente-six équations de la forme ( 12 ). 

Nous allons commencer par éliminer les dix coefficients de F. Si 
nous considérons les équations (9) et (xo) comme un système d'équa-

tions da premier degré dont les inconnues seraient dF dx1, 

nous avons, en résolvant par rapport à ces quantités: 

(i3) 
f/F 2 aaT f/A, d F 2 aa! d\K d'Ay A, (/a, d %. A, d<¿* I 

d F 2 aal dlx dF 9.aaf dA, d<¿\ \ d'J.\ d et!" — At cU'[ 



PURES ET APPLIQUÉES. 229 

Il est clair que ces quatre équations peuvent remplacer les équa-
dY 

tions(g) et (10). Si l'on substitue les valeurs précédentes de etc., 

dans les équations (t 1), elles deviennent : 

A a* A, *2 fi -h a. d A, i/A, a w O dx"1 dA1 

A d A, 3 ¿a, 4- Ci r/A, * a. Î/A, 3 iTZ –h w/ a. <7 A, * ¡55* = O, 

d A, a* , d\, «4 -,-r + * (17., a d à d% a m d A cl a trf o. 

Les premiers membres représentent les trois déterminants que l'on 
obtient en remplaçant dans Δ, les quatre lettres a,, a',, a", a"J par 
ct
2

, α
2

, α
2
 ; α

3
, α

3
, α

3
, α

3
; α

4
, α

4
, α

4
, α

4
 , on a donc, d après la 

notation convenue 

(14 *). (*) = «. 4.(5) = », Δ.(|) =.· 

En faisant la même substitution dans les équations (12), elles devien-
nent : 

i5) 

"Mj;)
 + AA,

(S
 =

 °' 
αΔ,(|) + ΛΔ, (^) = ο, 

«Δ,(^) + δΔ
4
(|)-ο, 

αΔ
4
 ( ̂  -+- 6'Δ, (^j = υ, 

αΔ
4
(^) +cÂ

4
(^)=o, 

ΛΔ< (£) + (γ!) :Γ:" °' 

«Δ, (—\ -I- r/Δ, = ο, 
\αι 1 \ σ, / 

α Δ, ^ +<
/Δ, = 0, 

s4 x1 + dA1 x1 = 0 

JSOUS avons déduit les équations (i3) et (1 5) des équations primi-
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tives du problème. Il est facile de voir que ces dernières peuvent éga-
lement se déduire des équations (i3) et (i5) qui peuvent, par con-
séquent, les remplacer. Il ne nous reste plus, pour achever l'éli-
mination des coefficients de F, qu'à éliminer ces inconnues entre les 
équations de la forme (i3), qui sont au nombre de soixante-quatre. 
En effet, en écrivant de nouveau les quatre équations (i3) et leur 
adjoignant douze autres qui s'en déduisent par de simples permuta-
tions de lettres, nous avons : 

(16) 

d F 2 act' d At ri F %ba' dA, 
riec, A, Λ <x, r/β, Δ, c/β, 
c/F lea' dA, d F ida' dA, 
dy, Δ, dy, ' dS, A, dS, 

d F 2 aa' dA, d F 2 bn' dA, 
daA, ci a',' eQ', Δ, dfi

l 

d F 2. en' d A, d F ida' d A, 
dy', A, dy\ ' cicf, A, d S,' 

d F 2 aa' d A, d F 2 ba' dA, . 
da" A, da

l
 ' r/fi" Δ, ci fi", 

ci F ica' d A, ci F ida' d A, 
dy'\ A, dy"^ dS\ Δ, dS'J 

ciF laa'dA, ciF iba' d A, 
J7[ ~ ~ÂT d^T 7f;~~ÂT W! ' 
ciF ica' dA, ciF ida' dA, 
57f~~37f 1¥[ = ~d^,' 

En changeant successivement l'indice ι en a, 3, nous aurons 
trois systèmes de seize équations semblables au précédent ; c'est entre 
ces trois derniers systèmes et le système (16) qu'il faut éliminer les 
coefficients inconnus de la forme composée F. Si l'on examine les 
équations (16), ou plutôt les équations (9) et (10) dont elles ont 
été déduites, on voit qu'elles expriment simplement que la substi-
tution 

(S,) 

X = α, χ -h β, γ -F- γ, ζ -+■ â, e, 

Y - a, χ + β\ γ -ι- y\ ζ + à\ ν, 

Ζ = a'j χ -4- fi\ j -t- 7'j ζ- -l- à'\ e, 

V = a" χ + p'îjr -f- H ζ + #'[ v, 
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transforme F en a'j\ donc, si l'on désigne par S, ^ J
a
 substitu-

tion que l'on déduit de (S,) en divisant par \ja! les coefficients a,, 
/3,, etc., cette nouvelle substitution doit transformer F en f. De 
même, la substitution 

(S
a
 ; 

X — 7.0X + β2γ -ι- y2
 ζ -+- o\, e, 

Y = «; ,T + /3; y + ys 2 -h à', V, 

Ζ = «2 X -+- β"
2
y + 7a Ζ + â"2 <>, 

a"2x + B"2y + y"2z +, 

transforme F en b'J, et, en employant la même notation, 011 voit que 

la substitution ^-^=S
2
^ transforme F en f. Mais il résulte des équa-

tions (1) que l'on a 

« A, I — W * ¡a!_ , {3, ) u J(t> A, V b' ^ J-7 A, V b’ 

V» yV r r* '' - \ y i / \Jv V«' ' ( 3, ) Ja’ A, ~ V 

a (h ß- g. ' \,«I \rb’ ~ sjâ' A, \/I p. \fa' A, fh\ ,vJ \Tv 

Í5* limili F VV V // + :-' A, V b’' +-

la substitution ^-É= Séquivaut donc aux deux substitutions suc-
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cessives : 

A) 

X Z= g» yi af X Jf ÍLr Ía'J Z" V'V v" st* ' 

Y = g. J¡F X' a' n ya' Jt 4/ Ó i // -/V’ V* 

z = Ma' X Jt » 7, fi" s±- r" — z" \ja \ja' ÍL (> tt 

/// V = .r' *w I p V« 4/ V«' x" + y" + z" + v" 

(»7) 

x" ==- 4H y/v
+·>■ ■ΑΆ+24-j \/p+Ά \Λ· 

r - - 4P-Vî+r A v/l
+

, A 77 

z" = * ~ίγ si's A v/p + 2 A νΆ " A' 

a. A, I ^ V — ,T - •fWi A. 1 fe Y Í, ¡a -1- Z ■lf) p. As V b' ' fí) i» 'VF 

J^car en substituant les valeurs de χ", y", ζ", p" en fonction de x, 

y, etc., dans les expressions de X, Y, etc., on retrouve la substitu-

tion ( ~^= S
2
') . Mais la substitution ( -A S, ] transforme F en j ; la 

\s/b' 7J Xs/a' J 
substitution (17) est donc une simple transformation de f en elle-même. 
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est facile de voir 
que la substitution (S

2
) transformera F en b'j. Effectuant dans j la 

substitution (17), et identifiant le résultat avec f elle-même, nous 
obtenons dix équations qui remplaceront celles des équations (16) où 
figurent les coefficients de (S2); ces équations sont, en remarquant 

que les quatre déterminants Δ, (jf) ■> A, (j~) · (jf)
 sont 
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nuls, 

bA1(ÏÏ +
 cA

· (ï)V
+ (γ)' = 7-4Ϊ-

"δ,(;γ) +οΔ,(?:) +<<δ,(Ι:) =

7'
hà

'> 

"Δ· (ϊ)'-''Δ'(?τ)*-^(ί)'=^Δ:' 

"Μ;)'B1 + y1 x2 + b' d' 1; 

ci
· (ίτ)

 Λ
· (ν!) -- ^

Δ
· (?)B2 y1 = 0, 

4Δ<(ϊ;)Δ·(ί) + 'Μ?ΜίΗ· 
Ι A /«l\ 1 ί $Λ Α / "Λ Λ iA,y δ,(«+<,δ' y δ· y=°· 
"Α, (&Λ Δ, (-) + ^Δ, Δ, (γ) = ο, \α, J \α

(
 / \di / \0| / 

αΔ, Δ, (*Λ + 6* Δ ι (&) Δ, (-) = ο, \ct,J \αι/ \ν·/ \ V> / 

«Δ, Δ, (-) -h bA, (g-) Δ, = Ο. 

18 ) 

En considérant les substitutions (S
3
) et (S

4
), nous aurions deux sys-

tèmes analogues qui pourraient remplacer celles des équations (r3) 
où figurent les lettres de ces deux substitutions. 

L'élimination des coefficients de F se trouve ainsi complète, et 
nous avons, pour déterminer les inconnues de la question : 

i°. Les seize équations (16) où entrent les lettres de (S, ) ; ces seize 
équations se réduisent à dix équations distinctes et serviront à déter-
miner les dix coefficiénts de F lorsque ceux de la substitution (S) 

seront connus; 
a0. Trois systèmes de dix équations analogues au système (18), 

vingt-quatre équations de la forme (i4) et trente-six autres de la 
forme (i5). Toutes ces équations ne contiennent que les déterminants 

dérivés de Δ,, Δ
2

, Δ
3

, Δ
4

. 
La question se trouve ainsi ramenée à la recherche de ces détermi-

nants. 
Tome XIX. — JUILLET I854. 30 
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§ "Ι-

D'après ce que nous avons vu précédemment, il suffit de trouver 
les quarante-huit déterminants dérivés de Δ,. Douze d'entre eux sont 
déjà connus par les équations ( 14)? ce sont les déterminants : 

09) 

Δ,(-), Δ
(
 ( — ) ? Δ, ( —V 

Ml)· Δ·(0· MO-
00· ΔΌ)· Δ·(0· 
MtV Δ·(ί)' Δι(Ι)' 

qui sont tous égaux à zéro. Nous substituerons aux autres, douze 
inconnues auxiliaires dont l'introduction simplifiera les calculs. Re-
prenons l'équation 

Ι
20

' Σ"·τ^ = °
: 

il est facile de voir que l'on a 

Σ  r/F
 r

 d F
 β

 d F d F: 

d'où résulte que l'équation (20) peut s'écrire à volonté sous l'une des 
quatre formes : 

Σ ά¥ yr\
 a

 dF -r\ dF dF= 0, 

Σ Λ d F Î^F * Λ
 a

 dF ^
 Ω

 dF= 0. 

Substituant dans ces relations, à la place de 44->···> 4τ> 44' etc·* 
leurs valeurs tirées des équations (16), elles deviennent : 

04Ό)+°δΌ)"°' 4'δΌ)+"·δ'(0=°· 
(21) ¿A, (ÎM H- a\A?- o b' A.¿ ( -- ) \Ä2 / Va, P: a2 O. 
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On déduit de ces équations la relation fort simple 

( 22 ) 
*■(£)*·© = Ο4·©· 

Posons 

( a3) Δ, (j^) Δ
2

 = a, Δ
2
 (αβ),.

2
, 

(α|3),.
2
 désignant une inconnue auxiliaire; nous avons de même, 

Δ< (g
(
 ) Δ

?
 ̂  ^ — Δ, A

2
 (αβ),.

2
. 

En résolvant les équations (21) et (23) par rapport aux détermi-
nants dérivés, il vient 

A’ il) “ A' {aß^-2 \J Yü' A2 (al ) (“ß)1 B1 a'b' 

(24) - Ai (aß),., y/“7ji /' «I 1 ■ 2 V a a hi) a'a b'b 

la quantité (a|S)
4
.

2
 pouvant être précédée du signe -4- 011 du signe — . 

Nous pourrons de même exprimer les autres dérivés de Δ,, Δ, (^- ) ; 

A, ( ̂  I : Δ, ( ̂  ' Δ, ) ; Δ, ( ) ) Δ, | ̂  , etc., en fonction de nou-

velles indéterminées analogues (ay),.2, (ad),.2, [κβ),.3, etc. La 
question se trouve ainsi ramenée à la recherche de ces inconnues 
auxiliaires qui sont au nombre de dix-huit, savoir : 

(«p) i • 2 y lay) 
Î20 ) (aj3),.„ (ay),.s, (ad),.,, (/3y),.„ (,3d),.„ (yd),.

s
, 

B1 ay1 ab1 yd 

Ces dix-huit quantités sont liées par un grand nombre d'équations de 
condition que nous allons énumérer successivement. Nous distingue-
rons, comme nous l'avons fait plus haut, trois séries de déterminants : 
i° les dérivés de Δ, ; 20 les déri\rés de Δ

2
, Δ

3
, Δ

4
 qui s'obtiennent en 

substituant dans l'un des systèmes (S
2

), (S
3
), (S

4
) une colonne de (S,); 

3° les dérivés de Δ
2

, Δ
3

, Δ
4
 qui ne contiennent aucune des lettres 

3o.. 
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de (S,). Chacune de ces trois séries nous fournira un certain nombre 
d'équations de condition auxquelles doivent satisfaire les dix-huit in-
connues auxiliaires. Considérons d'abord les déterminants dérivés 
de A, ; ces déterminants figurent dans trois systèmes d'équations, qui 
sont : i° douze équations de la forme ( j4)

 : nous n'avons pas à nous 
en occuper, puisqu'elles donnent les valeurs des déterminants, tels que 

Δ, ̂ , Δ, , etc., qui ne s'expriment pas en fonction des inconnues 

auxiliaires; i° dix-huit équations de la forme (i5) dont il est égale-
ment inutile de nous occuper, puisque ce sont elles qui nous ont 
fourni les valeurs des déterminants en fonction de (α/3),.2, etc.; 
3° enfin, les équations (18). En substituant dans ces dernières les va-
leurs des déterminants en fonction de (α|3),.2, (αγ),.2, etc., elles de-
viennent : 

(26) 

(a/3)J.
2

-t- (αγ)*.2 -+- (ci{?)J.J — ι, 

(α/3)?.
2
 + (|3γ)?.

2
 + (β<})*.

3
= ι, 

(«7) ?·»+ (^γ)ϊ·» + (7*)?·» = υ 
(α«?)?.

2
 + (βά)ΐ.2 + (γ<?)?.

2
= ι ; 

(ο'-7)
1

 ■ a(/37)ι-2 + (ae?)
4
.

2
 (βί),.

2
 = ο, 

- (αβ),·2(βγ),·ΐ + (α^)(·2 (γ^))·2 = ο, 
(αβ)ΐ·2(βά)ΐ·2 + {ay)l-2 {yd)i-2 — Ο, 

(ap),.
2
(ay),.

2
 + {βά),.

2
 {yâ)

t
.

2
 = ο, 

(αβ)
4
.
2

(α<ί)
4
.

2
 - (|3γ),.2(7^)ι·2 = ο, 

(α7)<·ϋ(α^ν2+ (/δ7)<-» (7^)·-2 — °· 

Ces dix équations se réduisent aux quatre suivantes : 

(a7) 
(a/3)J.2+ (αγ)?.

2
-(- {αά)*.

3
= ι, 

(7^)f "2 = £· '2 (αβ)< 2? ΐβ^))·2 = ·2 C0t7)« "22 [βΐ)<-2 = ' 2 (. ■ 2 5 

ε,.
2
 désignant la quantité ± ι. De même, 

(28) 

(α/3)?·3 + (α7)?·3 + (ac?)f-3 = U 

(7^)2-3 = · 3 C 0(1 Ρ) « · 3 J (Ρ^)<·3= £Cj(a7)f3J (P7)|,3~ ε< "3 {a^)t ·3> 

(a/3)?.* + (»7)?.
4
 -t- (αί)?.

4
 = i, 

(7t?),.
4
 = £

l
.
4
(ap)

4
.
4
, (0*),.* = - 6

I
.
4
(«7)

I
.
4
, (^7)1·* =E1.4 d'd 1.4 
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Considérons maintenant les déterminants de la deuxième série, 
c'est-à dire ceux qui s'obtiennent en substituant à une colonne de 
l'un des trois systèmes (S

2
), (S

3
), (S

4
) une colonne de (S,). Us sont 

liés à ceux de la première série par les équations (3). Si nous rempla-
çons dans ces équations les déterminants par leurs valeurs en fonction 
de(a|3)

t
.
2

, etc., nous retrouvons simplement les équations (26); il 
n'en résulte donc aucune condition nouvelle. 

Il ne nous reste plus à nous occuper que des déterminants de la 
troisième série ; les équations où figurent ces déterminants sont au 
nombre de trente, savoir, douze équations de la forme ( r4) et dix-
huit équations de la forme (i5). Nous avons vu plus haut que ces 
déterminants s'expriment en fonction de ceux des deux premières 
séries à l'aide des équations (6) ·, nous avons donc leurs valeurs en 
fonction de (αβ},.

2
, etc., et nous pouvons, en les substituant dans les 

équations ( j4) et (i5), obtenir de nouvelles conditions pour les dix-
huit inconnues (χβ),.

2
, etc. Effectuons d'abord cette substitution 

dans les équations ( i4)» I'd sont : 

(29) 

Δ
2
 ( _= ο, Δ

2
 (^ ) ^ ο, Δ

2
 (7îJ ο, Δ

2
 _ ο, 

Δ
2

( ) — ο, Δ
2

 I — ) — ο, Δ
2

( ) — ο, Δ
2

 ( -jr ο, 

Δ3
 (^)

 =

 °>
 Δ

' if)
 =

 °' {]) ~
 Δ

' (τ)
 =

 °· 

A cause de la symétrie des lettres, il suffira d'effectuer la sub-
stitution dans celles de la première ligne; on obtient de cette ma-

nière : 
(αβ),.

2
(αβ),

 3
 (αγ),.

2
(αγ),.

3
 -t- (ad,),.

2
(at?)

l
.

3
 = o, 

[αβ)ι·ί(αβ)ι·3 + + l/3(?),.
2
 QSii), .3 = O, 

(ecy),.
a
(ay)

t
.
3
 + (βγλ·*(βγ),·ί + *),■* = o, 

(aà),.
a
(aâ),

 3
 -+- {β*),.*{βί),·, + (7^)·-»■» = °-

Mais en ayant égard aux équations (27) et (ri8), ces relations devien-
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rient : 

(αβ),.
2
(αβ)

{
.

2
 -+- (a7)

t
.
2
(ay)

t
.

3
 + (a<?),.

s
 (α<?),,

3
 = o, 

S1-2 3 (αβ)< -Λαβ),·<> ■+- (α7)ι·2(α7)<·3 -+- (α^η·2 (α^)ι·3 = ο, 

(αβ),..,(α[3),.
3
 -+- 2).2ει.3(α7),.ΐ(α7)ι·3 + (α^)<·!ΐ(«<?).·3 = ο, 

(αβ),.
2
 (α/3},.

3
 -t- («γ),,

2
(αγ),+ ε,.

2
 ε,.

3
 («<?), .

2
(αί),.

3
 = ο. 

D'où résulte que 
ε ι. 2 —- S) · 3 ) 

et que ces quatre équations se réduisent simplement à la première 
d'entre elles. En faisant les mêmes transformations sur les autres équa-
tions (29), on n'obtiendra donc en tout que trois relations nouvelles 
entre les inconnues (aβ),.

2
, (a7)

t
.
a

, etc., 

ί 3o) 
(αβ),.

2
(αβ),.

3
 -e (0:7),.

2
 (ay),., + (ad), .

2
 ( ad1), .

3
 — o, 

(αβ),.,(αβ),., -h (ay),.
2
 («7),·/. ■+ (ad),...(ad),., = o, 

(αβ),.,(αβ),., + (ay),·, (ay),., + (ad),.
3
(ad),., — ο, 

auxquelles il faut ajouter la condition 

ε,.2 — ε* ·3 — cj. ,. 

Nous désignerons par ε la valeur commune de ces trois quantités. 
Si l'on effectue maintenant les mêmes substitutions dans les dix-

huit équations de la forme ( 1 5), elles se réduisent à de simples iden-
tités, en sorte qu'il n'en résulte aucune condition nouvelle. 

En résumant tout ce qui précède, on voit que les déterminants dé-
rivés seront tous connus, dès que l'on aura obtenu les neuf quantités 
(αβ),.

2
, (ay),.

2
, (ad),.

2
; (αβ),.

3
, (ay),.

s
, (αί),.,; (aβ),.*, (ay),.„ 

(ad),.,·, désignons-les, pour abréger, par λ, λ', λ" ; μ, μ', μ" ; υ, ν', ν". 
Les équations qui les déterminent sont au nombre de six seulement : 

(3i) 

À2 + λ'2 + λ"2 = I, 

μ,2 + μ'2 -4- μ"2 — ι, 

ν2 + ν'2 -+- ν"2 = ι ; 

λ μ -t— λ' μ' -Η Λ μ.' Γ— ο, 

λ ν +■ λ'ν'+ λ"ν"= ο, 

μν ■+■ μ.'ν' -+- μ"ν"= ο. 
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Il nous reste encore à trouver Δ, ; nous remarquerons que la 

substitution (S,) transforme F en a!j, et que l'on doit avoir, en dési-
gnant par D, et D les déterminants de F et de f, 

Va" = D, Af ; 
posons 

D = n2 , 

il vient 
Δ, = ±: na12, 

la quantité η restant d'ailleurs tout à fait indéterminée. De même, 

Δ2 ± nb'2, ΑΛ ne'2 Δ4 — ±; nd'2, 

les signes supérieurs doivent être pris ensemble ainsi que les signes 
inférieurs, en vertu des équations (7). 

Tous les déterminants sont donc connus; les soixante-quatre coef-
ficients de la substitution (S) s'en déduisent facilement, comme on l'a 
vu plus haut, et la solution algébrique du problème sera complète 
dès que l'on aura obtenu les dix coefficients de F. Revenons aux équa-
tions (16); elles expriment que la substitution (S,) transforme F en a'f. 
On obtiendra donc F en faisant dans a'f\& substitution inverse : 

() 

X = - — X -H y-r Δ + Ζ + —-g V , 

r — (‘l±x J A, \rfp, * d A, rT? f/ A r/ Pi —x) rfp: > B" V 
» 

d A, ^7i x + ííiy+íí;z + d'U d 7, A, ?57 d «y . v) 

" + ̂  Υ + ^; ζ + JiTV' 

que l'on trouve facilement en résolvant par rapport à a", y·, ζ, ν les 
équations 

(S,; 

X. = α, χ + γ -+- γ, ζ -+- o\ ν, 
Y = α\ χ -+- β\ y + γ'( ζ + αν( e, 
Ζ = a", a? -+- β\ y -+- γ" ζ + <?", e, 
Υ = α"; α: + β"[ y + /; ζ +d"', v, 
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a,, Bn et, par suite, etc., sont connus. On obtient donc itn- 1 1 fia, «p, 
médiatement A, B, C, etc., et la solution algébrique du problème se 
trouve ainsi complète. 

Remarquons, en passant, qu'il existe, entre toutes les formes com-
posées que l'on peut obtenir, des transformations rationnelles; car 
ces formes se déduisent toutes de a!f par des substitutions ration-
nelles. 

§ IV. 

Nous allons rechercher maintenant les conditions qui doivent être 
remplies pour que les valeurs des inconnues soient rationnelles et en-
tières. Revenons aux dérivés de Δ,, et considérons spécialement ceux 
qui s'obtiennent en introduisant dans le système (S,) une colonne du 
système (S2) En ayant égard aux équations (27), les valeurs de ces 
seize déterminants sont : 

(33) 

A, — A, o, A, '4 / ° a " V «' b 'b' a A| U A, A, — V <77’ 

ΑΑ =
 λ
/ϊ±, Ahï

=

 ο, AJ
 =

 _
E
r

v

/^, =d' d b'd , 

(S A, =vv/^, ûill=o; y a’a A, y d b A, 

A, di' t * 0, V « « A, \ a b A, \ a c J Ai = o. 

Si l'on prend le rapport des deux déterminants Δ, et Δ, (^)' 

on a 

x2 B1 = ad bc y2 
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Le second membre de cette équation doit être une quantité ration-
nelle k ; on doit donc avoir 

ad — bck2, 
d'où 

1) = — abc Λ — — b2 c2 k2. 

Nous obtenons ainsi une première condition : le déterminant de J 
doit être négatif, et, de plus, un carré parfait; il est évident qu'il en 
est de même du déterminant de l'autre forme. Il résulte de cette con-
dition que l'on a 

a — bcdtu2, a' — b'c'd'm'2, 

m et m' étant rationnels, et que, si l'on fait dans J et /' 

χ = ιηχ,, χ' — m' x\ , 

elles deviennent 

bcdx\ + by2 -t- cz2-+- dv2, h' d d'x\ -f- b' γ'2 -+- d ζ'2 -t- d'v'2. 

La conclusion précédente est indépendante des signes de a, b, c, d, 
a', b', c', d'. 

Examinons maintenant s'il existe également une condition relative 
aux signes de ces quantités. Nous distinguerons trois cas : 

1". f et J' sont définies. Dans ce cas, les huit coefficients a, b, 
c, d, b', d, d'sont tous de même signe; les radicaux qui entrent 
dans les expressions (33) sont tous réels; il en est de même de 
λ, λ', λ". 

'i°. f est définie, f est indéfinie. Dans cette nouvelle hypothèse, 

les rapports j, "■> c- sont tous positifs. Mais, parmi les quatre 

coefficients de j', deux doivent être négatifs; nous pouvons supposer 
que ces deux coefficients sont b' et d, a' et d'étant, au contraire, po-

b' sitifs: le rapport ̂  est donc négatif, et, par suite, tous les radicaux (33) 

deviennent imaginaires. Les déterminants dérivés ne seront réels que 
si les quantités λ, λ', λ" sont également imaginaires; mais cette der-

TomeXlX. — Aout i854-
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nière condition ne peut être remplie, puisque 

λ2 + λ'2 -+- λ"2 = ι. 

La composition de deux formes de nature différente est donc impos-
sible. 

3". J et f' sont toutes deux indéfinies. En raisonnant comme pré-
cédemment sur les expressions (a3), on ne découvre dans ce cas au-
cune raison d'impossibilité. Nous verrons plus loin qu'en effet deux 
formes indéfinies peuvent être composées. 

Désignons par Ρ, Ρ', P" les trois déterminants Δ, A, ( —) ; 

Δ
(

 et Par M2 le produit abcd·, le système des seize détermi-

nants (33) peut s'écrire : 

(34) 

o, _|P, -- " P', -îp-, 

p, o .nb u» CM P ’ 

P', o a<: C P * M 1 » 

P", — s— P' C-P M ’ o 

Tous les déterminants seront rationnels dès que Ρ, Ρ', P" le seront. 
Faisons, de même, 

*.(!) = «· MS)=Q'· 4-(l) = <r. 

4.(1)=». 4.(®)=*'· 4. (*·) = »'» 

il suffira de trouver pour les neuf quantités Ρ, Ρ', P", Q, Q', Q", 
R, R', R" et pour Δ, des valeurs rationnelles. Nous commencerons 
par Δ,. Nous avons vu plus haut que l'on a 

(35) Δ, = ±: ηα'\ Δ
2
 = ± nb'2, Δ

3
 = ±. ne'2, Δ

4
 = ±L nd", 
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n représentant Se rapport w — ; on pourrait poser, de meme, 

( 36) A', — ± n'a2, Δ'
2
 = ±. n'b2, Δ'„ = ± tz'c2, Δ'

4
 = ±- n'c/2, 

Aj, Δ',, Δ'
8

, Δ'
4
 étant les déterminants des quatre systèmes (S',), (Sj), 

(S'
3
), (S'

4
), et ή le rapport y/jj-» dans lequel D' représente le déter-

minant de f. 
Soient m le plus grand commun diviseur de a, b, c, d·, m' celui de 

a', b', c\ d'·, k celui des huit déterminants Δ,, Δ
2

, Δ
3

, Δ
4

, Δ',, Δ'
2

, 
Δ'

3
, Δ; : on pourra toujours trouver huit entiers M,, M

2

, M
3

, M
4
, M',, 

M',, M'
3

, M'
4

, tels que l'on ait 

M, a'* M» h'" + + M
k

d'" - m"·, 
Mj a" -4- M'

a
 b" + m; C* + M'

4
 d4 =: m". 

Multipliant la première de ces deux équations par n2 et la seconde 
par n'2, on a 

M
h
 Δ« -Ι-Μ3Δ| + Μ

3
Δ2 + Μ

4
Δ| =/!»/»'*, 

Mj Aj2 + Mj Aj2 -+- M'
3
 Δ'

3
2 H- Mj Aj,2 = n'2 in", 

d'où l'on conclut que n2 m'" et ή2 m" doivent être entiers et divisibles 
par k2; par suite, D, n2 ml" et D, n'2 m", c'est-à-dire D m'" et D'm", se-
ront divisibles par D

(
 k2. Réciproquement, il est facile de voir, à 

l'aide des équations (35) et (36), que tout nombre qui divise n2 m'" 
et n'2 m" divise k2, ou, ce qui revient au même, que tout nombre qui 
divise D

(
 «2 m" et O

t
n'2m", c'est-à-dire Dm'4 et D'm", divise D,A2. 

Donc, enfin, D, A:2 est le plus grand commun diviseur de D m'" et 
D'm". 

Faisons 

Dmu DTT7 S2 , 

S et S' seront des entiers. Nous aurons 

n,n'= k S', m'n = kS, 

de sorte qu'en prenant pour D,À2 le plus grand commun diviseur de 
Dm'4 et de D'm4, m'n et ιηή, et, par suite, les déterminants Δ,, 
A

2
, etc., seront entiers. On ne peut prendre pour k qu'un nombre de 

3i.. 
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valeurs limité. Chacune de ces valeurs correspondra à une forme 
transformable en ff' au moyen d'une certaine substitution (S). Pour 
la forme composée proprement dite, on doit avoir, d'après la défini-
tion, h — ι ; elle est donc, de toutes les formes transformables en jf, 
celle qui a le plus grand déterminant. 

Les déterminants Δ,, Δ2, etc., varient proportionnellement à k : il est 
facile d'en conclure, en se reportant au théorème démontré au com-
mencement de ce Mémoire et aux équations (3a), que toutes les formes 
ransformables en fj' comprennent la forme composée; on en conclut 
également que toutes les formes répondant à une même valeur de k 
sont équivalentes. 

Revenons maintenant aux inconnues Ρ, Ρ', P", etc., en fonction 
desquelles s'expriment toutes celles de la question. On a vu plus 

haut que Δ, ^ j ou Ρ est égal à λΔ, y/^-;
 on a

 donc 

P ìaa P ! an ~ ï V Vb ~ «a7' V Vb' 

λ', λ", p., p/, μ", y, ν', ν" s'exprimeraient de la même manière en fonc-
tion de Ρ', P", Q, Q', Q", R, R', R". En substituant ces valeurs dans 
les équations (31), elles deviennent 

(37) 

cd P2 + bdV- + bc P"2 = n2 ci'3 b'·—, a 

Bed cdQ2 -f- bdQ' AtfQ"2 — n2a'3c' • —? 

cdR2 -h bdR'2 -i- bc R"2 = τι2 ci'3 d' : a 

cdVQ h- MP'Q' + bc P" Q" = o, 
ev/PR + bdP'R' + bc P" R" — o, 
cdQR + bc Q' R' + 6cQ"R" = o. 

Si l'on considère les seconds membres de ces équations, on peut 
poser 

2 /3 Lr bed ,3 ,, M2 n1 a M M* , , . ir az b = rr a'* b — = —6' ¿r == M ? c' <r, 

" " c ■ —=" "„w = i ■ 
n'a"d· ■ ϋ = n'a" 6V = Mi fC. 
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Donc, en faisant 

Ρ = M, Ρ,, Ρ' = M, P'j, Ρ" = M, Ρ",, 

Q = M
2
Q„ Q' -ALQ',, Q"= M

2
Q"

i5 

R = Mj R,, R' = M, R'j, R" = M„ R",, 

les équations (3y) deviennent 

,381 

cdV2
 -f- bd P',2 + be P",2 = c'd', 

cdQ2 -+- hdQ'
t
 2 -+- bc Q",2 = b' d', 

cv/R? H- bd R',2 -+- be R",2 = b'c', 

cd\\ Q, -! bdV\ Q'j - bc P"t Q", = o, 
cdV

{
R

( 4- bdΡ', R', + bc P", R"
(
 _ o, 

cdQ, R, bd(y
t
 R', + bcq\ R", = o. 

Le problème se trouve ainsi ramené à déterminer ces neuf quantités 
en nombres rationnels, de manière que la substitution 

X =P,x'+ Q, y' + R4 Z', 

j= P>'+ Q', r' -+- R'
t
 z/, 

z-P>'+Q",j'+R>', 

transforme la forme ternaire 

cdx2 + bdy2 + bcz2 

en 
c'd'χ'2 + h'd'y'2

 + b'c'z'2. 

Il n'y aura de solutions rationnelles que s'il existe entre ces deux 
formes une transformation rationnelle; et si cette condition est rem-
plie, on sera certain qu'il existe des solutions de cette espèce. 

La composition des formes quaternaires se réduit donc, en dernière 
analyse, à la recherche d'une transformation entre les deux formes 
ternaires 

cdx2 + bdy2 + bcz2 

et 
c'd'x'2b'd'y'2->r b'c'z'2. 
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Si les conditions auxquelles nous sommes arrivés jusqu'à présent 
sont remplies, le problème admettra des solutions rationnelles; mais 
elles ne seront pas toujours entières, et même il n'y aura de solutions 
entières que dans des cas assez particuliers. Nous allons d'abord 
constater ce fait important, qui distingue complètement les formes 
quaternaires des formes binaires, dans la composition d'une forme 
définie avec elle-même. Dans ce cas, on a 

η = η' — ι ; 
les deux formes ternaires 

cthr2 + bdy2 + bcz2, c' d'x'2 + b' d'y'2 -t- b' d'z"1 

deviennent identiques, et, comme elles sont définies, il n'existe entre 
elles d'autre transformation que la suivante, 

P, — U Qt — o, R, — o, 

P'
(
 = o, Q', = ι, Rj — o, 

P"
1 =

 o, Qj - o. R'j — ι, 

ou, du moins, les autres transformations s'en déduiraient par de simples 
permutations entre les coefficients. Substituons les valeurs des déter-
minants qui se déduisent de ces neuf coefficients dans les équa-
tions (i), afin d'obtenir les coefficients (S); ces équations deviennent : 

(39) 

«2 = — βη a
3
 — — γ,, a

k
 = — à,, 

r b P% = “«*» ß- = - *> n/I- Û 7i /bd V w’ , 

* j be 'h=». \j-t y4 B1 bc ad cd ab, 

í. = ß, y/^- d a bd ac, cd ab, d a, 

ll est inutile d'écrire les équations semblables qui s'obtiennent en 
ajoutant un, deux ou trois accents à toutes les lettres. Il faut détermi-
ner les seize coefficients de (S,), a,, /3,, etc., de manière que les équa-
tions (3g) fournissent pour les autres coefficients α

2
, β

2
, etc., des va-

leurs entières. Soient l le plus grand commun diviseur de ab et de cd, 
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V celui de ac et de bd, l" celui de ad et de bc. Les quotients y? 

ac bd ad bc , . „ , , 7"’ T’ 7r* 1" tloivent etre iles carres, puisque les radicaux des ex près* 

sions (39) disparaissent. Faisons donc 

ab — {ah)11, ac . {ac }2 ad — (ad fl" , 

cd. r~ j cd)2 I, bd = {bd)2 bc ~~ \ bc )2 /", 

les équations (39) deviennent 

a
2
 r= — /3,, α

Λ
 — — 7,, α, = —e1, 

B - «M a — 13 ( bd ) l <tc ) 7« 

7- = itlâ [od) 1 73 :=ia„ \c,{) a [ab) 

^ ' - «-T V" e?
;

 - y-i ■ 

Supposons, pour plus de simplicité, que n, /;, c, r/ n'aient pas de 
diviseur commun. En examinant ces valeurs, 011 voit facilement que a,. 
et, par suite, α',, a", a" doivent être divisibles par u; de même, β,, 
fit, fi't, β'", doivent l'être par [ab), y„ y,, γ",, γ" par .ac), et o\, ov,, 
tT

n
 ofi par (ru/). Le déterminant, formé avec ces seize quantités ie sera 

donc par a{ab){ac){ad). Mais ce déterminant est égal à a2 ; il faut 

donc que - -.-r“ ., ou - ° soit un nombre entier. 4 ayab){ac){ad) [ab ) {ac){cid) 

condition peut encore s'énoncer autrement. Élevons l'expression 

T)7¿JM au carré’ et remplaçons {ab)2, {ac)\ (adf par - ab2 ac2 ad2 

elle devient ^yy Le produit ll'l" doit donc être divisible par le dé-

terminant abcd. D'un autre côté, il est facile de s'assurer que ce pro-
duit ne peut pas être plus grand que abcd. En effet, il ne contient pas 
d'autres facteurs premiers que ceux de abcd : soit ψ l'un de ces fac-
teurs et désignons par ε, ε', ε", ε'" les exposants dont il est affecté 
dans les quatre nombres a, b, c, d-, si l'on remarque que, par hypo-
thèse, l'un de ces quatre exposants est nul, il est facile de s'assurer 
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que l'exposant de φ dans ll'l" ne peut être plus grand que la somme 

ε + -ε'·+- s" + ε'". 

Donc ll'l" est au plus égal à abcd. Mais il doit être divisible par 
abcd. Donc enfin la condition nécessaire pour que les valeurs des 
inconnues données par les équations (3g) soient entières se réduit à 

(40 ll'l" — abcd. 

Supposons cette condition remplie, la forme composée s'obtiendra 
immédiatement. Il suffit, en effet, de choisir les seize coefficients du 
système (S,), de manière que leur déterminant soit égal à a2. On peut 
prendre 

α, = a, β, = ο, y, = ο, = ο. 

α'ι = °> β'ι = (αΗ 71 = °> = °> 
α, = ο, ρ, = ο, y, = [oc), à

t
=o, 

α" = ο, β" = ο, γ" = ο, ci"; = (ad). 

Les équations (3g) fournissent les valeurs des autres coefficients, et, 
en achevant le calcul qui n'offre aucune difficulté, on trouve, pour 
la forme composée, 

F = X2 + IY2 + l'Z2 + l"V2· 

D'après la condition (40? déterminant de cette forme est égal à 
abcd. Il est facile de vérifier directement que F est la forme composée, 
car on a bien 

(4a) 

[ax2 + by2 + cz2 + d\>2) (ax'2 -+- by'2 + cz'2 -f- dv'2) 

— (axa' -+- byy' + czz' -f dw')2 

-l- l [(ni) (yjd — xy') -t- (cd) (vz' — ze')]2 

+ l'[{ac)(zx' — xz') -+- (bd)(yv' — vy')\2 

■+■ l" \{ad) (vx' — xv') -4- ( be) (zy' — y z'((\2. 

Remarquons, en passant, que la condition 

IV l" = abcd 
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se vérifie immédiatement sur la forme de Lagrange, 

χ2
 4- by2 4- cz2 bcv2 ; 

on a, en effet, 
l — b, V — c, l" = bc. 

Revenons maintenant au cas plus général dans lequel les deux 
formes f et y sont différentes. 

Supposons d'abord que les neuf coefficients P,, Q,, R,, P'
(

, Q',, 
Ri? Ρ" ? Qn Ri soient connus; il nous sera facile d'obtenir une solu-
tion rationnelle. En faisant dans les deux formes 

(43) 

x= x
{

, x\ = x\, 

Cd r=«.r» i - c'rf' , Hr/„ M y' c' d' y'1 , 

Bd MZ b'd' , Z=1S"Z i » bd M b' d' M' z'1, 

Be V = M V 11 b'c' . V=WV" 

elles deviennent 
f

t
 = ax\ 4- ^ {cdyj -+- bdz\ 4- bcv\ ), 

j[ = a' x\2 4- Λ [c' d'y\2 4- b' d'z
t
 2 4- b' c' ν,2 ). 

D'après ce que nous avons vu plus haut, la substitution composée 
des neuf coefficients P(, Q,, etc., transformerait 

cdyι 4- bdz\ 4- bcv\ 
en 

c' d'y\2 4- b' d'z\2 4- b' c' (>',2 ; 

il est facile d'en déduire les neuf coefficients P
2

, Q
a

, R
2

, etc., de la 
substitution qui transformerait 

c' d'γ\2 4- b'd'zy 4- b' c' v\2 

en 
cdy\ 4- bdz\ 4- bcvf. 

En effectuant dans^/j la substitution 

(44) 

χ, = χ\, 

y\ = p* yι + Qî z\ + r2 v\ > 
zt = Payi "P Q2 zi ' 21? 
v1 ,— Ρ 2 Τ i Q2 2^1? 

Tome XIX. — Αουτ i85^. 3a 
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elle devient 

j" = a' x'\2 + ~ [cdy\2 + bdz\2 + bcv\2 ). 

Remplaçant dans l'équation (4a) les coefficients a, b, c, d par i, 

cd, bd, be, et les variables x, y, z, e, χ', γ', ζ', ν' par xK \ja,y1 va , 

1 t'i // y; A — ? v'V vV on a 

(45) 

ax22 + 4 [cdy\ + bdz\ + écej )j 2 + V? (cdy\ + bdz\
2
 + èce"2 -1 

= an' X „cd H bd » bc „ \x% ^ fJiJx ^ zi H i?* *>I 1 act ^ 1 cia 1 aa 1 1 

cd Γ .
 n t, j , „ ,

t
 « ~| ^ 

+ Ια·Τ*χί - αχ*?ι + b{v
{

z, - z
iVi

) | 

+ 5 [a'Z< -r"' _ z"' + c Cr« ^ ~~ /, )]2 

+ 5 [β' ^ + d (z>Ji " J* z"t ) ]■ 

Si l'on résout maintenant les équations (43) et (44) par rapport à x
t

, 
y,, ζ,, e,, x\, , z\, «q, et si l'on substitue les valeurs ainsi obte-
nues dans l'équation (45) afin de rétablir les variables primitives, on 
obtient 

(46) 

(ax2 -t- by2 -I- cz, -f- dv2) (a'x12 + i'^·'2 + c' z'2 -t- dV2) 

= aa'(u, χ'χ 4- β, .r(j + γ, χ'ζ- -κ..)2 

+ ̂  (α, ar' a: -ι- jS', .r'j -η ·/, jr' ζ 4-... )* 

cd aa' + + Ζ5"! X'J + /ι ζ + · · · )' 

+ —, (a, x x 4- βί χ y + ytx z -h... y, 

v-i, β,, Jt, a
2

, etc., étant des fonctions rationnelles des quantités 
a, b, c, d, a', b', c', «?', P,, Q

4
, R,, etc. 

D'après ce que nous avons vu plus haut, la forme composée F doit 
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pouvoir se déduire de la forme 

aa' X2 -+- -+- cr/Z2 -f- 5c V2), 

que nous venons d'obtenir à l'aide d'une substitution rationnelle. 
Nous avons donc le théorème suivant : 

Si deux formes quaternaires f et f' sont composables, ces deux 
formes et leur composée F peuvent, au moyen de substitutions ration-
nelles, se ramener à de nouvelles formes f\, f[ , F,, qui ne diffè-
rent plus que par un seul coefficient, savoir : 

f — αχ- 'jibdy1 -t- cdz2 -+· bcv2), 

f\ — a'χ'- 4- ~ (bdy-+- cdz'- +- bcv'-), 

F, = aa'X2 4- {bdY2 -+- cr/Z2 -4 be A2). 

Tous les cas de composition possibles sont donc compris dans l'équa-
tion (45), et s'en déduiraient en remplaçant x, y, ζ, v, etc., par des 
fonctions linéaires et rationnelles de nouvelles variables. 

La solution générale du problème de la composition se ramène donc 
uniquement à la recherche d'une transformation entre deux formes ter-
naires; on 11e connaît pas encore de solution générale de ce problème: 
en sorte que la forme composée ne peut être obtenue directement que 
dans des cas particuliers. Mais le théorème précédent montre que la 
composition des formes quaternaires a lieu dans des cas trop particu-
liers pour pouvoir conduire à des résultats importants. Une forme de 
cette espèce n'est même pas toujours composable avec elle-même. La 
classification des formes binaires créée par M. Gauss (Disquisitiones 
arithmelicœ, Ζοι-1>οη) n'a pas d'analogue dans les formes quater-
naires; car il faudrait admettre des substitutions fractionnaires, ce 
qui donne à la forme composée une trop grande généralité, et ne 
permet plus de considérer la composition des classes, mais seulement 
celle des genres. 

Nous avons supposé jusqu'ici que les formes données ne contenaient 
32.. 
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que les carrés des variables ; mais il est aisé de voir que les proposi-
tions précédentes n'en sont pas moins générales. Car on peut toujours, 
au moyen d'une substitution rationnelle, faire disparaître les doubles 
produits des variables, et remplacer les formes proposées par des 
transformées sur lesquelles on raisonnera comme nous venons de le 
faire. 11 suffira ensuite de revenir aux variables primitives par de 
nouvelles substitutions rationnelles inverses des premières. Mais ces 
transformations ne modifient les déterminants primitifs qu'en leur 
ajoutant ou leur enlevant des facteurs carrés ; les déterminants des 
formes transformées devant être des carrés parfaits, il en est de même 
de ceux des proposées, et, par suite, toutes les conclusions que nous 
en avons déduites sont applicables à ces dernières. 


