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THESE D’ASTRONOMIE.

Recherche du dernier multiplicateur pour deux formes spéciales
et remarquables des équations différentielles du probléme

des trois corps;

Par M. PAINVIN.

Lorsquon voulut intégrer rigoureusement les équations différen-
tielles de ce probléme, on ne trouva d’abord que les sept intégrales
fournies par les principes de la conservation du mouvement du centre
de gravité, des forces vives et des aires. Ces sept intégrales se réduisent
a quatre si Pon cherche le mouvement relatif des trois corps autour du
centre de gravité du systeme; et 'on ne possede la solution rigoureuse
que dans certains cas particuliers exposés dans la Mécanique céleste
de Laplace (tome IV, livre x). Cependant de remarquables travaux
ont avancé la solution du cas général.

Jacobi, dans un Mémoire intitulé : Elimination des nceuds dans le
probléme des trois corps [*], a réduit les six équations différentielles du
second ordre, qui expriment le mouvement relatif des trois corps au-
tour du centre de gravité du systéme, a cinq équations du premier
ordre et une du second; il a donc fait cinq intégrations.

M. Bertrand [**] a ramené la question a 'intégration de six équa-
tions, toutes du premier ordre, c’est-a-dire qu’il a effectué une inté-
gration de plus que ne I'avait fait Jacobi.

On sait d’ailleurs que, pour trouver la derniere intégrale d’un
systeme quelconque d’équations différentielles du premier ordre, il

[*] Comptes rendus des séances de I' dcadémie des Sciences , année 1842, page 236,
ou Journal de Mathématiques, tome TX , page 313.
[**)] Journal de Mathématiques, tome XVII, page 393.



suffit d’avoir ce que M. Jacobi nomme le dernier multiplicateur {*| de
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ce systéme; théoreme qui s'étend & des équations d’ordre supérieur
en les remplacant par des équations équivalentes dn premier ordre.

C’est 1a recherche de ce multiplicatenr, pour les équations différen -
tielles établies par M. Jacobi et pour celles de M. Bertrand, qui fera
'objet du présent travail. Jai été guidé, dans le second calcul, par les
indications qu’a données M. Bertrand dans son cours au Collége de

France.

Recherche du multiplicateur du systéme d’équations différentielles

donné par Jacobi.

Ce systeme est formé des équations que voici :

On a posé

P2
lpi
4) cosV

di
ta _, — I 5
ng u sin{ ta 18 Uy sin i,’
di ¢ sini,
tang « -+ du = —; = )
tang i prtsinld
di, ¢ sini
tang U, —— + du, = — —— ~—dt,
tang i, BT sin L
csi.n i\  di— — (m,m,y& i ﬁjl‘/ld;x " mm‘;hr)‘._,\ ,
77, cos usin u, sin* I [ [ [ /
¢ [sinti, n sin?¢ + (dr\2 + dri\2 5 U o
sin? I \ pr? g r p Ka’[ al dt ) - B
d? - 4
Dlpritpr) o,y — Lh

m,m. m,m, mm
U= —+ 4+ —
Pt &
=*r® + 0%r 4+ aydrr,cos vV,

— g2 p2 N2 2.2 N <\
=ir + 02r2 427,01, cosV,
=ir? + dir! +a2y.0rr cosV;
= cos i cosu, + cosLsinusinz,,

1=1i, —1.

] Journal de Mathématiques , tome X, page 337.

Tome X1X. — Mars 1834,
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Les constantes y, 7,, 7,, &, &,, &, sont liées entre elles par les rela-
tions

Y+ 7+ Y2 = O,
(6) d+d+dy=o,
m,myy8 + mymy, &, + mm, Y203 = o0,
trois de ces constantes pourront étre prises arbitrairement.

Les quantités p et 1, se trouvent déterminées par les formules

My = mm,y* + mymy? + mm, V3,

(7)

ou

My, = m,my0* + m,md? + mm, 42,

M=m+ m, + m,;

U est la fonction des forces, ¢ et & sont deux constantes arbitraires.

Jacobi arrive aux formules ci-dessus en réduisant le probléme des
trois corps a un probléme du mouvement de deux corps.Il démontre :

1°. Que lintersection commune des plans des orbites des deux
corps fictifs reste constamment dans un plan fixe; c’est le plan inva.
riable du systéme.

2°. Que les inclinaisons des plans des deux orbites i ce plan fixe et
les paramétres de ces orbites regardées comme des ellipses variables,
sont quatre éléments, dont deux quelconques déterminent rigoureu-
sement les deux autres.

Il est donc conduit a choisir pour variables :

Les deux rayons vecteurs r et r,;

Leurs distances angu]aires au nceud ascendant commun des plans
des deux orbites u et u,;

Les inclinaisons de ces plans au plan invariable i et i,;

La longitnde du nceud ascendant commun des deux plans ou sa
distance a I'axe des x, Q.

1l remarque que ce dernier angle s’obtient par une quadrature,
des quon a intégré le systeme (1); c’est donc sur ce systéme que
porte toute la difficulté de la question.
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Je me propose de déterminer le multiplicateur du systeme (1).
Je résous d’abord les quatre premiéres équations par rapport aux

dérivées di di, du du, A 1 je dé i
@ @ 3 4 Ayant ces valeurs, je détermine les quan-

tités
f dU . dV . i
| T — . < ot 7 ! A
7 _K[rr,amvdt cos V (rr, + r,r')~
—rm'H—r G,
g8 . .
(89 sini, (cos #, sin u — cos I cos wsin «, )
. dv ¢ T
sinV — = — . . w7 »
dt sin I sin i {cos u sin u, — cos I cos u, sinu )
mr
ou I'on a
/K _mymyyd mym 9, 9, mm, 7,9,
g I £
m, myy*® my,mwy? mm,y?
(9) H= 3:7 : 37‘+ Iv.y ?
p g1 gl
G_m.m,é" m,ma? mm,S2
¢ pi P3
et
dr ; dr,__ I"

d_l' = r s _LZ‘— I
Différentiant la cinquiéme des équations (1), en ayant égard aux rela-

tions (8), éliminant % entre la cinquieme et la sixieme, on obtient
roodr
, donnent

deux équations qui, résolues par rapport 4 — et
q t q ? p } p dt dt

———Ur'I —|—Kr1(rr'1 +r.r’)cosV—|—rr.r'H—+—r{ r" G
e 5

dr'’ ¢isin’ i
N (rr'l —r )

@ y.”r“‘sir;”i
—Ur+Kr(r, +rr)cosV+rr’Htrn 7 G

dr, e sin® i
de — plrisin’l g (i — ')

Les formules (2), (3), (9) permettent de simplifier les seconds

termes . et on remplacera le systéme (1) par le suivant :
y P
12..
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di rry cos u sin u, sin*I K .
= — 3]
dt csini, ’
di, 77y €05 u; sin u sin?1 K .t
—_— == — — =1
dat ¢sini 17
de ¢ sini rrosing sin g, cos i sin’l K — o
dt pr? sinl csini sin#, T
du, ¢ sini  rrosinu sin«, cos?, sin*l K — o
iy e =
N ] w7 osin ¢ sini sini,
(1o}
ﬁ =
dt ’
dr, o
a =T
dr’ ¢?sin? i, rH ~+ r K cosV o
dt — prrsin?l ® T
ar, e*sin® i 7G4 7K cosV "
A : - =r.
2,3 2 1
dt g 73 sin?l i

Or le multiplicateur est défini par Péquation

d,Mi’_'_ d.M:, y dMu + d.M« + d.Mr’

(I 3 di di, du du, dr
I
‘ d.Mr, d. M7 d.M7

+ dr, + dr’ -+ dr! T 77

1

M étant le multiplicateur cherché.

Cette équation peut se mettre sous la forme

d.logM drl | dri A d A i e
2) = =—\FtartmrE et Tt Lt

et, en effectuant les calculs,

‘ d.logM 7. K sin*I{cos « sin 4, cos i + cos u, sinu cosi, )
T csini sini,
(13) ?

2K (cos u, sinu €OoS u sin u,
c

sin { sin i,

)ginl cosT.

Il s’agit d’intégrer cette équation.



PURES ET APPLIQUEES. .

Premiére méthode.

Je remarque que
d. . .. . rr K sin? I . . . AN

ESIH rsmyy — — ——— (COS wsimmi, Cost - Ccosiy sinu COSs¢, ),,
rriKcosw sine 1 di

csini sin’l dr
1 di

- sin’l dr

rr K cos u sin «,

csin i
Donc
d.logM __ d.logsini sin/, 2 cos1 [di, di\
Ta T de " Tsinl (EE—Z)’
ar
T=1i —1i,
dl
d.logM_ d.log sini sin i, 200517t
ar dr T sinn ]
d.logM__ d.log sini sin i, d.logsin’I
dr dr - de °
donc
(14) w = sl

Seconde méthode.

St nous posons
— rrsin? I (cosusin u, cosi 4 cosu, sinu cosé, )+ 2rr, sinl cosI{cos u, sinusini, — cos u sinu, sin i)

P—= e
¢ sin? sin i
et
log M= N,
Véquation (13) devient
dN
E = KP.

Développons le premier membre,
dNdi dNdi, dN du dNdu  dNdr
di dt di, dr ' du dt ' du, dr dr dt
dNdn  dNdr' 4N dr o
Yo @ Ta vt e TR



(15)

(16)

\

\
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.o, di
Remplacant les dérivées —, etc., par leurs valeurs (10), et chassant

les dénominateurs ¢ et p,, on trouve

o AN ¢*sini o AN ¢ sin?i, 2 dN csini g dN esini
"dr] risinl A A B ol ol Ry L T sl
dN dN
~ 77 (NG + rRcos V) — pip— (rH+ r,K cos V)
[}
dN dN ,
3,9 (8 0, &1
+ m(d, : +d,lm)
dN cos u sinz, sin?1rr dN cos u,sin u sin*Lr7,
—{J-2{J-2K di ¢ sin ¢, di, csini
1 dN sinusinu, cosi sin?Irr, dN sinu sinu, cosi, sin?Irr,
- —— — i +P
du csini sin i, du, ¢ sin i sin i,

Le multiplicateur doit vérifier cette équation aux différentielles par-
tielles; or il pourrait arriver qu’il fat indépendant de o et de p, :
introduisons cette hypothése en posant

dN dN dN dN dN dN
= =0, =5 =0, =& = 0,
i

dr’

S =0y — =0, — — 0, —
du * du, ' dr ? dr,
c’est-a-dire que N n’est fonction que de i et 7.
Pour U'obtenir, nous intégrerons I'équation suivante, 2 laquelle se
réduit I'équation (15),
dN cosusinu, sinl dN cos u, sinu sin I
di sin i, di, sin @
(cosu sin z, cosi 4 cosu, sinu cosé,) sin I +- 2(cosusin z, sini — cos«, sin z sin ij)cos1
- sini sini,

Posons

cosu sinu, =a, cosu,sinu=h;
ce sont des constantes dans I'intégration, et elles doivent disparaitre
du résultat. Pour avoir N, il faut intégrer le systéme

( dNsini o di
{acosibcosi)sinl+ 2(asini — &sini,)cosT asinl’

(r7)

dN sin i, _di
(acosi—+ b cosi)sinl -+ 2(asini — bsiné,)cosI  bsinl
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Pour intégrer la premiere des équations (17), remarquons que
Ion a

asinidi, = bsini, di;
au moyen de cette relation éliminons b, il en résulte

dN disin i, (cosi sinl + 2sinicosT) —+ di, sini (cos iy sin] — 2sin ¢, cos1)
—_ e =0
sinisini, sinl

di cos { di cosi, 2 cosldl
dN — ——— — —— - = o,
sin ¢ sin 7, sinl

logM — log%‘—i‘i = const.;

donce
sin i sin/,

(18) 0 (log M — log Ti;-ir> =C
est une intégrale de I’équation (16).

Un calcul analogue effectué sur la deuxieme des équations (15) con-
duirait 4 la méme expression; donc 'équation (18) est I'intégrale.

p ; q g
Par conséquent,

sini sin i,
(19) M=—GT

est un des multiplicateurs du systeme (1); car on sait qu’il en existe
une infinité. Cette expression a cela de remarquable, qu’elle n’est

fonction que des inclinaisons des plans des orbites sur le plan inva-
riable.

Recherche du multiplicateur du systéme déquations différentielles
donné par M. Bertrand.

Pour avancer la solution du probléme des trois corps, M. Bertrand
est conduit, par des considérations développées dans le Mémoire
mentionné plus haut, a intégrer le systeme suivant :
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' d du, d

' d—f:zw, %:2w4, d—?:R—i—R,,

de

=22 (e} [2(e — @)'w + oR (@, — aa) ( — fs)]m, ms,
% = 22 q/ (P@ [2(18|_ﬁ2/\2wl+ 2R, (0‘4 — a?) (ﬁd - ﬁz)] m,m,,

% = +2"P,(P§> [2(0&, — o) u+2Q(a, — a,) (ﬁl — f.)]m, my,
[—1(;_:-‘ =v4+.2 q’/(Pg)[Q(ﬁ! — ﬁ2>2 U+ 2Q<a| - az) (ﬁ; — )82” my m,,
%: Z+Z q/(pg)[z(a, - a2>2Q + 22U, (Uq _ az) (ﬁa _ﬁe)]ma m,,
dR,

| dr _Z+2‘P (e [ — B2 Q+ 2u (e, — o) (By — )] m, my,

apres avoir posé

gi+ 33+ qr=u, 93+ 93+ qi=u,,
(/’12"‘9’32"‘7’52:-"7 ‘]'22"'"‘]'42""‘],62:‘)”
(2) (DI TGO+ GE=w s+ g+ g g =w,,
719+ 950+ 4. 9e=R,  ¢.q,+ ¢,¢, + ¢:¢, =R,
9192+ G5 9+ 959 = Q,
9192+ 959+ 4, 4, =27
On a, de plus, les formules
pi=(me—a)u+ (By— f)?u, + 2 (s — o) (fa— ) Q,
(3) po= (s — )Pt (Bs— ) 1y + 2 (0, — 2, 1(Bs — £1)Q,
P%:(aa—‘12}2“‘*‘(@«“@2)2“44‘2( — ) (i —f:)Q

Les constantes o, a,, o4, f3,, 8, 8, sont liées entre elles par les rela-
tions

m, B, + m, 4+ my 5, = o,

mia; + mios +miai=r1,

( m}fi4+ mifi+-m2fi=1,
Mo+ myay By +~myo, By =o0,

s mgo, + Mmyoy~+ My o; = o0,

(4)

m,, m,, n,; étant les masses des trois corps.
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1l s’agit d’abord de démontrer que Z peut gexprimer en fonction

des neuf variables u, u,, v, 9, w, w,, R, Ry, Q et de chercher son
expression.

Pour y parvenir, considérons dans I'espace, & partir de Vorigine des
coordonnées, quatre droites qui forment avec trois axes rectan’gulaires
des angles dont les cosinus soient respectivement propo’rtionnels adq.,
G- 53 2> Gar G Gi> G50 Q55 4o ¢,s» (o3 soient OA', 0A”, OA”, OAY ces
droites, O étant L'origine et A', A", A”, A7 les points ou elles percent
une sphere d’un rayon égal 4 P'unité; désignons ces droites par les
numéros

(1), (2), (3), (4):

on aura, en ayant égard aux formules {2},

. i1
cos (1, 2) = cosa = Q. cos(2,3)=cosy, = —=="
\/uu, ) Vae
~ 1 2 w A & *s
(5) cos {1, 3) = cos f = —> cos (2, 4) = cos B, = ==
A yue Vi o,
. R Z
cos (1, 4) = cos q == cos (3, 4) =cosoy =—
\ Vv, Vv,

Nous cbtiendrons ainsi un quadrilatere sphérique qui est déterminé,
puisque Pon connait trois cotés et deux diagonales; donc le quatrieme

cOté | Cest-a-dire cos o, pourra sexprimer au moyen de ces quantités
qut sont des fonctions de u, u, , etc.

Pour trouver son expression, construisons le triangle sphérique
A’A”A”, puis le triangle A’A” A™; le coté cherché sera A A™.
Posons

A A Y "I/’ 1/\\w {//\
angle A’A"AY = m, A'AA"=n, A'AAY=z

Or, dans la construction du triangle A’A”AY, le sommet A" peut
accuper trois positions différentes :

19, §i A se trouve & gauche du eoté A’A” et en dehors du triangle
A’A” A", alors

= m — n;

59, Si A” se trouve encore a gauche de A'A” et dans le triangle
Tome X1X. — Avru. 1854, 13
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A’A" A", alors
IT=n—im;

3°. Si A" se trouve a droite du triangle primitivement construit,
dans ce cas

-

Z2=m + n.

Ceci posé, on a
cosf8 = cosa cos 7+ + sina sinvy, cosn,
Cosy = cosa cosf3, + sina sin £y cosm,
COs 2y = ¢os 3, cosy, + sin B, siny, cos z,

m+-n
CO08Z == cos | on =cosincosn £ sinmsinn;
2 (m— n)

des denx premieres formules, déduisant cos M, $in m, cos 1, sin 1, on

arrive 3
COS o1, — Z __ cosfcosy + cos B cosy, — cosa (cos f cos B, +- cosy cosy, ) == /P
N e T T e ’

la quantité P pouvant se mettre sous la forme

P =[cosf cosy + cos 3, cos y, — cos (cos 3 cos B, + cosvy cos 1)
sin®¢ +- cos® fBcos? B, + cos’ycos?y, + 2 cosu cos fScos 7y,
+sin*a | 4+ acosa cosycos 3, — cos? 3 — cos®y — cos® 3, — cos?*7, ;
—2cosf3cos 3, cosycosy,
si 'on pose
A=uu, — Q?,
B=Q(RR, + ww) —uw, R —u, wh,,
C=uv, R+ u, vR} —~ R*R? + aww, RR, —2v,wQR
—2vw,QR, —uu,op, + ve, Q%+ “How? 4oy 0wt g wl,

(6)

on trouve, définitivement,

/7) 7 =

AN

I3

d’ou Pon déduit tmmédiatement Péquation du deuxiéme degré qui
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détermine Z; appelant D cette fonction, on a

(8) D=AZ*+2BZ+C=o.

On peut arriver, par une autre marche, a la détermination de Z. Con-
sidérons la fonction

F=(ax+ by + cz+du) +(adx+by+cz+du)
A+(a"x + by +c"z+dup’
Si I’on pose
dg dF dg d3

-— =0 - = —_— = -— = 0
dx ' ody ° & ° W !

on obtient guatre équations qui ont une infinité de solntions, quels
que soient a, a', a’, etc.
En effet, posons
ax + by + cz + di =

ax+by+cdz+du=

KR

a//x—i—‘b”‘)’—l"‘ C//z_‘_[[//u:‘y;

déf___g. + d@ dy (l:)-?_r)( (la+0rl(§ LAy
de dx /zbc ods T 7 \“E Paz ™ $> ’
dF / (lac df 43 do ds dy’
_ = —_ —_ oy — )
dy 2( s jdy i ll) ) di 2( iy @du T du )

Or, pour que ces expressions soient nulles, il suffit que

z=o0, ff=o0, y7=o0.

Ces trois équations ont une infinité de valeurs; donc les équations sui-
vantes sont vérifiées par une infinité de valeurs :

(ax + bj+cz+r/u)a+(a’r+b’]‘ +dz+du)a
+(ax+ by +z+d'u)a’ =o,
(ax + by + cz+du)b+-{dx + Uy + ¢z + du) b’
l@x+ by + s+ du)b =o,
(ax+ by + cz+ du)c +(@x+ by +cz+dujc
+(@x+by+c"z+duyc’ =o,
(ax + by + cz + du)d+ (d'x + Dy + 'z + d'u)d
+ d'x+ by +cz+du)d =o.
3.
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Donc le déterminant est nul, quels que soient a, @', a’, b, etc.
Or, ce déterminant est
3a*, Zab, Zac, Xad,
Zha, 2b* Zbc, 3bd,
Zca, Xcb, 2c¢*, 2cd,
3da, 2db, Sdc, Xd?>.

Remplacons a, a, a’ par ¢, G5, q5;
ba bla b D25 Gur Go3
7 17 U 7 r .
c, ¢, C 9is 939 55
/2 " U r r
d, d,d Gas Gas G-

Le déterminant qui est nul sera donc

U, Q, w, R;
Qa U, Ra Wi
w, R, v, %;
Ry, w, Z, v,.

(9)

Si nous désignons par D ce déterminant, en I'égalant 4 zéro, on aura
une équation du deuxiéme degré qui déterminera Z en fonction des
variables u, u,, etc. J'ai effectué ce calcul, et j’ai retrouvé 'équation (8).
Cette seconde méthode pour déterminer Z a été donnée par M. Ber-
trand, dans son cours au Collége de France; il avait simplement
indiqué la premiere.
I1 s’agit maintenant de trouver P’expression du multiplicateur du

b4

systeme (1); J'y suis parvenu par plusieurs méthodes.

Premiére méthode.

Partant de I’équation qui définit le multiplicateur, on voit qu’elle se

réduit a

d.logM d7 d7
(10) dr 4R " 4r, @

Mais I'équation (8) donnant

b __ db dZ_ - dD 4D db _
AR " dZ dr P R, T3z ar ¥

" B T R E RN E R U



PURES ET APPLIQUEES. 101

I"équation (10) pourra se mettre sous cette forme :

4D dD
L diogM __dR  dR,
(L) i = 4D

dZ
Or
o) 4D, (AZ + B) = =+ 2B — AC
12) 7 = 2(AZ+ Y= * a2y ,

en ayant ¢gard a I'équation (7); il est donc naturel de chercher si
dD | dD : e .
Rt oaw e serait pas la différentielle de B* — AC.
Si 'on pose
E=Q(R+R)—uw, —uw,
F=uwuv, R+ u,vR, — RR, (R + R,)

4+ ww, (R+R) —v,wQ —vw, Q,
on a .
.- dD dD .

or
d s dB dc dA

Or les équations (1) étant mises sous la forme

. d du, d
e, e, e
do . do,
| & =3 (pw+ 2R, =2 (mw,+ iR),
|4) dw N dev, 3
dT:v%——(y.u%—)\Q), = = i+ (pow +2Q),
dR dR, ,

on trouve
dB , .
2B— = 2B(EZ — F)— 2AB[uR, + 2, R+ 2 {w +~w,"

dC )
- AE = — 2AFZ + 2 AB[pR, + o, R + 1(w+w,)],

dA
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donc

(15) “(B*— AC) = 2 [(BE — AF)Z + CE — BF].

Or, en vertu des relations (8), (12) et (13), on a

dD  dD\ dD i
<ﬁ —->M [(AF — BE)Z + BF — CE];
donc

(16) dZ ot

(dD dD\dD _ d.(B'— AC).
4R 4R T2

\

par conséquent,

d.logM Z‘FL(B _ILC) . 1 d.log (B*— AC)
dr - dD\? - T 2 dt
dz
car
d
£:2(AZ+B)— * 2B —AC
donc
I 1
(‘7> M \/B’ R1__ AC XZ——F-TB

Le radical peut étre affecté du double signe.

Deuxiéme méthode.
Posons
logM = N,
et développons le premier terme de I'é¢quation (10); en ayant égard aux
formules (1), nous obtiendrons

' dN dN dN dN ‘d N dN d N ({Z
_— _
R R Y T N T (dR+ )+(R+P‘)m
/ © 4N AN AN
((Z _J> (\2(0 dv+ ([W+(\(IR)
dN dN d N
: + (B — ) <2CV‘ZT+“"7¢;+QTR_,)
reo2 I /
-+ 22‘!’(1"3)’7‘4’”2 , AN AN
2R ———f— Q— + uy 7+
s o - do dw dR
-+ (Ui — 72) k[’l Y
+ R dN dN dN
\ \ 2 d——f—Q;{;—i—ulml

dZ

.
|
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Le multiplicateur doit vérifier cette équation ; cherchons s'il peut étre
indépendant des masses.

Il suffit, pour cela, que I'on ait

. dN dN AN
szw i +Qﬁ_o,

(19> ) dN dN dN
(QR W+Q%+u'fz’§:0;
i dN dN dN
‘zw.d"[ - u,@ +Q TR o,

(20> dN dN dN
2R‘d7, + Q o -+ u TS

Voyons quelle forme imposeront a N les conditions (19) et (20).

Intégrons la premiere des équations (19), en regardant N comme
fonction de ¢, wet R. On a
dv __dw dR _ dN

_—

ow  u Q o

d’on 'on déduit d’abord

N=<C,
uy — w* = (,,
Qw — uR = C,.

De la derniére tirons la valeur de w; portons-la dans
Qv — a2wdR = o,

et intégrons en regardant C, comme constante, on trouve
Q*v + uR* — 2wQR = (,;

nous pouvons prendre
N = 0(C,, G,).

Exprimons maintenant que N satisfait & la seconde des équations (1g),
on arrive a

dN dN

—— — = 0.
ac, T %ge
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C, et C, étant indépendants de u,, u, est une constante dans l'inté-
gration; on a donc

u, G, ~ Cy = const. = 0.3
. ne renfermant pas v,, w,, R,, nous arrivons a cette conclusion,

que
(2[) N =F(a, v, w,, Rl)v

F étant une fonction arbitraire.

Maintenant, si 'on exprime que N vérifie les relations (20), on
trouve définitivement que N doit étre de la forme

(22) N =F(«, a,),

ou 'on a

(23)

o = un,v —u,w*— Qv — uR*+ 2wQR,

oy = uw,v,— uw? — Q*v,—r,Ri+ 2w, QR,.

1l faut de plus que N satisfasse a I’équation suivante a laguelle se
réduit I'équation (18),

ade—i—aw @—i— 4N v dN—i- x| AN
w T Vaw, TV aw T aan (df{_i_dﬂ‘
)
(24) ) AN dI  dZ
1) S5 —— —_ = 0.
+\R+R)4Q+da+d& )

Or, si I'on pose

P = uow, —w,w?— vQR, + wRR, +Z(wQ — uR),

25
(25) (P,=u,v,w—ww? —¢,QR +w,RR+Z(w,Q—w,R,),

I'équation (24) deviendra

AN dN  dZ dz
( —_— — —_— —
(26) 2Pdoc + 2P, i + R+ praak

ou
pdD Q+‘2Pdn')dN_dD 4D
(27) 2V7z) 7. ( v az ) am ot aR’

I ' ' " S T
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Or on vérifie que

D dD
d7 — alR,
4D dD
y ¢ -
Pz “aR”
ce qui donne
8y _ap dx 4D dN _ dD D _
(28) 28R de T 2R do, T AR 4R, T

Pour intégrer cette équation, il faut intégrer le systeme

dp " dD
AN + 2 dR AR,
20 D -
dR
dD 4+ aD
i — -
' du, dR dR,
{ y . ———
\29) dN + 2u, D 0,
dR,
de dD dx, dD
"% dR T @  dR
1.a troisieme relation nous donne
4D dD dD dD
PR _-E— —_— —_— ._+.. —_—
dR dR, o a dz 4 adx, dR th\_ z,dr 4= adz.
) D - 7Vﬂa, dz ’ TUD - 2l o,
dR dR,

Alors les deux premieres preuneut la méme forme, qui est
suivante :
T /dz da
N () o,
2 ' o
d’ou
M+

lo log{ma,) = const.;

8 1=}
W | -

donc
z (log M -+ log vao,) =C
est I'intégrale de I'équation (28).

Tome XIX. — Aveir 1854, 4
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On en déduit

(30) M=

— %

o,

qui est 'expression du multiplicateur cherché.
On vérifie facilement que

we,, = B?* — AC,
que o est le déterminant

u, Q, w,
Q, u, R,
w, R, v,

et que ¢, est le déterminant

Uy, Qa Wy,
Qs u, R,
w,, Ry, o,.

Troisieme méthode.

Notre point de départ sera la formule

dD  dD

d.logM _ dR " 4R,

(31) 72
dZ

D étant le déterminant

Q, u, R, w,
w, R, v, Z,
Ry, w, Z, v,

o 1. ' " . 1 TOUNSUE e s e
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dD ) \ . .
IR est égal a la somme des déterminants A, A,

u, Q, Ry, u, w, Ry,

Alw, R, Z, A1Q, R, w,

R,, Wy, vy (RH Z, v,
(lD ’ N r . T
5 st égal 4 la somme des déterminants &, A,

1

Q, u, R, Q, w, Ky,

A Y, R, v, A ) u,, R, w,

Ry, w, Z, R, v, Z,

dD , N . .
7 est égal & Ja somme des déterminants d, 9",

u, Q7 w, u, Q, R,
&1 Q, u, R, '8 Q, uy, w,
R,, w,, Z, w, R, Z.

Or un déterminant ne change ni en grandeur ni en signe quand on le
renverse ; donc

AMN=A, A,=4, =20
et, par conséquent,

d.logM A+ A
(32) e T

or, le déterminant ¢ a la forme suivante, si Yon a égard aux rela-
tions (2):

(97 + g5+ 9gs) (4092 + GaGs + G596 (0194 + a4 + 75753
(719s+ G qa+9596)s {95+ 9: +9%) (¢ ga+ ¢3qa+ 75965
(G095 Ge+qs0e) (G29s+ Qe g+ 960s)s (72 qs+92qa+ 95 70)

)

Mais ce déterminant est égal au produit des deux déterminants

Gis Gas YGso Py Gas s
m < qq i Yoo n{qss Gus Yoo
¥ ! U . [ [ U
G1s Y30 G55 9o Gur Yo+

14..
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De méme le déterminant A étant égal 4
(97 +q3i+q2), (3@ +Gagu+q4596)s (44954 s +9595)5
AT+ 495+ 645)s (419242 qa + 4596 )s (¢ 1o+ qods + 5405
(9 92+ 9595+ 9595), (9295 + 9y +quqs)s (9324 q5 +4q5")

est aussi le produit des deux déterminants

,(]n VETIUEY) SQM 4ss Ys»
%59 9ss Gy B{q g oo
Yo > o5 "/Im Gir Gss

et A, étant

(9192 9395+ 9596), (95 g7+ ¢2), (9092 + 439+ 4596 )3

)
A {91 9e + 99 +9595)y (492950 + 45 q6), (9,2 +q52+ ¢

D+ 0+ 4590)s (@20a+ i+ 964 (409 + 4ads + 4590
peut étre remplacé par le produit des deux déterminants :
T Gae Ys, 43y Gar Go>
%o $ 92 Gar Ges Biide 95 9ss
9is Gar s 92 9or G-
On aura donc
(33) d.l(;)th:a@;;a‘[i,'

Or, on voit que
B=n, a=nm.
Comparons « et m; « est égal et de signe contraire 4
Gy 93s G5,
925 Gus o
9> fas 75>

al

que U'on déduit de o en changeant la deuxieme ligne horizontale en la
troisieme, et vice versd.
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Or, o' se déduirait de m en changeant
g, en gy, ¢, en g,, ¢ en 4
mais on a
m = aq, + bq, + ¢4,
apres avoir posé
a=qsq;— 9:9s s
b=4q.qs— 941>
€= q:q\ — ¢+ g
Donc
o = aq, + bg, + ¢q;-
Or,
dm ) , , da  db de
7[:aq2+bq4+cqﬁ+q25+q4—[5+qez~

Ayant égard aux équations suivantes, établies dans le Mémoire de
M. Bertrand :

lg . . .
{Ztl = Em, m, (Pg)[g(‘a’ — 2, )2 q + 2 (o, — o) By — {52)({2]7

dq’, o Ry

Zt - 2 my o, U (p3) 2 (B — Ba) e + 2 (2 — ) (B¢ — B2 quls
iq A ’ , o
%: 2 m,my Y (%) [2 (0 — o) g + 2 {0y — ) By — ) sl

— = 2 mymy ' (p3) [ 2 (B — B)* qu + 2 (o — o) (B — fe) ¢s 1
dq \ [ N )
—:‘]”‘: 2‘ my (P%)[l (ot — o) g5+ 2 (o) — o) (Bi—fe ’(1617

- = 2 m, m, L’ra’(pi)[l (B — ﬁ2>2qe+ 2o, — o) (B — 25l

on vérifie facilement que

di

da db e
(I2d7+({4gt‘+({ﬁ('l‘[—-07
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donc
, dm

O == — ) == = ;17
Un calcul analogue conduirait a la conclusion

d;
ﬁaz"jz’

par conséquent,

n 17) dm
diogM _ "Z TP FH  dlogmn
de mn - dt ’
I
(34) M= —

c’est une autre forme du multiplicateur que nous cherchons. M. Ber-
trand avait annoncé ce résultat dans son cours.

Nous trouvons donc, pour les différentes formes d’un des multipli-
cateurs du systeme (1),

¥ I 1 I
(33) M_\/Ez—_jé:\/;(:AZ—kB:%’

ou

L=q, 4, +q,qs + 9, ¢, = —BIZQBZ-AC’
A= uu, — Q3
B =Q(RR, + ww,) — uw, R — u, wR,,
C=uv, R+ u, vR} — R*R} + 2ww, RR, —2v, wQR
— 2 vw, QR — uw, vv, + oo, Q® 4+ uow?
+u vy w? — wiw?;
o est le déterminant
u, Q, w,
Q, u, R,

w, R, v,
o, est le déterminant

u, Q, w,
Q u, R,

w,, Ry, vy,

[T TR - 1 FEUC N e e e e e
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m est le déterminant

9y 93y G5
Gor Gy Yo

1 ?
Tio 93y 95

et n le déterminant

95 G35 gs,
92y G4y Ge>
9o 9o 9o



