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Détermination des valeurs d'une classe remarquable d'intégrales 
définies multiples, et démonstration nouvelle d'une célèbre for-

mule de Gauss concernant les fonctions gamma de Legendre; 

PAR M. J. LIOUVITXE 

i . L'intégrale définie 

/ e ^ ' du 

est, comme on sait, égale à 

J e \ «V da. — \]nerih 

k désignant une quantité quelconque positive ou nulle. En y rempla-
çant α par \Ja et doublant sa valeur, on a donc 

(') /·*= - («"H—\ i — i-

J'ignore si l'on a remarqué déjà que la formule 

Γ
(ΐ)

Γ
(^) =

 ϊ
"'ν'ΪΓ(μ). 

où Γ (μ) désigne, suivant lanotation de Legendre, l'intégrale eulérienne 
de seconde espèce 

β~α·αμ~ϊ da, 

est une conséquence immédiate de l'équation (i). Il suffit de multiplier 
les deux membres de l'équation (i) par dk, puis d'intégrer de 
k = ο à k = oo . Cela donne en effet, en changeant l'ordre des intégra-



PURES ET APPLIQUÉES. 83 

tions pour a et k, 

/"V*i 'd*r e & r^hT-'dk. 

Or on a 

£"e
 i

-lf->dk='-Î £~ ,->F 'rf|S=i«
f
r(£) 

et 

Γ°°β-»ΑΓ 1dk = ̂ · 

Substituant et multipliant par a, on arrive à la formule citée. 

2. Je me propose, dans cette Note, d'étendre la même analyse à 
la démonstration de la formule générale que l'on doit à Gauss : 

(A) r(S)r(!Lri)-r(i:Î1f-J:) =»* 

Je regarde comme connue l'équation d'Euler 

γ
(;)

γ
(:)-

γ
("-^) = 5Ϊ<">"

Γ
· 

qu'on établit aisément par différents moyens. Mais j'ai besoin de 
trouver d'abord les valeurs d'une classe d'intégrales multiples, très-re-
marquables du reste en elles-mêmes, et qui peuvent être appliquées 
utilement à la recherche des intégrales de certaines équations aux dif-
férences partielles. 

Ainsi pour le cas de η = 3, c'est-à-dire pour démontrer la formule 

(B) r00r(^)r(HP)=3* 

je me sers de l'intégrale double 

££££e (K+/S + «^
a

3 1 β1 ' dndp, 
XI.. 
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dont je prouve que la valeur est 

r(!)r (§)-"> 
ou 

— e~*h 

Admettant en effet qu'on a 

(») JQ JQ y3 

multipliez les deux membres par Ιίμ~ι <Jk et intégrez deA = oà^ = eo. 

L'intégration par rapport à k s'effectuera sous les signes j* en ob-

servant que 

fe'-n" 'dk = !(„«« Γ (|), 

et le premier membre deviendra 

sr(S)X £ e 3 'e5 'Λ^· 

c'est-à-dire 

3" yß 

quant au second membre, on trouve 

tâü 

ou 

s'1 y/3 
De là 

ïr(S)r(ETi)r(tTî)-î^r('"· 
et, en multipliant par 3, la formule (B). 
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En général, l'intégrale définie à (η — i) variables 

/ ■·· I e \ α« ...a^ da{da2...dan^, 

que je désignerai par R, a pour valeur 

ΛΟΟ Λ» — /a, + + — \ I - 1 

et il suffît de multiplier par kF~~ ' dk les deux membres de l'équation 
qui exprime ce fait, puis d'intégrer de A — ο à k = oo , pour obte-
nir la formule (A). 

3. Le calcul qui conduit à cette formule (A) peut être présenté au-
trement, en s'appuyant toujours sur la valeur de notre intégrale R, mais 
en partant, non plus de cette intégrale, mais du produit 

r(£)r(trI)-r(t±^1)· 

qu'on peut mettre sous forme d'intégrale multiple, savoir 

Z"5 ■» ~ — ' 'X + ' —1 P~h"— 

Substituons en effet, dans cette intégrale, à la variable α une autre 
variable k ayant les mêmes limites, en posant 

α = , 

ce qui donne 

-n-1 , nhF 1 dis 

le résultat de la substitution contiendra notre intégrale R; car il peut 
s'écrire 

n£* R k" ' dk. 
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Si donc on admet que 

R = -^(an) 2 e~nk, 
il deviendra 

n'(u) 2 f e~nk k dk, 

c'est-à-dire 

ΒΓ'(ΐϊ)ΤΓ (μ); 

d'où résultera de suite la formule (A). 

4. La formule 

R = ·4(2π) 2 e"nA, 

ou, si l'on veut, 

» = r(i) ι·(:)-

se démontre, au surplus, bien simplement. 
Pç>ur mieux faire comprendre notre méthode, revenons d'abord sur 

le cas de η = ι. Alors 

J e ^ "'a da.} 

donc 

ρ α 4 a ρ 

Substituons à la variable α une autre variable β en posant 

α = — s d ou — = fi et — = £■ 

Les limites pour β seront oo et o, ou bien ο et « en changeant le 
signe de dβ. On aura par suite 

£=-
a
jf

e >· 

I I M Π >**' M M 11 Ml ItftHiHMftH < It 
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c'est-à-dire 

dh — axi' 
et partant 

R = Ce-ïA. 
La constante C se détermine en posant k == o; elle est égale à y π. 
On a donc bien 

J/\ cc — | αΗ— ) ——I _ 

Soit à présent η = 3, ou 

R= ρ 

En différentiant par rapport à on a 

^=-3ΡΓΧ%" α'" 

Substituons à la variable α une autre variable γ, en posant 

α = —, d ou — — y, et — — --

Les limites pour y seront encore ο et 00 , à la condition de changer le 
signe de dy. Il nous viendra donc 

ργ α ρ ' α γ 

L'intégrale placée au second membre est encore R : seulement a et β 
sont remplacés par β et 7, ce qui n'importe en rien. Dès lors on a 

dk--ÔR' 
d'où 

R = Ce- 3*'. 

En posant k — o, on trouve d'ailleurs 

c = r(î)r(s): 
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on a donc bien 

K = r(î)r(i)e"" 
comme le donne, pour η = 3 , notre formule. 

Prenant enfin la valeur générale de R, savoir 

J/»oo λ» J α , -t- α, -H ... -H κ , H ) I—, - ! — l 

différentions-la par rapport à A. La valeur de la dérivée sera 

Γ ■·■ f e ' α'κ,-κ"'aï a" ...oj., 

Substituons à la variable a, une autre variable a„, en posant 

a, — ? 

et la valeur de se présentera sous cette autre forme 

(À* \ ι 2 η — ι 

L'intégrale en facteur est précisément R : seulement les indices de α 
sont tous ici plus grands d'une unité qu'ils n'étaient d'abord, ce qui 
est indifférent. On a donc 

Tk = -"R

' 

d'où 
R= Ce-"A: 

en posant k = o, il vient d'ailleurs 

c = r(qr(;V..rfî=ii=-i=(ait) 

La formule 

R = -!= (a π) . e~"k. 

est donc démontrée. 


