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PURES ET APPLIQUÉES. ι o5 

SUR 

LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE 
DE LA FONCTION PERTURBATRICE; 

PAH M. PUISEUX. 

DEUXIÈME MÉMOIRE. 

Les formules du Mémoire précédent fournissent l'expression du 
coefficient du terme général de la fonction perturbatrice sous la forme 
d'une série procédant suivant les puissances de quatre quantités qui 
sont le sinus carré de la demi-inclinaison mutuelle des orbites, les 
deux excentricités et le rapport des grands axes. Il y a avantage en 
effet à développer le coefficient suivant les puissances de ce dernier 
rapport, quand les deux planètes sont à des distances très-inégales du 
Soleil : mais lorsqu'au contraire les distances au Soleil de la planète 
troublée et de la planète perturbatrice ne sont pas très-différentes l'une 
de l'autre, le rapport des grands axes cesse d'être une petite fraction, 
et cette circonstance peut rendre fort lente la convergence de notre 
série, dans le cas même où les deux orbites seraient peu excentriques 
et faiblement inclinées l'une sur l'autre. Je me propose de montrer ici 
comment on peut éviter le développement suivant les puissances du 
rapport des grands axes, en faisant usage des fonctions b de la Méca-
nique céleste, et obtenir le coefficient du terme général de la fonction 
perturbatrice sous la forme d'une série procédant suivant les puis-
sances de trois quantités seulement, savoir le sinus carré de la demi-
inclinaison mutuelle et les deux excentricités. 

Je remarque d'abord que l'inconvénient qu'il s'agit d'éviter n'existe 

pas pour la partie j p-
3
 de R; car les grands axes a et 

Tome V (2E série). — AVRIL I860. 14 
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a' n'y entrent que dans le facteur on pourra donc conserver poul-

ie développement de cette partie les formules du premier Mémoire. 
D'après cela, pour obtenir les diverses parties CE'* dont se compose le 

coefficient de zm z"n' dans J3R-' · ■ ■ ■ ■ „ > on devra, après 

avoir changé le signe du second membre de l'équation (10), substi-
tuer dans les équations (10) et (ι i) les trois systèmes de valeurs 

k=*o, /»s=i, q — o, 

k = o, p — o, q= r, 

A=i, /» = o, <7 = 0, 

en attribuant d'ailleurs aux autres entiers η, n', etc., toutes les valeurs 
positives propres à vérifier les conditions (ta) et (i3). Il faut se rap-

peler que dans l'équation (10) α désigne le rapport de sorte que si 

l'on voulait, suivant l'usage, désigner toujours par α celui des deux 

quotients qui est inférieur à l'unité, il faudrait, dans le cas de 

a' < a, écrire ~ à la place de a> 
Nous avons maintenant à former le coefficient Λ,

Π(
,„< de ζ'" z""' dans 

le développement de — —-— Reprenons pour cela l'équation 

, V1 { X \A 1 * ^ ■ . ( 3 £ 1) ρ ·Ϊ /-λΑ 

dans laquelle nous devons exprimer chacun des facteurs Ρ 2 , QA en 
fonction de s et de λ'. NOUS avons » 

Ρ 3 = [r2 + r" — 2rr' cos (V — V' + σ)] 2 

considérons généralement l'expression 

/'(r, r") = (r2 r'2 — 2/r'cos0)~', 
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où l'exposant t est un nombre réel quelconque. La fonction f '(r, r') 
sera, pour des valeurs réelles de r, de r' et de Θ, développable en uni; 
suite de termes proportionnels aux cosinus des multiples de 6 ; nous 
pouvons donc poser 

/(r» r')= ς (r' r'il)cosi®> 

(r, r'fP désignant un coefficient qui dépend des valeurs de r et de r', 
de l'exposant t et de l'indice L 11 s'ensuivra 

Ρ 2 = 2 (r' r')C/} . cosi{^ -V' + σ) 

= S Σ C. Γ')«, + i 2 ('·. rill Ε-'"1-"'-'. 

Mais on a 

EiV=s (ι — 7) (ι — wî) S Ε
 lV

 = j(j - «î) (1 \ 

E'V'=/^i Ε lV

'=p(i - «V) (ι - \ 

en substituant ces valeurs on trouvera 

P~ 2 = 
ï Σ {r,r'f

k

l)

 L
sls'~l (ι - jV(i - ^)-'(· - ω'Ο'ίι - J-) V* 

- J 4 ES 

Posons maintenant 

Γ=α + ^α, r'= λ'-t-da', 
14.. 
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tie sorte qu'on ait 

èa — — ae cosu = — «εω (s -t- jj» 

âa'= — a'e' cosu' = — α! ε' ω' ? 

puis examinons dans quel cas la quantité f (r, r') et par suite le coef-

ficient 
(r,/·')</> = 2 f'/(r,ncosUde['} 

peuvent être développés suivant les puissances croissantes de âa et 
de âa'. 

Nous observerons à cet effet que la fonction 

f [a ■+■ xâa, a' + x&a') — F (x) 

pourra être développée suivant les puissances entières de x, tant que 
le module de χ sera inférieur au plus petit des modules des valeurs 
de χ qui vérifient l'équation 

(a -h xda)'-h(a' + xâa')2
 — 2 (a + χ à a) {a' -h χ âa') cosO = o. 

Ces valeurs de χ sont données par la formule 

a'E±iS — a a'E±,s-a 

et on reconnaît aisément que leurs modules sont l'un et l'autre égaux 

ou supérieurs à la valeur numérique de la quantité —,· Si donc 

le module de χ est inférieur à cette valeur numérique, on aura par la 
formule de Maclaurin 

14.Y :F;i 0« 

[*] 11 faut, comme on sait, réduire à moitié le second membre de cette formule, 

quand on y suppose l = o. 
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En particulier, lorsque la valeur numérique de 7 sera supérieure 

à l'unité, on pourra dans l'équation précédente faire χ = ι et elle de-
viendra 

^■1 ι. 2. . ./?x 1.2«..^ —p) daf du."i-r 

= V V'7 ——— , · ^/(a'g,) <?«' 

ou bien, en remplaçant q par ρ + ρ', 

f,r r>\ _ y y . L αΐ'+ρ·/(α,α') ^ ^ 

On voit donc que la fonction f{r,r') et par suite la quantité 

(r, r'fP sera développable en une série convergente ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de âa et de âa', lorsque la valeur nu-

mérique de "'^2. a
 sera inférieure à l'unité. Admettons que cette con-

dition soit remplie, et elle le sera généralement à cause de la petitesse 
des excentricités : on aura 

,n ^00'-" , dP^P'(a,a')[l) 

p= co />'=00 p + p' . (/) 

X (a e^y (a'ε' ω' )f (s + · 
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Il s'ensuivra 

Ρ ~ = 

i — 00 /7 ~ CC p'= 00 

GÎ'Î,-î^i— (ι — ωί)~'(ι — ω'ί'/ 

χ (î+f) (
ί

'
 +

 ?)
/>Ε

'
Ζτ 

/ = Χ /7 = Χ />'=C0 

Gi-'Y'ô — ω#)'^ϊ - jj ('"Τ") Ι 
χ (ι — ω's')~l (ί -+- j)P

 (
J
' + ρ)'' Ε

 ,/ιτ j 

5 

en faisant, pour abréger, 

G = !
 ;

 — +' (am)' (a's'u'V. 

et par conséquent 

Δ 

A=x / = co p = cc/?'=cc 
<~ ''"WSir Gs' 7)'(1 -»■>)"'(1 -

χ (■-ΓΓ(ϊ + ;)'(''+?)' 

A==QC Ζ = od /; = ΟΟ p'= oo 
(- ')"ÎiÎiï>T

,Gj
"'

,
"

(
' - ?)"'(> - τ)' 

χ (ι -
 ω

ν)-' (λ + j)' {'·+'-:( E-"'Q* 

Il faut maintenant dans les deux parties dont cette expression de ^ 

se compose mettre pour QA sa valeur en fonction de s et de s1. Dans la 
première partie, nous remplacerons QA par l'expression obtenue dans 
le précédent Mémoire, savoir 

QA= 2 His"_A j'2n'_A (-i — es)h~n ( ι — eV)A_n' 

χ
 j;'[(3n — *)?+(»»'-*)?'] 
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r J ' j^· + J
t

_ s* 57 

* 7 31% jL. J 7 J* -î 
M "C ^ | -f* ■< I It 
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Il reste à multiplier cette valeur de ~P
ar quantité Π du pre-

mier Mémoire, et à chercher dans le produit le coefficient de s"1 s""', 
lequel ne sera autre chose que

 c
it,On arrivera ainsi à la proposition 

suivante : 
Soient 

k, l, ρ, ρ', η, η', λ, ρ, λ', ρ', βγ, ε?', ι, κ, ι', a', g, g' ν, ν' 

des nombres entiers positifs satisfaisant aux inégalités 

(a) 
l λ < Ζ -+- ι, λ' < I + ι, σ < ρ, σ' < ρ', ι < η, 
( a < k — η, ι' < η', *' < k — η', ν < g, ν' < g' : 

faisons 

^ ρη+η'-\-ρ-ϊ-ρ'+1 + X'-r- i-t- « -ri'+«'+ï H- v' -t-fi-t- l'+ï'-i 

ι . 3... (2 Λ—ι) X(X— i)...(X—«+]) X(X-—i)...(X— n'-f-i) 

(£) G =-/31V'χ 

Χ (/+')^···(/—λ + — i)/. · .(/-t-JX— 2) 

( / H— ι ) /. . . f l — λ —(— ι ) i / — * / ^ ■ · ( ^ ~+~ f*' — ^ ) 

ι .2. . .ΰϊΧ ι .2. . .{ρ — σ) Ι.2...σ'χι 2. ·.(/>'—σ') 

« (« — ι). . . (η ■— ι 4- ι) ( Χ· — //) (/* — η — ι ) . . . (Α — η — y Η- ι ) 

η'{η'—ι) — t' -I— ι i (Χ-— n')(k — η' — t) ..(Χ —η'—s#' Η- ι ) 

1 .2. ■ . ν Χ I .2. . . .{g — ν) I .2. .. ν'χ I .2. ν') 

? α Ρ {ί ρ çpιs1 + 

5 

<. L 'a> ω 

(c) = — 4) φ 4- {in' — k)<p'. 
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Cela posé, nommons A, la somme des valeurs que prend l'expres-

sion CE"1, quand on attribue aux entiers k, l, ρ, etc., toutes les va-
leurs positives ou nulles propres à vérifier, avec les inégalités {a), 
les deux équations 

(d
t

) 

l ->r in — k — 1-{- p. ρ — 2.ZS — ι + 8 +g — iv = m, 

— I -4- in! — k + λ'— μ'4- ρ'— its' — ι'-+- g' — iv'~ m'. 

Nommons de même A
2
 la somme des valeurs que prend Vexpression 

CE-quand on attribue aux entiers k, l, p, etc., toutes les valeurs 
positives ou nulles propres à vérifier, avec les inégalités [a), les deux 
équations 

[df] 
— I — an-hk-hX — μ — ρ -+- azs + t — 8 -+- g — 2V = m, 

l — m'-+- k — λ'-+- μ' — ρ' -l· ι' — g'— 2v'= m'. 

On aura 
^m,m' — A4 "4- A

3
. 

Supposons qu'on ait attribué aux entiers k, l, p, etc., des valeurs 
propres à vérifier l'un des deux groupes d'équations désignés par (d, ) 
et (d

2
), par exemple le groupe, [d, ). Si l'on remplace m par — m, m' 

par — m', ν par g — υ et v' par g' — v', les autres entiers conservant 
leurs valeurs primitives, les équations (d2

) seront vérifiées, et le coef-
ficient C ne changera pas non plus que l'angle κ. On vérifie de cette 

manière qu'à chaque terme CE"1 zm z"n' de — - répond toujours 

cet autre CE_IX z~mz'~m', et en réunissant deux à deux ces termes 
correspondants, on aura — ? exprimé par une somme de termes 
réels de la forme ι C cos [in ζ -+- m'Ç' + κ). 

Lorsqu'on suit pour le développement de — -— la marche qui 
vient d'être expliquée, le coefficient C ne contient plus les demi grands 
axes a et a' que dans la fonction 

dP^P\aa'f) 

Tome V (2e série). — AVRIL i860. 15 
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qui s'exprime aisément au moyen des fonctions b de la Mécanique cé-
leste et de leurs dérivées. En effet si l'on suppose, pour fixer les idées, 

a < a' et qu'on fasse ρ = a, la fonction de α que Laplace désigne par 

b
t
 est définie par l'équation 

(Î 4- a2 — 2 α cosÔ) ' = · 4- b^cos0 4- b^ cos 2 0 -H — 

Mais nous avons posé 

(<za-4- a'2 — 2Urt'cos$) ' = {a, a'f°^ 4- {a, a')^cos0+(a,«'^3'cos 2 04-

la comparaison de ces deux équations nous donne 

[a,a')
t
 —a b

t
 , 

le second membre devant être réduit à moitié pour l — o. Cette for -

mule exprime la quantité (a, a'fP au moyeu de b^\ et en la différen-

tiant successivement par rapport à Λ et à a', on en déduira l'expres-

sioll rte m fonction de 4(,"etde ses dérivées prises par r,p-

port à a. 
J'indique en passant des formules qui rendront ces différentiations 

très-faciles : représentons par (n, h) l'expression 

n{n —1)! (η — 2)'. . .(η — h 4-I)!(« — A} 

dans laquelle tous les facteurs du numérateur sont élevés au carré, 
excepté le premier et le dernier, en sorte qu'on ait 

(n,o) = i, (η, ι) = n(n — ι), ~ ·,·■·■ 

Soit d'ailleurs ν une fonction quelconque de a; ce sera, par exemple, 
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une des fonctions : on aura, quel que soit l'exposant q, 

, ^ dP(a'-iv) dPv 

. , , , , dP' (a'~iv) , dP'ç 

+ [(/»'» 0+T-îJ 

.{P'y Z) 4- 7-- ?(/>' — I , • 

-+- £(//, 3) -h · q [p'~ I, 2) +
 P (

^
 a

 gr + l) (// — 2, l) + '' ^ ^+ l)(? + 2)J 

Χαί'-3^ + ···' 

' daPda'P' daP 

+ [(/''>.) +1. L 

+ [(„<,,) + f+ ,(, + »] 

-+- [(/>'. 3)+ γ,(, + ,)(y—
 2

, i) + p ip
 t

 + 

/ df'"8 P\ 

Comme dans le Mémoire précédent, nous désignerons par Ν l'ordre 
du coefficient C, les excentricités et l'inclinaison mutuelle étant regar-
dées comme de petites quantités du premier ordre ; nous aurons ici 

T6= te= 

Mais selon que les entiers k, l, etc., satisfont aux équations (d
t
 ) ou aux 

i5.. 
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équations (rfa), on a 

TO ■+; TO' = ι η 4-ι η' — ι k — λ 4- μ 4- λ' — μ' -+- ρ — 2 © 4- ρ' 

-2®'-!+«- ί'+ »'+ g — 2V 4" g'— 2V', 

ou bien 

TO ->r τη! — ik — in — m'-h λ — μ — λ'4- μ'— p + 2π — ρ' 

-h 2ffl'+! — a 4- e' — a'4- g — 2v -4- g'— 2v'. 

Il en résulte, clans le premier cas, 

Ν 4- (to -+- m') 

— ύ[ «4-n'+ μ 4- λ'4- (ρ—π) + (/>' — »') + » + »'+ (g — ν ) + (g' — v' )]> 

Ν — (m 4- to') 

= 2[(A — η) + (A —»') 4- λ 4- p/4- © 4- ©'4- £ 4; :'4- ν 4- ν'], 

et, dans le second cas, 
Ν 4- (to 4- to') 

— ι [(A — η) 4- (k — «') 4- λ4- μ'4- © 4- ©'4- ι 4- t'4- (g — ν) + (g'— ν')], 

Ν — (to 4- TO') 

= 2[η4- «'4- μ 4- λ'4- (/> — ©) 4- (/?'—©') 4- « 4- a'4- ν 4- ν']. 

Par ces formules jointes aux inégalités (a), on voit que l'ordre Ν n'est 
jamais inférieur à la valeur numérique de m 4- TO', et que quand il la 
surpasse, c'est d'un nombre pair. 

Proposons-nous, en particulier, de former les parties du coefficient 
A>m,m' qui sont précisément d'un ordre égal à la valeur numérique de 
TO 4- TO'. En supposant, pour fixer les idées, la somme m 4- to' positive, 
on voit que si les entiers A, /, etc., satisfont aux équations [d, ), on devra 
avoir 

n = n' — k, λ = p.' = © = ©' = c = î' = a = a' = ν = v' — o, 

et que si les entiers k, Z, etc., vérifient les équations (c/2), on devra avoir 

η — n'~ p. ~ ).'= ί = ι'— a = a' = y = ν' = ο, ρ = ZÔ, Ρ'=ΖΑ'. 
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De là on conclut aisément la règle suivante : 

La somme m 4- m' étant supposée positive, soit d'abord 

C, = 

— - fsti'i— 1 Ψ+ρ'-*-λ'. ',3· ' · ^k~l). — ··('■+ p — 2') 

(/+ (I — λ'4-2) ι ι mS m'r 

dp+P'{a, a')[l) , 

Iuves ou rmufis propri 

ι 

y, = Ισ -h k (ψ ψ'), 

et nommons B, la somme des valeurs que prend le produit C{ E'% quand 
on attribue aux entiers k, l, ρ, ρ', μ, λ', g, g' toutes les valeurs posi-
tives ou nulles propres à vérifier les conditions 

λ'</4-1, l-^-k-μμ-^-p-^-g=m, — l 4- k 4- λ'4- ρ'-μ g' = m'. 

Soit, en second lieu, 

Ca = 

fyi' ( lY+r'+i 1 ■3· ■ · (1 ) (/4-1)/. ■ ■ (/— Λ — 2) 

(/ — ι)/...(/4-ρ' — 2) ι ι m% m Ρ' 

dP + P' {a,a'fp , 

17 ¿ ', 

ί 

X
2 ■— — Ζ c 4- ky<^ 4-

et nommons B
2
 la somme des valeurs que prend le produit C

2
Ε quand 

on attribue aux entiers k, Ζ, p, g', λ, y.', g, g' toutes les valeurs posi-
tives ou nulles propres à vérifier les conditions 

λ<Ζ-M, — l-μ k-μ λ-μ ρ μ-g— m, l-μ k-μ μ'-μ ρ'-μ g'= m'. 
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La somme B , -+- B
2
 sera dans la partie qui est précisément de 

l'ordre m -t- m!. 
On peut remarquer que si les nombres m et m' sont de signes con-

traires, l'une des'deux équations 

l-+-k-hp+p-{-g = m, l + k -h μ' -h p' -h g' = m' 

est impossible, et qu'ainsi des deux sommes B,, B
î?

 il y en a une qui 
se réduit à zéro. 


