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PURES ET APPLIQUÉES. J09 

THÉORÈMES 
CONCERNANT 

LE QUINTUPLE 1TUN NOMBRE PREMIER DE L'UNE OU DE L'AUTRE 

DES DEUX FORMES 40^ + 7, 4ο ρ+23; 

PAR M. J. LIOUVILLE. 

Nous avons déjà donné (dans le cahier d'octobre i860) deux théo-
rèmes concernant respectivement les nombres premiers /jop. + 7 et les 
nombres premiers 4ομ + a3 : l'énoncé changeait suivant qu'on s'oc-
cupait de Tune ou de l'autre de ces deux classes de nombres pre-
miers. Ici, au contraire, nous mêlons les deux classes et nous considé-
rons le quintuple (5 m) d'un nombre premier m qui peut être indif-
féremment de la forme 1\ομ -υ η ou de la forme 4ομ -F- a3 sans que 
nos énoncés changent. 

Théorème I. — « Pour chaque nombre premier m, de Tune ou de 
>1 l'autre des deux formes 4ομ-Η7> 4°μ· + 23, on peut poser au 
» moins une fois (et toujours un nombre impair de fois) l'équation 

ο m = (ιοί —H i)2 —1- ipu+' j2, 

» t étant un entier quelconque, pair ou impair, positif, nul ou néga-
» tif, tandis que j et ρ sont impairs et positifs, de plus ρ premier et 
» non diviseur de j. » 

En d'autres termes, si du quintuple d'un nombre premier, de Tune 
ou de l'autre des deux formes 

4op. -1- 7, 4ομ -t- 23, 

on retranche, tant que faire se peut, les termes de la suite 

i2, g2, iia, 192, 212,..., 
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que la formule 
(ιοί -+- if 

fournit en y prenant ί = o, i = ±i,i = ±:2,...,ily aura un nombre 
impair de restes susceptibles d'être mis sous la forme 

a/>4'+< J2, 

ρ étant un nombre premier non diviseur de y. 
Il est bien évident que l'entier y est impair. Quant à la forme li-

néaire du nombre premier p, nous remarquerons que, dans les condi-
tions où nous nous sommes placés, l'équation 

5m — (ιοί i)a -+- ιρ*ί+ίy* 

entraîne ces deux congruences 

ρ = ι (mod. 4) 
et 

p = ± 3 (mod. 5). 

Il s'ensuit que ρ est de l'une des deux formes 

2ου -§- i3, aov -l- 17. 

Nous nous bornerons aux exemples les plus simples en prenant 
d'abord m = 7, m — a3, m = 47· Pour chacun de ces nombres, on 
trouve une seule équation canonique, savoir 

5.7 = ι2 + 3.17. i2, 

puis 
5.23 = 9a-f-2.i7.i2, 

enfin 
5.47= i2 -l· 2. J3.32. 

Notre théoréme se vérifie également pour m= io3; mais on a alors 
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trois équations canoniques : 

5. ιο3 = i2 -h 2.257. i2, 

5.IO3=ii2-(-2.I97.I2, 

5.1 o3 = 212 + 2.37. J 2. 

Théorème II. — « Pour chaque nombre premier m, de l'une ou de 
» l'autre des deux formes 4°/*+ 7> 4°^ + on peut poser au 
» moins une fois (et toujours un nombre impair de fois) l'équation 

5m — (ιοί -t- 3)2 -t- 2ptl+i y2, 

» t étant un entier quelconque, pair 011 impair, positif, nul ou négatif, 
» tandis que y et ρ sont impairs et positifs, de plus ρ premier et non 
» diviseur de y. » 

En d'autres termes, si du quintuple d'un nombre premier, de l'une 
011 de l'autre des deux formes 

40p. -t- 7, 4°μ -+- 23, 

on retranche, tant que faire se peut, les termes de la suite 

32, 7
2, ι3\ 172, 232,..., 

que la formule 
(ιοί -t- 3)2 

fournit en y prenant t = ο, i = ± 1, t — ± 2, etc., il y aura un 
nombre impair de restes susceptibles d'être mis sous la forme 

2pu+, y
2

 ^ 

ρ étant un nombre premier, non diviseur de γ. 

Il est bien évident que l'entier y est impair. Quant au nombre pre-
mier p, on trouve, comme pour le théorème I, qu'il doit être de l'une 
des deux formes 

20V + 13, 20V + 17. 

Cette fois encore, nous nous bornerons aux exemples les plus 
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simples. Faisant d'abord m = 7, rn = a3, m = 4·7? »ous Irouverons 
notre théorème confirmé par les équations canoniques respectives 

0.7 = 3a + 2. i3.1a, 

puis 
5.23 = 3a + 2.53. ia, 

enfin 
5.47 = 3a -+- 2.113. ia. 

Il l'est également pour m = io3; car on a alors les trois équations 
canoniques que voici : 

5. io3 = 7a + 2.233.1a, 

5. io3 = 13a -+- 2.173. 1 a, 

5. io3 = '7a-t- 2.113.1a. 

Nous ne voyons aucun intérêt à pousser plus loin ces vérifications 
numériques. 


