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THEOREMES
CONCERNANT
LE QUINTUPLE ID’UN NOMBRE PREMIER DE L’UNE OU DE L’AUTRE
DES DEUX FORMES fop—+ 7, fop—+ 23;

Psr M. J. LIOUVILLE.

Nous avons déja donné (dans le cahier d’octobre 1860) deux théo-
rémes concernant respectivement les nombres premiers fop. + 7 et les
nombres premiers 4op. + 23 : Iénoncé changeait suivant qu’on s'oc-
cupait de 'une ou de l'antre de ces deux classes de nombres pre-
miers. Ict, au contraire, nous mélons les deux classes et nous considé-
rons le quintuple (5m) d'un nombre premier m qui peut étre indif-
téremment de la forme 4op. + 7 ou de la forme 4op + 23 sans que
nos énoncés changent.

Théoréeme I. — « Pour chaque nombre premier m, de 'une ou de

» Pautre des deux formes fop 417, fop + 23, on peut poser au
» moins une fois (et toujours un nombre impair de fois) I'équation

dm = (10t +1)* + 2p**+! y2,

» t etant un entier quelconque, pair ou impair, positif, nul ou néga-
» tif, tandis que 3 et p sont impairs et positifs, de plus p premier et
» non diviseur de y. »

En d’autres termes, si du quintuple d’un nombre premier, de 'une
ou de Pautre des deux formes

fop + 17,  fhop + 23,

on retranche, tant que faire se peut, les termes de la suite

2
1%, 9% 11% 19% 21%,...,
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que la formule
{10t + 1)?

fourniten y prenant ¢ = o, t =X 1,t =% 2,..., il y aura un nombre

A

impair de restes susceptibles d’étre mis sous la forme
Al 2
20

p étant un nombre premier non diviseur de .

Il est bien évident que I'entier y est impair. Quant a la forme li-
néaire du nombre premier p, nous remarquerons que, dans les condi-
tions ol nous nous sommes placés, I’équation

5m = (10t +1)* + QP”H)"

entraine ces deux congruences

I

P (mod. 4)

et

Il

p==3 (mod.5).

Il s’ensuit que p est de 'une des deux formes
20v + 13, 20V -+ 17.

Nous nous bornerons aux exemples les plus simples en prenant
d’abord m = 7, m = a3, m = 47. Pour chacun de ces nombres, on
trouve une seule équation canonique, savoir

57=1+12.17.1%,
puis
5.23=9*+2.17.1%
enfin

5.47=1%+12.13.3"

Notre théoréme se vérifie également pour m = 103; mais on a alors
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trois équations canoniques :

.

5.103:1’—1—2.257.1’,
5.103=11%+2.197.13,
5.|03=2|’+2.37.1’.

Théoréme II. — « Pour chaque nombre premier m, de I'une ou de
» lantre des deux forines fop, + 7> 4op + 23, on peut poser au
» moins une fois (et toujours un nombre impair de fois) I’équation

Sm = (10t + 3)2 + 2Ptl+|],2’

» ¢ étant un entier quelconque, pair ou impair, positif, nul ou négatif,
» tandis que y et p sont impairs et positifs, de plus p premier et non
» diviseur de y. » .

En d’autres termes, si du quintuple d’'un nombre premier, de I'une
ou de l'autre des deux formes

bop. + 7, fou + 23,
on retranche, tant que faire se peut, les termes de la suite

3%, 7%, 132, 172, 23%,...,
que la formule .
(10t + 3)?

fournit en y prenant t=o, ¢ = + 1, t==%13, elc., il y aura un
nombre impair de restes susceptibles d’étre mis sous la forme

2pal+l J,z’

p étant un nombre premier, non diviseur de .

Il est bien évident que I'entier y est impair. Quant au nombre pre-
mier p, on trouve, comme pour le théoréeme 1, qu’il doit étre de I'une
des deux formes

20V +13, 20y -+ 17.

Cette fois encore, nous nous bornerons aux exemples les plus
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simples. Faisant d’abord m = 7, m = 23, m = 47, nous lrouverons
notre théoreme confirmé par les équations canonigques respectives

57=3"+ 2.13.1%,
puis .
5.23=3%+2.53.1%,

enfin
5.47=3%+2.113.1%

1l Pest également pour m = 103; car on a alors les trois équations
canoniques que voici :

5.103 =% +2.233.1%,
5.103=13*+2.173.1%,
5.103 =17 42.113.1%

Nous ne voyons aucun intérét a pousser plus loin ces vérifications
numeériques.
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