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MÉMOIRE 
sun 

L'ÉTUDE DES FONCTIONS DE PLUSIEURS QUANTITÉS, 

SUR 

LA MANIÈRE DE LES FORMER 

ET SUR 

LES SUBSTITUTIONS QUI LES LAISSENT INVARIABLES; 

PAR M. EMILE MATHIEU. 

Quand je me suis occupé de la question qui est traitée dans ce Mé-
moire, on ne connaissait alors de fonctions remarquables que la fonc-
tion deux fois transitive (ou résolvante) de Lagrange et une fonction 
trois fois transitive de 6 lettres ayant 6 valeurs donnée par M. Hermite ; 
ajoutons à cela les deux fonctions deux fois transitives qui ont été ren-
contrées durant le cours de mes recherches par M. Rronecker, l'une de 
7 lettres ayant 3o valeurs, l'autre de 11 lettres ayant 60^80 valeurs, et 
l'on aura toutes les fonctions qui ont été données avant mes publica-
tions. Je rappellerai encore que, malgré le petit nombre de résultats 
acquis à cette doctrine, Cauchy avait publié pendant le cours de 
l'année 1845, dans les Comptés rendus des séances de ΐAcadémie, 
une longue série de Mémoires entièrement relatifs à cette théorie, mais 
il ne fit la découverte d'aucune fonction. 

A ces Mémoires de Cauchy j'ai toutefois emprunté une idée, et une 
seule : c'est celle de distinguer les fonctions en fonctions transitives et 
en fonctions intransitives. En effet, dans cette théorie, ce sont les fonc-
tions transitives, et surtout celles qui le sont plusieurs fois, qui sont 
seules vraiment remarquables. 

J'ai donné dans ce journal (année 1860) des notions générales sur les 
Tome VI (?e série). — JUILLET I861. 3L 
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fonctions transitives, et j'ai démontré l'existence de fonctions trois fois 
transitives de ρ -+- ι et de pf -+- ι quantités, lorsque ρ est un nombre 

premier. 
Dans le Mémoire actuel je supposerai connus ces résultats et je n'y 

reviendrai pas; mais j'exposerai la découverte de plusieurs autres 
familles de fonctions plusieurs fois transitives dont le nombre des quan-
tités est une puissance d'un nombre premier ou un tel nombre aug-
menté d'une unité, et je donnerai des méthodes très-simples pour les 
former. Et l'on comprendra toute l'importance de mes théorèmes, 
sachant qu'ayant cherché directement toutes les fonctions qui n'ont 
pas plus de 12 quantités, j'ai pu reconnaître que les 22 fonctions de 
moins de 11 quantités qui sont plusieurs fois transitives sont renfermées 
dans les familles que j'ai découvertes. Ce résultat fait voir clairement 
que l'on n'a pas de fonctions de η quantités plusieurs fois transitives, 
lorsqu'on laisse le nombre η complètement indéterminé, et ensuite que 
mes théorèmes donnent toutes les fonctions plusieurs fois transitives 
dont le nombre des variables est un nombre premier, une puissance 
d'un nombre premier, ou de tels nombres augmentés d'une unité, lors-
qu'on ne particularise pas davantage le nombre des variables. Enfin, 
j'ai pu m'apercevoir qu'en particularisant convenablement ces mêmes 
nombres, on trouverait de certaines fonctions qui seraient invariables 
d'abord par les substitutions qui ne changent pas mes fonctions plu-
sieurs fois transitives, et ensuite par un nombre plus ou moins grand 
d'autres substitutions. Je ne saurais mieux faire que de donner ici pour 
exemple l'étonnante fonction 5 fois transitive de 12 quantités que l'on 
trouvera dans ce Mémoire; cette fonction est due : i° à ce que 12est un 
nombre premier 11, augmenté d'une unité; 20 à ce que le nombre 11 
est le double d'un nombre premier, plus t ; 3° à ce que 11 est une 
puissance paire d'un nombre premier, plus 2. 

Ainsi je dois dire que, bien que les familles de fonctions que j'ai 
trouvées donnent les fonctions plusieurs fois transitives qui se pré-
sentent le plus ordinairement, je ne doute pas que par suite du concours 
de circonstances plus ou moins extraordinaires, il y ait non-seulement 
d'autres fonctions, mais encore qu'il y ait un nombre très-considérable 
de classes de fonctions plusieurs fois transitives, en ne rangeant dans 
une même classe que des fonctions dues à des circonstances identiques. 
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Ce Mémoire contient aussi une méthode qui permet de découvrir des 

fonctions plusieurs fois transitives, et des théorèmes généraux sur les 
fonctions transitives d'un nombre premier de quantités. 

CHAPITRE I. 

DE LA FORMATION DES FONCTIONS. — MÉTHODE POUR DÉCOUVRIR ET 

FORMER DES FONCTIONS PLUSIEURS FOIS TRANSITIVES. 

De la formation des fonctions. 

Considérons une fonction de η quantités, que nous représenterons 
par la seule lettre χ affectée de η indices différents; soit φ (ζ) une fonc-
tion de ζ telle, qu'en remplaçant ζ par ces η indices les résultats soient 
ces mêmes indices pris seulement dans un ordre différent ; <p ( ζ) pourra 
caractériser une substitution que nous désignerons par (x

z
 # „), ou 

même souvent par (z, <pz). 
D'après cela, soit 

(0 {x
z
 X

z
)\ {xz3C

Îfi (&Z ' ■ · > t*) 

un système de substitutions conjuguées, c'est-à-dire telles, qu'en faisant 
une quelconque de ces substitutions, puis cette même substitution ou 
une antre des substitutions (i), on fasse en définitive une des substitu-
tions (i), on aura 

cl s cl b z = cly z 

THÉORÈME. — Il y a toujours une fonction invariable par un système 
de substitutions conjuguées donné, et invariable par ces seules substitu-
tions. 

Proposons-nous de former une fonction invariable par le système 
de substitutions conjuguées (i), et supposons que les indices dee η 
variables soient ο, i, a,..., η ι. Soit 

ψ {^Oi -th» X
n
_

4
) 

3i.. 
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une fonction qui a 1.2.3...η valeurs, et qui est par conséquent 
changée par toute substitution. Sur cette fonction faisons successive-
ment toutes les substitutions (r),nons aurons les r fonctions différentes : 

(») 

ψ (·*·<,> 1 ^îj···»(xn-1), 

ψ(·*
?|

ο' ·*>,.» X9
t
*>···' ■*,,(—.))' 

Ψ(·*}.,ο» ·*?,(«-'))' 

^W' Λρ
Γ
_,«' θ)' 

Prenons une fonction symétrique de ces r fonctions, et nous aurons 
une fonction Ψ qui est invariable par les substitutions (1). 

En effet, faisons sur les fonctions (a) la substitution (ζ, <p
e
z), elles 

deviendront 

(3) 

Ή"*"?.0' ' χcl0(n-1) 

y(xclecl10,XW-> *>*,(»->))' 

Φ(λμ^,«>' V,' ' ))■ 

Or on a φ,,φ^ζ = φ„ζ; d'ailleurs les fonctions (2) étant différentes, 
les fonctions (3) le sont aussi; donc les fonctions (3) sont les fonc-
tions (2) prises dans un autre ordre; donc ψ est invariable par les 
substitutions (1). Il est évident qu'en général la fonction Ψ est changée 
par toute autre substitution, et que le nombre de ses valeurs distinctes 

est 1.2.3...n/r 

Si, ψ(ar
0
,χ,, jî

a
,..., α·„_ι) étant une fonction quelconque, le nombre 

des valeurs de la fonction Ψ n'était pas ■ ' ' " , il serait, comme il est 

aisé de le démontrer, un diviseur de ce nombre. 
Supposons actuellement que ψ(Λ\,ι ? λ^,..., ·τ

η
_,) soit invariable 

par un système de substitutions conjuguées 

(4) (Ζ, Ζ), (Z,E,Z), (Ζ, 0
2
Z),..., (*,0«-TZ). 
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Écrivons les substitutions 

(A) 

(ζ,ζ), (ζ,θ,ζ), (ζ, (ζ,θ^,ζ), 
(ζ,φ,ζ), (ζ,φ,Ο,ζ), (ζ,φ,β,ζ),.... (ζ,φ, ζ), 
(ζ,φ

3
ζ), (ζ,ψ3θ,ζ), (ζ,φ3θ2ζ),..., (ζ,φ2θ

α
_,ζ), 

(ζ,φ^,ζ), (ζ,φ
Γ
_,0,ζ), (z,<j>

r
_<$3z),...,{z,f

r
_
i
ô

u
_,z).. 

Si la réunion de ces substitutions forme un système de substitutions 
conjuguées, je dis que la fonction Ψ, formée comme il a été dit ci-des-
sus, est invariable par ce système de substitutions. 

La fonction Ψ est encore invariable par les substitutions (1); il reste 
donc à démontrer qu'elle n'est pas changée non plus par les substitu-
tions (4). Sur la fonction Ψ faisons la substitution (z,$

e
z), les fonc-

tions (2) qui la composent deviendront 

(6) 

ψ(^ο» Xe
e

,> xe
e
2i····)x00(n-1), 

'K*®.?.»» X».W r®.f,(■->))» 

Ψ (■*■«,
?1

0» Xe
t?

,li Χβ,φ,2>····> ^,(»-1))' 

La substitution (z,O
e

(p
s
 ζ) fait partie du système de substitutions 

conjuguées (A), puisqu'on l'obtient en faisant (ζ, φ,ζ), puis (z, 6
e
z); 

donc on a 

0,<p
t
z = fJfsz. 

Ainsi les fonctions (6) peuvent s'écrire 

(7) 

Ψ (Χβ,O' X9
e

2VJ XQ
e
(n—i))l 

ψ CVv \*î," x?«,v 'W—")' 

ψv,°' V,""·' Vv1-11)· 



a46 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

La première des fonctions (a) est invariable par la substitution 
(z, 0

e
z); donc elle est égale à la première des fonctions (7). On voit 

aussi, par la même raison, que la seconde des fonctions (7) est 
égale à 

Ή**-,·'
 Χ^η~'ψ 

que la troisième des fonctions (7) est égale à 

Ή**-,·' Χ^η~'ψ 

et ainsi des autres. Donc les fonctions (7} sont les fonctions (2) prises 
dans un autre ordre; car il est clair qu'elles sont différentes entre elles 
et la fonction ψ est invariable par le système des substitutions (4 ) ; donc 
enfin ψ est invariable par le système des substitutions conjuguées (A). 

Le système des substitutions conjuguées (A) peut aussi s'écrire : 

(*»*). (ζ,φ,ζ),.... («,φ^,ζ), 
(ζ,ό,ζ), (ζ,θ,φ,ζ), (ζ,0,φ,ζ),..., (ζ,β,φ^,ζ), 

(z, 6a—, ζ), (ζ, 6a_i^z), (ζ, Ç>jZ),..., (ζ, 0u-t fr-ι ζ) ? 

car toutes ces substitutions sont différentes. Supposons en effet que 
l'on ait 

d
t

<p
r
z = Ô

v
f
t
z·, 

désignons par Q'
s
 ζ et φ', ζ les fonctions inverses de ô

s
z et de φ

f
z, nous 

aurons 
<p
r
z = &

s
 0„<p,z et ψ

Γ
φ\ ζ = &

s
 θ

ν
ζ, 

et l'une des substitutions (1) serait identique à une des substitu-
tions (4), ce qui ne doit pas avoir lieu. 

D'après cela, on peut encore former une fonction invariable par le 
système des substitutions conjuguées (A) de la manière suivante. On 
formera d'abord la fonction 

X{x0> JCj,..., ), 
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qui soit invariable par le système de substitutions conjuguées (ι) ; puis 
sur cette fonction on fera toutes les substitutions (4); enfin on prendra 
une fonction symétrique X des fonctions ainsi obtenues. 

Il est évident que les fonctions (2) sont invariables respectivement 
par les systèmes suivants de substitutions conjuguées : 

(ζ, ζ), (ζ, θ,ζ), (ζ,θ
2
ζ)...., (z,0„_,z); 

(ψ, ζ, φ, ζ), (φ, ζ, f,O
t
z) (φ,ζ,φ,θ

Λ
ζ),..., (<ρ

(
Ζ,φΑ_,ζ); 

(φ
Γ
_,ζ, fr-ιή, (φ

Γ
-,2, (fr-a ζ; <p

r
_, θ

2
 ζ),..., (φ

Γ
_, ζ, <ρ

Γ
_, ζ), 

et si 011 désigne en général par f
e
z la fonction inverse de ^

e
z,ces sys-

tèmes de substitutions peuvent s'écrire 

(ζ,ζ), (ζ,θ,ζ), (z,0
a
z),..., . (z,5„_,z), 

{ζ,ζ),(ζ,γ
ι
θ,φ'

ι
ζ) (ζ, φ, 5,φ', ζ),..., (ζ,ψ,φ',ζ), 

(ζ,ζ), (ζ,φ^δ,φ',.,ζ), (ζ,φ^,^φ'^,ζ),..., (ζ, φ
Γ
_,ι9„_

( ζ)· 

Méthode pour former des fonctions plusieurs fois transitives. 

Soit une fonction transitive F de η quantités 30q^ 30^ ^ (X 2^ 1 · 1 ^ 30q^ ^ 
qui, considérée comme fonction des η — ι quantités se,, x

2
,...,xn-1, 

est invariable par le système des substitutions conjuguées 

(0 (x
z
xf, ^X

z
X^fj^ ^3C

z
Xg^fj,..., {fβ r_^ ' 

et qui n'est pas changée non plus par les η — ι substitutions 

if (xzxf, ^XzX^fj^ ^3CzXg^fj,..., {fβ r_^ ' 

qui s'effectuent sur toutes les η variables, et qui jointes à (x
z
x

z
) consti-

tuent un système de substitutions conjuguées qui caractérise une fonc-
tion transitive. Nous nous proposons de former, si elle existe, une 
fonction deux fois transitive Φ des η + r variables 30q^ 30^ ^ 302^ · 1 · j 



2^8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

.r„_,, x'
0

, qui, considérée comme fonction des η premières variables, 

soit semblable à F. 
Considérée comme fonction des η — ι variables x

t
, x

2
,..., x„_,, la 

fonction Φ n'est pas changée par les substitutions (i). Si donc on dé-
signe dans un ordre convenable les variables 3C ^ ^ «3? 21 * *11 /|— 4 par 

x\, x'^,..., x'
n

_
x
, par la raison que Φ n'est pas changée par les substi-

tutions (i) et (2), Φ considérée comme fonction des variables x'
0

, x'
n 

x'
2
,...

x
 x

n
,

x
 n'est pas changée par les substitutions 

(S) KO- (κό*)' (KO)'···' (Οό,<)' 

(4) (ΚΚ,.)' (χ«·0)'···' 
(x's x' cln-1) 

Or les substitutions (1) et les substitutions (3) s'effectuent sur les 
mêmes variables x,, χ

2
,..., ; donc elles sont identiques. Quant 

aux substitutions (4)? elles contiennent les η variables x'
0

, x,, 
x

2
,..., x„-

{
, et si la valeur de chaque x' était connue, une quelconque 

des substitutions (4), jointe aux substitutions (1) et (2), suffirait pour 
que l'on pût former le système de toutes les substitutions conjuguées qui 
laissent Φ invariable. Or, les substitutions (3) étant identiques aux sub-
stitutions (1), une quelconque des substitutions (3) est iden-

tique à une certaine substitution (J) ^x
z
x$ qui lui est semblable. 

Supposons qu'en identifiant ces deux substitutions on trouve x
z
 — χ

χζ
·, 

on aura les substitutions (4) en remplaçant les x' par leurs valeurs. 
D'après cela, pour obtenir des substitutions qui laissent invariable 

la fonction Φ et qui contiennent x'
0

, on choisira parmi les substitu-
tions (1) celle qui renferme le moins de cycles, une substitution circu-
laire, s'il y en a une. Soit (&ζ

χ
β
 cette substitution; on identifiera 

cette substitution de toutes les manières possibles avec chacune des 
substitutions (3) qui lui seront semblables. Restera ensuite à recon-
naître celles de ces identifications qui sont bonnes, et pour cela on 
cherchera si, parmi les substitutions dérivées des substitutions (1), (2) 
et (4), il y en a qui s'effectuent sur les η variables x

0
, x

x
, x

2
,..., , 

et qui ne coïncident pas avec les substitutions (1) et (2); dans quel cas 
l'identification est à rejeter. Mais si l'identification est reconnue bonne, 
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on pourra former le système de substitutions conjuguées qui laissent Φ 
invariable, et par suite former Φ. 

Si dans les substitutions (i) toutes les variables entrent de la même 
manière, ce qui aura lieu en particulier si la fonction F est deux fois 
transitive, et par suite la fonction Φ trois fois transitive, on pourra 
poser x\ = x

i
 ;ce qui facilitera beaucoup l'identification de la substi-

tution x
z
x

d avec chacune des substitutions (3) qui lui sont sem-

blables; ainsi, par exemple, si ^χ
ζ
χ

β
 ^ est une substitution circulaire 

de η — ι variables, il n'y aura qu'une seule manière de l'identifier 
avec une substitution (3) qui lui est semblable, au lieu qu'il y en ait n. 

Si la fonction Φ était quatre fois transitive, on pourrait non-seule-
ment faire x\ — x,, mais on pourrait poser x'

e
 = x

f
. Si la fonction Φ 

était cinq fois transitive, on pourrait faire 

x'1 = x1, x'e = xf, x'g = xh 

Nous allons maintenant nous proposer de former la fonction Φ. 
La fonction 

F — F χ,, Xi,· ·., Xn— ι ) 

est invariable par le système de substitutions conjuguées : 

/ (X
Z
X^), · · 1 φβίζ})""> 

(A) (xz x cln-1 0r-1 

Remarquons ensuite que, puisque l'on a x'
g
 — χ

χζ
, une quelconque 

des substitutions (4)(< peut s'écrire (χ
χι

χ
χ?
^ ouou (xz xcl, x's) 

en désignant par χ'ζ la fonction inverse de χζ, ou enfin ^Χ
ζ
Χ

ψ
,
ζ
j en 

posant 

χφ
Γ
χ'ζ = φ',. ζ. 

La fonction Φ est donc évidemment invariable par les rn' substitu 
Tome VI (a® »érie). — JUILLET 1861. 32 
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tions suivantes : 

(B) 

Γ (***«)» (^*^,*)»···, (
χ
'
χ

β,_^ "1 

(χ*χ?\?α*)>···> J(χ*χ?\?α*)>···> J 

Γ e
t
zj>'"1 (X* Χφ\ 0,_, ί)' 1 

(χ*χ?\?α*)>···> J(χ*χ?\?α*)>···> J 

Γ (ΧζΧ?[.^)' {Χζ ν)'"·' 1 
|_(χ,ντ?;_ιΡιΐ), (^^?-η_ι?ι9ιί),.··, (xz x cl' n-1 cl n-1 0 r-1 

Toutes ces substitutions sont différentes; car si, en désignant les 
fonctions φθζ par ψζ, on avait 

?'AsZ= ?«Ψ/3Ζ·' 

on aurait, en désignant par <p'
a
 l'inverse de φ'

χ
, 

?'«/,· Ψ'ζ = Ψ/3 z> 

et en changeant ζ en ψ
{ι
 ?, inverse de ψ,ζ, 

?«,?>='Ψ/β <M» 

égalité impossible puisque ίχ
ζ
.χ, , Λ permute nécessairement χ' , et 

que ^ ne le permute pas. 

Ainsi il reste m substitutions à ajouter aux substitutions (B) pour 
compléter le système des.r»(,»-t- «) substitutions conjuguées qui lais-
sent Φ invariable. Désignons par une quelconque de ces m 
substitutions, ces m substitutions seront 

(G) 

Γ (XcX^i (Χζ Χ
\βιί^>····>

 Χ
'βΓ_,ζ) ' "1 

\_(X*XXfiz)i (Χ*Χί?ιθ<*)τ-> (Χ^Χψ^β^,*)' J 

car elles sont distinctes entre elles et elles sont distinctes des substitu-
tions^!!), commie on le voit aisémewt. 
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Aucune des substitutions (B) ne change x'

0
 en x0 ; donc les m subs-

titutions (C) changent x'
0
 en x

0
. Supposons que (χζχ?ιή change x

0 

en χ, ; représentons l'inverse de φ, ζ par <ρ_,ζ; supposons aussi que 
l'on ait χ'^= χ, et alors (χ

ζ
χΨ'^) change x'

0
 en x, et (xzxf_^) change 

χ, en x
0

; donc la substitution 

(xz xcl-1 cl'z 

changex
0
' en χ

α
, et peut être prise pour la substitution (χζχχζ). 

Cela posé, formons les fonctions 

(D) 

F (x
0

, Χ\·)x2,..., x(n-1), 
F(X

?
\o··· ^(n-1), 

F(*Y„-,o' *·&-.(">)» 
F(.r;o, Χχι, Χ)ί2,...,xy(n-1), 

que l'on obtient en faisant sur la première les substitutions (4), puis 
(x ). Prenons une fonction © symétrique des η-4-1 fonctions (D), 
et nous allons démontrer que la fonction Θ est invariable par les sub-
stitutions (B) et (C), et par conséquent n'est autre que la fonction Φ. 

En effet, soit (a?
£
 χ ) une quelconque des substitutions (B) et (C), et 

démontrons que © n'est pas changée par cette substitution. 
Considérons une quelconque des fonctions (D) 

(K) F Xf
e
" Xΐ'

x
*,·^·,x cl'a(n-1) 

la substitution (pc
z
 x^

g
) changera cette fonction en la suivante 

(E) F(*W
a
c χ<ρ

Ψ
>
α

·>τ··> ^Vj — i))· 

La substitution (x
z
 x^^ ̂  fait nécessairement partie des substitutions 

(B) et (C); on a donc 

ψ<ρ'
α
ζ= ψ'α y

c
QbZ . ou ψφ'

κ
ζ = λφο0ΑΖ. 

3a.. 
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Dans le premier de ces deux cas, la fonction (E) peut s'écrire 

F(xyclc0b0,XAV"·' Χχ?Λ("-'ψ 

or la fonction F (x
0

, χ
τ
,. . . , x

n
_i ) est invariable par la substitution 

[x
z
x? fl

 ) ; donc la fonction (E) peut encore s'écrire 

et c'est une des fonctions (D). Dans le deuxième cas, la fonction (E) 
peut s'écrire 

Donc la substitution (x
z
 x^

s
) change la fonction (K.) en une autre 

fonction (D). Ce que nous venons de dire de la fonction (K.) est appli-
cable à une quelconque des fonctions (D), y compris la dernière. 

D'ailleurs les fonctions (D) étant toutes différentes le sont encore 
après que l'on a fait sur elles la substitution (χ

ζ
χψ

ζ
)', donc cette der-

nière ne fait que permuter les fonctions (D). 

Application. — Considérons une fonction F de sept quantités 
x

0
, χ,, . .., x

t
 qui soit invariable par les seules substitutions 

(x
z Xa'z-i-b)', regardée comme fonction des six variablesx1, x2, ...x6 

seulement, cette fonction n'est invariable que par les substitutions 
(x

t
Xa>z), c'est-à-dire par 

(«) x
t
x

2
x
t
){x

s
x

e
x

i
) et (x

t
x
i
x

i
)(x

t
x
l
x

t
), 

et les substitutions de sept variables qui ne la changent pas, sont les 
puissances de (x

z
 χζ+,) ou de 

(d) (x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 

Le nombre des valeurs de cette fonction transitive est 

T(XA* XA *ri <»-■>)' 

F(xyclc0b0,XAV"·' Χχ?Λ("-'ψ 
ou encore 

F(^0> ' ■ ■ ■ ' XA(n-l))· 

I.2.3.4-5.6/3 = 240 
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Cela posé, cherchons s'il existe une fonction deux fois transitive des 

huit quantités x
0

, x,χ
β
 x'

0
, et qui, considérée comme fonction 

des sept premières, soit semblable à F. 
En désignant les quantités xt, x2,. .., xe dans un ordre conve-

nable par x\ , x'
2
 , . . ., x'

e
, cette fonction deux fois transitive sera 

invariable par les substitutions 

(<0 (x'0 x1 x2 x5 x4 x6 x3), et x'0 x1 x2 x5 x4 x6 x3), 

et par les puissances de la substitution 

(d') (x'0 x1 x2 x5 x4 x6 x3), 

Les substitutions (e) sont identiques aux substitutions (e'). Faisons 

x!i = χ,. 

En identifiant la première des substituliorfs (e) avec la première des 
substitutions (e'), on aura les deux résultats suivants : 

1° x'1 = x1, x'4 = x2, x'2 = x4, x'3 = x3, x'5 = x6, x'6 = x5 ; 

2° x'1 = x1, x'4 = x2, x'2 = x4, x'3 = x3, x'5 = x6, x'6 = x5 ; 

On pourra ensuite identifier la première des substitutions (e) avec la 
seconde des substitutions (e') d'une des trois manières suivantes : 

3° x'1 = x1, x'4 = x2, x'2 = x4, x'3 = x3, x'5 = x6, x'6 = x5 ; 
4° x'1 = x1, x'4 = x2, x'2 = x4, x'3 = x3, x'5 = x6, x'6 = x5 ; 
5° x'1 = x1, x'4 = x2, x'2 = x4, x'3 = x3, x'5 = x6, x'6 = x5 ; 

D'après cela, la substitution (d') sera l'une des cinq suivantes : 

(0 (x'0 x1 x2 x6 x4 x3 x5), 

(*) x'0 x1 x2 x5 x4 x6 x3), 

(3) (x'0 x1 x1 x3 x2 x6 x5) 

(4) (x'0 x1 x4 x6 x2 x5 x5 
(5) 
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La substitution (3) ne peut convenir; en effet' faisons la substitu-
tion (d), puis la substitution (3), opération représentée par le: tableau 

x0 x1 x2 x5 x'0 x6 x3 x3 x1 

x0 x1 x2 x5 x'0 x6 x3 x3 x1 

x0 x1 x2 x5 x'0 x6 x3 x3 x1 

et nous aurons la substitution (x
0
 .r

4
 x'

0
 x, x

6
) qui ne peut laisser in-

variable la fonction cherchée, puisqu'elle n'est semblable ni aux sub-
stitutions (e), ni à la substitution (d). 

La quatrième identification ne peut convenir non plus; en effet 
faisons la substitution (4), puis deux fois la substitution (d), ce qui est 
indiqué par lè tableau 

x0 x1 x2 x5 x'0 x6 x3 x3 x1 

x0 x1 x2 x5 x'0 x6 x3 x3 x1 

x'0 x1 x2 x5 x4 x6 x3), 

et . nous aurons la substitution (x
0
 x

2
) (x, χ

β
 x

4
) (x

3
 x'

0
), qui ne 

peut laisser invariable la fonction cherchée. 
Reste donc à examiner s'il existe des fonctions transitives de huit 

quantités ayant valeurs, invariables par l'un des trois systèmes de 
substitutions suivants 

1° (x, x
2
x

4
) (χ,,χ, x

2
x

3
x

4
X;sX

e
), (^x, x

2
x

e
x

4
,r

3
x

5
); 

a0 (χ, χ
2
χ

4
'ι (χ

3
χ

β
χ

5
), (χ

0
^ι χ

2
χ

3
χ

4
χ

5
χ

β
), (·τ'ο^

(
 x

2
x

5
x

4
x

6
x

3
); 

30//>-T -V> ύ· \ / -Ν
1

 ·Ν> Ύ> ^ F -Y Y» Y» -Y» Y Y» Y» Λ F Y»' Y
1

 Y Y* Y Y Y \ 

Si sur le premier système, on fait la substitution (χ, x
e
), (x

2
x

5
), 

(x
s
 x

4
 ), il devient 

(x
3
 X5 x

3
 ) (x

4
 X| JCî)» (a?o ^5 X

4
 X

3
 X

2
 X

(
 ), ^x

0
 Xa '-^5 x

3
 x

4
 x

2
) J 

les deux dernières de ces substitutions sont des puissances des deux 
dernières du système a°; donc le système 20 ne diffère du système i° 
que par la manière de désigner les variables. 
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Enfin si l'on cherche des substitutions dérivées du système i° ou du 

système 3°, on ne trouve pas de substitutions de moins de huit quan-
tités qui ne soient pas de la forme des substitutions^ e) et (d). Il nous 
serait très-facile de former ici ces deux fonctions d'après ce qui a été 
dit ci-dessus; mais comme nous n'avons donné cette application que 
pour mieux faire comprendre notre méthode, noils ne nous arrêterons 
pas davantage sur ces deux fonctions [*]. 

Actuellement, conservant les notations employées ci-dessus, suppo-
sons qu'il y ait une fonction Φ au mois deux fois transitive de η + ι 
variables .τ

0
, Λν, £C

2
,..., aV-,, x'(i qui, considérée cômlme fonction des 

η — ι quantités x
t
, .r

2
,..., :r„_, soit invariable par le système de Sub-

stitutions conjuguées 

(0 (xzX.g), ^ X& X , ^OCz 1 1(xz z0r-1z) 

et qui ne soit pas changée που plus par les η — ι substitutions 

(2). (*"V)· (χ·χ„·)· (x--rr,(*'*,„.)· 

qui s'effectuent sur les η variables, et au moyen desquelles on peut 
amener une quelconque des variables à la place d'une autre. Enfin la 
fonction Φ est invariable par les substitutions 

(3) 5X4Z X4CL1Z°?(<*;,,), » (<*W> 

(4) 5X4Z X4CL1Z°?(<*;,,), » (<*W> 

les substitutions (3) étant identiques aux substitutions (i) dans un cer-
tain ordre. Supposons que l'identification des substitutions (3) avec 
les substitutions (i) ait donné x

z
 = nous aurons 

χθ
s
 χ' ζ — θ„ ζ, χφ

Γ
χ' ζ = «p'

r
 ζ, χφ

Γ
 6,χ'ζ = <p'

r
 θ

ν
 ζ, 

[*] Nous reverrons ces deux fonctions dans le chapitre III à propos de la fonction 
de tarit qaaraititïis qui a trente ν shears. 
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et la fonction Φ est invariable par les rn (η + i) substitutions 

Ι (Α:·
ζ
 Χ0^1 (χ! ,r9

r
_,i)' Ί 

IL Ι*·**·)· (χ·χ„«,-)···■' (·*,χ*-.·~·)· J 

L (χ·χ,■,>,■)· (χ·χ,\9,',·)·■■■' (■*■"*»>_,»„<)· J 

<B> L (χ·χ,■,>,■)· (χ·χ,\9,',·)·■■■' (■*■"*»>_,»„<)· J 

ι Γ(χ* *?'_,<)' (χ· *._,·.«)' (χ· ̂ V-.v)··"· (^=» —»)' "1 
IL (χ·χ^,·)< (*·χ<_„, «.■)■■··' (xz xcl' n-1 cln-1 0r-1 

Γ(■**·""»-,<.>)> (*·-ν,■,.,·)· (χ·ν,/.»,.)'-· (χ·χ,.,<,·,-,·)< ]Γ(■**·""»-,<.>)> (*·-ν,■,.,·)· (χ·ν,/.»,.)'-· 

ρ_, ζ étant la fonction inverse de φ, ζ. 
Supposons ensuite qu'il y ait une seconde identification des substi-

tutions (3) avec les substitutions (r) qui donne une fonction semblable 
à la fonction Φ, en faisant abstraction de la manière de désigner les 
variables. Au lieu des substitutions (3) et (4), nous aurons les substi-
tutions 

(3') ( ft tr \ f η * \ / ft ft \ / ti fi \ 

(4') χ.χ,,,\ (χ.χ„.), (x''z x''cln-1z); 

les substitutions (3') sont, dans un certain ordre, les substitutions (i), 
et on a x"

z
 = χμζ'ι posons 

μθ,μ'ζ = θ
Η

ζ, 

μψ
Γ
μ'ζ = φ" ζ, 

par suite 
fup

r
6
t
fi'z — <f"

r
Q
u

z, 

μ' ζ étant la fonction inverse de μ ζ. Nous aurons donc le système de 
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substitutions conjuguées 

(B') 

(x
z
 x

z

J 1 ^ θ
2

Ζ}">~ ·'(xz x0 r-1 

(χ. Χ
Ρι
.), (χ. x

fi 9
,,), · · ·, (χ. x

f
„ > 

(
Χ

*
 Χψ\ ζ) ' ^ 0,ζ) » (χζ X^

t
 e

2

s) ' · · · ' (
X

'
s

 X
p

"
t

 s
r

_, s) ' 

\x* Χψ'^ ?(ϊ)» (^^ρ,β,.)»···» (xz xcl'' cln-1 

(Χ* Χψ\ ζ) ' ^ 0,ζ) » (χζ X^t e2s) ' · · · ' (X's Xp"t sr_, s) ' 

(
Χ

*
 Χ

?"η-< Ρ, (
Λ

* -. «γ-. «) ' 

(C) 
^ Χ?__ Ρι ^...,, \χζ X?_t ?ι, Ρη 

(χ* ν)'*''' (•x'3'-r
?
-,f",Ί 

^ Χ?__ Ρι ^...,, \χζ X?_t ?ι, Ρη_ι 9r_J, J 

et, d'après l'hypothèse, le système (B'), (C) ne diffère du système (B), 
(C) que par la manière de désigner les variables. 

Supposons alors que l'on ait, χ' ζ étant l'inverse de τζ, 

χQ
f
 t' z = $

e
 ζ, τφ? χ' ζ = çy ζ, τρ» χ' ζ = φ ζ; 

nous aurons 

τφ'
α
φ,^τ'ζ = ψ'β^θ

β
ζ·, 

on passera donc des substitutions (B) aux substitutions (B') par la 
substitution (x

z
x

TZ
); par suite la substitution (#z •^τ

ΐ
>__

1
?'
ι
τ'*) est une 

des substitutions (C') et on peut poser 

τφ_, ψ'^ζ = <p_, φΐθ,ζ 
et 

τ<ρ_, <p'
t
 B

v
x' ζ = <p_, <p" 5

K
 z. 

Voyons maintenant s'il pourra exister une fonction M des «4-2 
quantités x

0)
 χ,,Χχ,..., x„-

t
, x'

0
, x"

0
, qui, considérée comme fonction 

des η + ι premières de ces quantités, soit semblable à Φ et soit inva-
riable par les substitutions (B) et (C) et aussi par les substitutions (B'j 

Tome VI ( Ï" série). — JUILLET 1861. 33 
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et (C); de sorte que cette nouvelle fonction soit transitive une fois de 

plus que Φ. 
Si la fonction M existe, les substitutions 

(B'O < 

(•r-r?',0' (xvxv/v> \x'x<^r_ity 

(•r-r?',0' (xvxv/v> \x'x<^r_ity 

(x
z

 X^ ̂ , (x
z
 β^>···ι

 a
'
f

"^ 8
μ

C) > 

(
Xï X

.?' ?',<)' (*>, Ρ', β, «) ' ' · * ' (
Χί Χ

9", f'_, *τ-,
ζ

) ' 

(C") 

(χ' X?L, ?", Ρ', «)' (χ* ^ ?', 9,») ■' ■· " ' Ιχ' Χ?'-<*) ' 

(Χ*Χ?"
η

-
Ι

?\*)' {X'X?"„-
ί

?'
t
»
l

*)'■■·, (
XtX

'/L·, tr-,*)' 

(
Χ

*
Χ

?'^?\*)·> (
Χζ

 ■*>!_,?'; ν)'"
-5

 «U,*)' 
(χ' X?L, ?", Ρ', «)' (χ* ^ ?', 9,») ■' ■· " ' Ιχ' Χ?'-<*) ' 

sont conjuguées entre elles; ce sont les seules qui effectuées sur x
lt 

x
2
,..., x

n
-,, x'

0
, x"

0
, laissent invariable la fonction M, et l'on passe des 

substitutions (B), (C) aux substitutions (B"), (C") par une même substi-

tution. 
Après cela, nous reconnaissons que cette fonction M est invariable 

par les m (η -+-1) (n -+- a) substitutions 

(a) (X* xcl'' cl', cl1c0vz 

.(*) 
(X

z

 X
?l?_i?'i?tQrz)i 

(C) (xz xcl-1PA*)' 

(<d) ('XzJC
?~, ?A*)' 

(Ό (
XzX

?'--i ρ'Ρ',ΡΛ*)' 

(/) (jCt Λ,

?
/_

ι ρ
_

ι?
^
 γιθ^ ■ 

Les substitutions (e) et (f) sont évidemment différentes entre elles, 
et elfes sont évidemment différentes des substitutions («). (b), (c)· 
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(.d), puisque seules elles changent·χ"
0
 en x'

0
. Les substitutions (c) et 

(cl) sont évidemment différentes entre elles, et elles sont différentes des 
substitutions (a) et (b)

v
puisqu'elles changent x"

0
 en x

0
 et qu'aucune 

des substitutions (a) et (b) ne change x"0
 en x

0
. Enfin les substitu-

tions (β) et (b) sont évidemment différentes. Donc les substitutions 
(a), (b), (c), (d), (e), (f) étant toutes différentes, sont les seules qui 
laissent invariables la fonction M. 

Actuellement je dis que, pour que la fonction M existe, il suffit que 
l'on puisse passer des substitutions (B), (C) aux substitutions (B"), (C") 
par une même substitution. 

Remarquons d'abord que les substitutions (B) et (C) peuvent être 
représentées par les deux expressions 

(χ* x
f[< ft , (χ* x

f
_

t
 ̂

 ?Az
y, 

elles sont pareillement données par les deux expressions 

(χ* xf[< ft , (χ* xf_t ^ ?Azy, 

Donc on a, quels que soient s et t, 

(g) 
9
S

* = 9
t<

 9'
Sl

 θ
ν

, z ft f-,^z = 9
Si
 9

t
,θ*, z 

ou =φ'_,φ
4

φ'
1ι

0
ι
,
ι
ζ, ou = φ_, φ', <p,

(<
 ζ. 

Pareillement on a 

(A) 
9s 9'e>z = 9

t
, fs,K, z 9t 9s 9s, 9t, K, z 

ou = <pl, .φ, f"
t
 ô

u
 z, ou = <p^, <f \ ζ. 

Enfin puisqu'on admet que l'on passe des substitutions (B), (C) aux 
substitutions (B"),(C") par une même substitution,celles-ci sont conju-
guées entre elles, et on a encore 

(') 
9s 9t e'z = 9

t
, 9s, 6v,z 9t 9s 6*z = f"s, 9\, ô,,z 

ou = φ'Ι,φ', Q
Vi

 Z, OU = <p" f'h 0^ z. 
33 . 
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Observons enfin qu'on a les égalités 

-(*> Ô
v

<p
s
z = (p

c
e

u
z, θ

ν
φ\ζ=ζφ\θ

α
ζ, $

¥
φ]ζ = φ]θ,ζ. 

Soient et ψ'^ deux des fonctions φ, φ', φ"; au lieu d'écrire les 
égalités (g), (h), (i), nous pouvons dire qu'une fonction composée 
seulement des qf·® et des ô peut s'écrire 

9(
Β

α)9?^»z ou Ψ-, ?(,°° <P(/}z-

Ceci établi, nous voyons aisément qu'en intervertissant l'ordre des 
fonctions φ, φ', φ", on pourra toujours ramener une substitution dé-
rivée des substitutions (B), (C), (B'), (C') à une des formes (a), (b), (c), 
(d), (e), ( f ). Donc la fonction M existe. 

Remarque. — S'il arrive que la substitution (x
z
 χ

χζ
) 11e fait que per-

muter les substitutions {x
z
 x

p
·,), on passe des substitutions (B), (C) 

aux substitutions (B"), (C") par la substitution {χ
ζ
χχτζ), et par con-

séquent la fonction M existe. En effet, on a dans ce cas 

χν',ψβ Vx'·2 = = χ?"«χ'χ?Άχ'2· 

Or on a par hypothèse 

X cl''s X'z = cl'' z, 
et on a d'ailleurs 

X clv 0e X' z = cl's 0t z ; 
donc 

X cl'a cl!b 0y r'= θ<ζ· 

Application. — Nous avons dit précédemment qu'il y a une fonc-
tion deux fois transitive de huit variables qui a valeurs et qui est 
invariable par les substitutions 

(772j (a?, x
z
x^ (a?3 Xq -^5), x^ x% x

3
 x 

z
 x

3
 x[x q x ι x 

3
 x

3
 x 

z
 x 

3
 x' ^ 

ou par les substitutions 

(m') (x
i
x

3
x

4
)(x

î
x

e
x

s
), (x

0
x, x

i
x
t
x

Â
x
i
x

t
) (xn

0
x

4
x2 x5 x4 x6 x3 
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et que l'on passe des substitutions (m) aux substitutions (m') par la 
substitution 

{XzXr^~{X< OC
3
)(x

3
 OC,). 

La substitution (x
t
x ) est ici (.r

3
.r

e
.r5), et l'on passe des substitutions 

(m) aux substitutions 

(m") {x
e
 x

s
 x

2
) (x, χ

2
 χ,), {x'

0
x\ x

s
 χ, x„ χ, x

2
),(x"

0
 x

e
 x

3
x

2
x

3
 x,x,) 

par la substitution 

(XzXT
X
z) — X* X2 OC, X

3
 ). 

Donc il existe une fonction trois fois transitive de 9 quantités qui a 
240 valeurs, invariable par les substitutions (τη) et (τη') (*). 

Nous donnerons à la fin du chapitre suivant une application bien 
plus remarquable de cette théorie. 

CHAPITRE II. 

FONCTIONS DE p" QUANTITÉS INVARIABLES PAR DES SUBSTITUTIONS 

{
X
t
X

asP
K

 -+-I)
 ET FONCTIOHS DE /?" -+- I QUANTITÉS INVARIABLES PAR DES 

SUBSTITUTIONS /X
f
 XA B\. 

\ cà'"·lv 

Soit ρ un nombre premier ; en mettant comme indices à la lettre χ 

les ρ"quantités qui satisfont à la congruence = ζ (mod. ρ), nous 
avous étendu dans le Journal de M. Liouville (i860, p. 38), aux 

(*) Cette fonction est donnée par ce théorème qui se trouve dans le Chapitre II : 

Si ρ est un nombre premier, il y a une fonction trois fois transitive de ρ" -1- 1 variables 
1.2.3 ..(p1— 2) 

qui a valeurs. V 
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fonctions de pv et de p" -h ι quantités des théorèmes que nous avions 
d'abord démontrés pour les fonctions de pei.de ρ -t- ι variables; nous 
allons maintenant donner ici pour les premières fonctions des théo-
rèmes qui leur sont propres, en adoptant les mêmes indices. 

Soit r un diviseur de v, et « un diviseur de ρ" — i, il y a une fonc-
tion transitive de pv quantités invariable pour toutes les substitutions 

(10) (z, a"zpÎa + b) 

i.2...(/>v — a)xr , et qui a x u valeurs 

Soit ψ une fonction invariable par la substitution (z, z? ), on for-
mera une fonction invariable par toutes les substitutions (10) au moyen 
de ψ, comme on forme une fonction invariable par les substitutions 
(z, a"z -hb) au moyen d'une fonction qui est changée par toute substi-

tution. 
Si nous supposons u = i, nous aurons une fonction deux fois tran-

sitive de p" quantités invariable par les substitutions 

(") 
(z, azp™ + b) 

et qm a ■
 v

 - — valeurs. 

Soit τ un diviseur de u, il existe une fonction troisi fois transitive de 

p
v

 -+- ι quantités qui a ιλ—(ρ ~ a)x.T valeurs, et qui est invariable 

par toutes les substitutions 

(12) 
( a^" + B\ 
z, Cd ura + D 

Soit F une fonction deux fois transitive invariable par toutes les 
substitutions (11) ; on construira une fonction invariable par toutes les 
substitutions (12) au moyen de F, de la même manière que l'on forme 

une fonction invariable par toutes les substitutions ^z, au 

moyen d'une fonction invariable par les substitutions (ζ, az + b). 
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Soit τ un diviseur de v, et ρ différent de 2, il existe une fonction Λ 

deux fois transitive de ρ' + r variables quia ' '2' — X2rvaleurs, 

et qui est invariable par les substitutions (12) pour lesquelles AD — BC 
est un résidu quadratique. 

Nous formerons la fonction A au moyen de la fonction λ invariable 

par les substitutions (z, a3 ζρτ"' 4- b) de la tneme manière que l'on peut 

former la fonction invariable par les substitutions (z, £^75^ pour les-

quelles AD — BC est résidu quadratique au moyen de la fonction inva-
riable par les substitutions (z, a3z + b). Ainsi faisons sur λ toutes les 

substitutions /-, —}—), nous obtiendrons ainsi les pv — 1 fonctions 

p2 -1/2 
λ,, λ

2
, . . ., , ; faisons encore sur λ la substitution \ z, -—-— J 

ce qui donnera λ' ; enfin formons une fonction symétrique de 
λ, λ,, · · ·, λ λ', et nous aurons A. 

La substitution (ζ, z^) peut changer ou laisser invariable la fonction 
qui a deux valeurs; dans le premier cas, en multipliant A par la fonc-
tion qui a deux valeurs, on obtient une fonction qui a un nombre de 
valeurs double; dans le second cas, on obtient une autre fonction 
semblable à A. 

Supposons ν pair et ρ différent de 2, et soit 2 τ un diviseur de ν ; il 
existe une fonction deux fois transitive de p" quantités qui a 

'
2

' ' ' ̂  — XÎT valeurs, et qui est invariable par toutes les substitu-
tions renfermées dans les deux expressions 

^ W Z H— 771J, to Z -+· Tlj
 ? 

ω étant une racine primitive de zp*~l =i (mod. ρ). 
Pour construire cette fonction deux fois transitive, nous formerons 

une fonction φ invariable par les substitutions 

(ζ, ω2Γζρ*ατ), (z, /2K^')T); 
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nous ferons sur cette fonction toutes les substitutions (ζ, ζ -+- m), 
nous obtiendrons les fonctions φ, φ,, φ

2
, ..., φ^

ν
 _

t
 et nous prendrons une 

fonction symétrique Ψ de ces ρ" fonctions. 
On voit encore que, u étant un diviseur impair de p" — 1, il y a une 

fonction transitive de p" quantités qui a χι:Χ« va-

leurs, et qui est invariable par les substitutions ( 13), dans lesquelles ω 

est remplacé par ω". 
Supposons ν pair, ρ diffèrent de 2, et 2 τ un diviseur de ν ; il existe 

une fonction trois fois transitive de p" -h 1 quantités, qui a 

1,2" — xst valeurs, et qui est invariable par les substitutions 

('4) 
( Azpi KT -f- B\ ( Α,ζ"(2κ+,)τ-1-ΒΛ 

IV- + D/ + 

AD — BC étant résidu quadratique, et A, D, — B, C, non résidu. 
On construit cette fonction trois fois transitive au moyen de la fonc-

tion Ψ invariable par les substitutions (i3) de la même manière que 

l'on forme la fonction invariable par les substitutionsz, Az+B Cz+D 

pour lesquelles AB — BC est résidu quadratique au moyen de la fonc-
tion invariable par les substitutions (ζ, a* ζ -h b). 

Remarque. — Ces différents théorèmes donnent des fonctions qui 
ont le même nombre de valeurs, sans être semblables. Ainsi dans le cas 

^ où - est pair, il y a deux fonctions trois fois transitives et une fonc-

tion deux fois transitive de ρ' -1- 1 quantités qui ont ' — 

valeurs. L'une de ces fonctions trois fois transitive est celle qui n'est 
pas changée par les substitutions (i4)> l'autre fonction trois fois tran-
sitive est celle qui est invariable par toutes les substitutions 

( Α,ζΡ1** -+- B\ 

Czp30!T -+- Ji) ' 
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enfin la fonction deux fois transitive est celle qui est invariable par 
toutes les substitutions 

z, CzPKy DCzPKy D 

pour lesquelles AD — BC est résidu quadratique. 

Étude des substitutions (ζ, +B )· Cz pa + D 

Parmi ces substitutions considérons d'abord la substitution (ζ, z
p

) 
et ses puissances (z, zpK). 

Les racines de la congruence zp ~z (mod. ρ) sont ο, ι, a, ..., ρ — ι ; 
donc la substitution (z, zp) laisse immobiles les variables x

0
,x,, x

t
, ..., 

xp—ι et permute les ρ — ρ autres variables. 
Si ν est un nombre premier, la substitution (z, zp) est une substitution 

régulière composée de p ~p cycles de ν quantités. Car x
k
, x

kp
, x

kpl
,..., 

x
kpJ

 _, sont des variables différentes. La substitution (z, z^) est sem-
blable à (z, sf). 

Si ν est un nombre composé, les racines de zp*=z qui appar-

tiennent ά zp ~z sont celles de la congruence zpT = z, τ étant le plus 
grand commun diviseur de ν et de oc; par conséquent la substitution 

(z, zp") s'effectue alors seulement sur pv — px variables. 
Considérons en second lieu les substitutions 

(«) . (ζ, azpK) 

et soit τ le plus grand commun diviseur de α et de v. D'après ce qui a 
été dit au commencement du chapitre I, il résulte du mode même de 
formation des fonctions qni sont invariables par les substitutions (a), 
que les substitutions qui ont moins de ρ" — ι variables sont de la 

Tome VI (a* série). — AOÛT I861. 34 
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forme (kz-, kzp) ou de la forme 

(à) (z, K-'z"*)5 

ce sont donc les substitutions (a) pour lesquelles a est résidu de puis-
sance (ρτ — i)ieme· par conséquent aussi les substitutions (a) pour 
lesquelles a n'est pas résidu de puissance (pr — i)ie'me s'effectuent sur 

ρ — ι quantités. 
Occupons-nous ensuite des substitutions 

(c) (z, Cizp* + b)· 

Reportons-nous à la manière de former une fondi/oo invariable par 
les substitutions (c)· au moyen d'une fonction invariable par les sub-
stitutions (a), et nous reconnaissons que toutes, les substitutions (c) qui 

ont moins de pv variables sont de la, forme 

(«0 (z + m, azpX m)' 

et sont semblables aux substitutions (α) ; les substitutions (d) peuvent 

encore s'écrire 

(z, azpCC — ampK 4- m). 

D'après cela, pour que la substitution (c) s'effectue sur moins de ρ' 
quantités, il faut que l'on puisse trouver une valeur de m satisfaisant à 

la congruence 
—· mnp" 4- m ~ b 

ou 
amp* -m+i = o; 

si au contraire b est tel qu'il n'y ait aucun diviseur commun au pre-

mier membre de cette congruence et à mp ~~l — 1, la substitution (c) 

s'effectue sur p" variables. 
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Nous a vons examiné ces différents cas particuliers de la substitution 

0) L
 A-^B\ 

\ C ζ?* + D/ 

parce que toutes les-substitutions (g) qui s'effectuent sur moins de 
p*-t- 1 variables socit semblables^uxsubstitutions que.nous venons de 
considérer; nous allons maintenant -passer au cas général. 

Pour étudier les substitutions (é), nous allons procéder comme nous 

l'avons fait pour les substitutionsz, ——— 1 · ( Journal de M. Liou-
ville, année χ860.) 

ω étant une racine primitive de if ~1 = x,soit 

(/) ·φ[(χ
0
), -x„ a-

w
, ^_

2
] 

une fonction qui est invariable par toutes les substitutions (2, rt^)' 
faisons sur cette fonction toutes les substitutions (ζ, ζ + m) et for-
mons une fonction symétrique F de ces p" fonctions-, sur la fonction F 

faisons la substitution (z, nous aurons la fonction F'; enfin sur la 

fonction F' faisons les substitutions ?
 Ζ4-Ά·) '

 ce
 donnera '

es 

fonctions F', F',,..«,.F'
B

 ; soit θ une fonction symétrique des pv -+- 1 

fonctions F, F', F^,..., ^ ρ θ est une fonction invariable par les 
substitutions (e), et les substitutions qui ne changentpas ces fonctions F 

sont les substitutions (e) qui s'effectuent sur moins de ρ' 4-1 quan-
tités. 

La fonction F^ contient la fonction 

cl Γ/χ, \, χ , , x r , χ , χ , 1 + u 

qui est invariable ipar les substitutions 

{g) 1 V+-* ' r^azf 1 +u 

34.. 
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puisque la fonction (J) est invariable par les substitutions (z, azp ) ; 
donc É est aussi invariable parles substitutions (g). 

On met facilement les substitutions (g) sous cette forme 

(A) —_+.w _v -+——_+.w _v -+— 

En donnant à r et « les p1 valeurs dont ils sont susceptibles, on aura 
toutes les substitutions qui ont moins de ρ" -t- 1 variables, et qui ne 
changent pas les fonctions F', F*,, F'

2
,..., ϋ n'y a Pas lieu 

d'ajouter aux substitutions [A) les substitutions (z, mzpK 4- η) Φ" 'a's-
sent F invariable; car ces dernières substitutions se déduisent de 
l'expression (A) en y faisant 

r~o. 

Les substitutions (A) ou (g) qui s'effectuent sur moins de pi' — j va-
riablessont celles pour lesquelles a est résidu de puissance (ρτ — i)Wme, 
t étant le plus grand commun diviseur de α et de v. 

Les deux variables .r
M
 et jc , sont laissées immobiles par les substi-

tutions (A) ; si cette substitution s'effectue sur moins de pv — 1 quan-
tités, les autres quantités qui resteront immobiles seront celles dont les 

indices sont racines de la congruence zp ~1 = « 

La puissance sième de la substitution (g) ou (A) s'obtient en y chan-

géant a en a p—' et zH en z . 

Les substitutions de ρ" quantités qui laissent F invariable sont les 

substitutions (ζ, azp* + η), dans lesquelles « est tel qu earn?"— m -h η 

n'a aucun diviseur commun avec mp'~' — 1 ; «étant pris de la même ma-

niéré, toutes les substitutions de p" variables qui ne changent pas F'„ 
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sont données par l'expression 
269 

(*) 
AD~BC ^ + HT +. r s O, 

\' zPX
'
h
^~

uPK
 / 

nous avons donc toutes les substitutions (e) qui s'effectuent sur p' 
quantités. 

On voit d'après cela que, excepté la substitution (ζ, azPx + n) de ρ" 
variables, toutes les substitutions (e) qui s'effectuent sur moins de 
ρ" -+- ι quantités sont représentées par l'expression (k), η étant alors 
quelconque. 

Si la substitution (e) s'effectue sur les pv + 1 quantités, elle peut 
encore être représentée par l'expression (k), mais à la condition que 
a, u, η ne soient plus de la forme oc

0
 -t- a, i + . ..-t- a ι"~', oc

0
, a

(
, etc., 

étant entiers et i racine d'une congruence irréductible du degré ν ; il 
faudra d'ailleurs que l'on ait 

(m) --t-u = -, ~UP^'-\ = up == -, 

A, B, C, D étant de la forme α
0
 + a, i + ...+ α,__,ΐν '■ 

Des congruences (/») on tire les deux suivantes : 

Α"*+PC""-' ι+αη^1 AD — BC a 

<?* ~ »pX 0n2 

et en les joignant à la première congruence (m), on en tirera facilement 
ces trois autres équations qui donnent η, a et u : 

(?) AD~BC ^ + HT +. r s O, 

a = n2 s AD — BG 1 A u= 1/n - A/C 
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Donc s'il y a une valeur de « de la forme a
0
 -+- api-E i"~ ' sa-

tisfaisant à (q), les valeurs de a et de u sont de la même forme; donc 

aussi, pour que la substitution (e) s'-effeotue sur ρ" ■+■ ι quantités, la 
condition nécessaireet-suffisante ~est-qne de -premier anembre de la con-

gruence (q) n'ait aucun diviseur commun avec np ~~1 — ι. 
D'après cela, supposons que λ et μ soient pris de telle sorte que la 

congruence 
τΐΛ+ι -\,r~μμ=ο 

soit irréductible, c'est-à-dire que son premier membre n'ait aucun 

facteur commun avec if"~l — ι. Posons 

Ap +DCP
 Λ

 C2 

— ' AD—BC—u ; 
Cp (AD —BC) 

nous en tirerons 

£
=

λ_Α^ Β ___ Αλ Κ
ρΆ+ι

 . 

C (t ιι*' C Cft f 

On voit d'après cela que pour chaque.9ystème de valeurs de λ et de fz, 

nous aurons pv systèmes de valeurs pour —? —? et des substitutions 

de ρ' + ι variables peuvent s'écrire 

(,c

- 1 / uzpa +y -u Apu/Cpu 

ίfonction cinq fois transitive de douze quantités ayant 
ι. 2.3.4 «"5.6.η = 5o4o valeurs. 

En nous appuyant sur ce qui a été dit dans ce chapitre et surtout sur 
ce qui a été exposé à la Rn du chapitre Ier, nous pouvons facilement 
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démontrer l'existence d'une fonction cinq fois transitive de douze 
quantités. 

Soit ω une racine de lia congruence irréductible 

ω? + 2ω+2 = θί (mod. 3)., 

et considérons la fonction deux fois transitive des neuf quantités x
0

, 

.r,, x«, χ , .3? , χ■ ,χ , χ*
Λ
 , x

n
_^

n
 , qui est invariable par 

toutes les substitutions comprises dans les deux expressions 

(0 (aVaV'.+m)» (^Ά'+ν+J? 

celles de ces substitutions qui ne s'effectueront que sur x1, x2, xw 

x 1+w,χ
3Β

' Λ?.+2
ω
' ̂ +..' χ2-ι-ιω, sont les suivantes : 

(m) (χ χ >) = (x, x . x2 ) (x x,.„ x„ ), 

(η) [X
9

OC m) = {Χ\ 3C OC^X·^ ) (x„_^ X X
t

,. X ), 

(p) (χ x 6 3) == (x. χ χ, x ) (xo^ χ , χ , χ ), 

(χ
Λ
χ = (χ

4 Χ2) (χ Λ" )(χ Χ )(χ , Χ ), 

et leurs inverses,; de plus, toutes les substitutions (l) sont dés, dérivées 
de celles-là et de 

(y) (x
0
x, χ

Λ
) (χ XΛ* )[x X X. , ). 

Identifions la substitution 

V * ï+-co ^ 22βϋ' \ ω J -f- 2 co 2eo 2-^-ω' 
avec 

(xVx'
 Λ

 χ' χ' , )(χ , Χ Χ , Χ Υ; 

nous pouvons faire x'
4
 = x

lr
 et nous avons pour les quatre identifi-

cations : 

χ =x x' =x Χ —χ-, γ , =. χ , 



ιη2 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

avec 

24-ω ω* 2ω i-f 2ω' IH-2û) 2ω* ω 2Η-ω τ 
Λ Ο /Y/ — — Γ· <Y»' I . . fy\ Ύ» ■ »Ν» Γ — Γ2 —Η 6) · 2ω ω' ι + 2ώ 1-4-20)^ * ω aw1 2-f-oi ' 

3° χ
 L

 = χ , χ' = a? , χ' = χ„ , χ
η

 — χ ; 

4° χ' — χ , χ , = χ , , χ' = χ„ , χ' = χ ,w 

Pour chacune de ces identifications la substitution 

(x'
0
 x'j χ'2) (x>;+, <+aj 

devient respectivement 

i° (x't ■*. +(x'o ·*, ar2) (JTa-a:1+ae (®M 

2° (x'o ·*, ar2) (JTa-a:1+ae (®M x1+2w x1+w), 

3° (x'
0
 χ, x,) (^

I+ae
Jr

9H
.

aM
^

a
J(^

a+M
«

e
x

I+e
), 

4° (x'„ x, x
s
) (x

e
 x

a+
,

w
 *

I+
J («aMa:aH.^I+J-

En cherchant quelques dérivées de la substitution 3° et des substi-
tutions (m), («), {q), on reconnaît immédiatement que la substitution 
3** ne saurait donner une fonction trois fois transitive de dix va-
riables. 

Prenons les substitutions (m), (τι), (ρ), (q) avec la substitution i°, 
nous aurons un système que nous appellerons A; prenons les substi-
tutions (m), (η), (ρ), (q), avec la substitution a°, nous aurons un sys-
tème B; enfin, prenons encore (m), (η), (p), {q) avec 4°, nous aurons 
le système C. 

On voit facilement que pour la première identification on a 
x'

t
 = Χχι = et par suite qu'il existe une fonction invariable par 

le système A, et qu'elle est invariable par toutes les substitutions com-
prises dans les deux expressions 

^ΧζΧΑί^_ΒΥ /^ΧζΧΑί^_ΒΥ / 
V C«+D/ V C.s'-t-D,/ 
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AD — BG étant résidu quadratique et A, D, — B, C

(
 non résidu. 

On reconnaît ensuite que l'on passe du système A au système Β par 
la substitution 

R I+W 2 )Ό (*
9
+

au
 *

a
+J; 

on passe aussi du système A au système C par la substitution 

R I+W 2 ) (* 6) / V ! o # 2W « J-

Pour la première identification on a x'
z
 = &χζ—

 et
 la substitu-

tion ne change pas les substitutions 20 et 4°-

Il résulte donc de la théorie exposée à la fin du chapitre I et en par-
ticulier de la dernière remarque que nous y avons faite, que l'on passe 
par une même substitution du système dérivé de 

(m), (η), {p), (q), i°, 

non-seulement au système dérivé de 

(m), (n), (/>),(?), 20, 

mais encore au système dérivé de 

{m), {η), {p), (q), 3°. 

Et pareillement on passe par une même substitution du système des 
substitutions dérivées de 

(m), (n), (p), {q) i° 

au système des substitutions dérivées de 

(m), (η), (p), {q), 4° 

et au système des substitutions dérivées de 

("»), (Λ), (p), I° et 4°· 
Tome VI (2e série). — Αουτ I86I. 35 
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Nous avons doupbien une fonction cinq fois transitive des douze va-
riables x

t
, x

t
, χ

ω
, χ

ί+ω
, χ

2ω
, ar

I+ae
, x

2+a
, ·*

2+2ω
,
 χ

ο> x'o»
 x

'h 

et on caractérise cette fonction en disant qu'elle est invariable par les 
substitutions (/) et parles substitutions 

{x
0
 x

t
 x

2
)
 +

2w xw) x1+2w x2w x1+w 

{χ:"
0
χ,χ

ΐ
){χ^χ

2+2ω
χ^

ω
){χ

ω
χ

ι + ̂
ω
χ

ω+1
), 

(x''0 x1 x2) xw x2+2wX
l+2

J(X
la
 χ

2
 +

 ω
 χ,+ J. 

Enfin j'énoncerai encore sur cette fonction la remarque suivante que 
je ne démontrerai pas : Si on remplace les variables 

x''o> ο > ■*■»> Λιι **Ό' -a-f-w» ·*· ο 

par 
uO) ·*Ίΐ 2? 5* ** ô> uTi **8? Λβΐ u κι 

respectivement, cette fonction de douze quantités est invariable par 
toutes les substitutions 

z,δΓϊΝϊ) (mod·")· 

AD — BC étant résidu quadratique. 
Je possède une fonction cinq fois transitive de »4 quantités qui a 

ι .2.3.4· '8.19 vajeurs et qui esf jlie ^ (jgg circonstances différentes 

de çel^quj çjpnpgqtla fonction cinq fois transitive de douze quanti-
tés dont nous venons de parler [*]. 

[*] En joignant cette fonction cinq fois transitive aux fonctions de moins de trente-
quatre quantités qui sont données par qos théçr.èpies généraux, on voit que l'on a des 
fonctions plusieurs fois transitives de η quantités, tant que η est <7 34; ce fait tient sim-
plement à ce que tous les nombres <[ 3^, excepté 21 et 22, sont des nombres pre-
miers, des puissances de nombres premiers, ou de tels nombres augmentés d'une unité, 
ou enfin des puissances de 2 diminuées d'une upité. 
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CHAPITRE III. 
FONCTIONS PLUSIEURS FOIS TRANSITIVES DE Ρ" VARIABLES (Ρ NOMBRE 

PREMIER), QUI ONT- RVALEURS 

De la formation de cesfonctions. 

Considérons un système de pJ variables, et comme dans le chapitre 
précédent désignons-les par la lettre χ affectée de p" indices qui soient 
les racines de la congruence 

(0 zp/— z = o (mod./j); 

nous allons maintenant nous occuper des fonctions de ces p" variables 
qui ne sont pas changées par toutes les substitutions 

(») (z, A/ '+B/ 3 Czp" 3-+-. . , + Hz+L). 

Il faut immédiatement remarqtter que dans l'expression (2), A, B, 
C,.. ., L ne sont pas des racines de la' congruence (1) prises arbitraire-
ment; pour que l'expression (2) représente une substitution, il faut en 

effet que le polynôme A/ -+-BzpV 2 + . . . + Hz n'ait aucun fac-

teur commun avec zpV — z, afin que, z, et z
2
 étant deux racines de la 

congruence (1), on ne puisse avoir 

Azp2 ' -t- Bz'''' 2 -+-...·+· Hz, = Az?" ' + Bzp" 34-...-+-Ηζ
3 

OU 

A(z, — z
3
f_I + B(z, — z

2
yv_3 -t-.. . + H (z, — z

2
) = o. 

Cela posé, on a identiquement 

(3 

h{zp" - z) = (V~Vv 1 + hf""-2zp1 2+ . . . + hpzf +hz) 

x(ffv~lzpV 1 ■+■..■+hz-h 1) (hpV '/ ' +... -t- hz -h 2)··· 

x(hpV" zp'" H-. . . -t- hz -hp — r)· 
35.. 
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Soient α.*'\ α1'*, α1'3,.. ., α'^" ' les racines de = ζ dues au pre-

mier facteur, α2'1, a2'2,... ,α2'''" ' les racines dues au second, a3'1, 

a3'2,. .. ,a?'p" ' celles qui sont dues au troisième, et ainsi de suite. Pre-
nons la fonction 

(4) 
a’J X • • • X 5t l,P »-i ■+" XoP>' X*?^ 

+ ΛΓ
Α
Ρ,, X j,# . . .xa p,pv-1 

nous pouvons donner à h dans l'expression (3)p" — ι valeurs; mais si 
e est une racine de zp~'= ι,h = h, et h — h

t
e donnent les mêmes 

facteurs; de sorte que pour décomposer zpl — ζ de toutes les manières 
possibles en facteurs comme dans l'identité (3), il suffit de donner à h 

Pp_\ valeurs ; à chaque décomposition de zp' — ζ correspond une 

fonction telle que (4); prenons une fonction symétrique Φ de ces^^Tf 
fonctions, et nous aurons une fonction qui est invariable par toutes les 
substitutions (a). Il est clair d'après cela que l'on obtiendra la fonction 
Φ en faisant sur la fonction (4) les substitutions 

(ζ, Ζ), (ζ, ωζ), (ζ, ω*ζ),..., \Z,o>P-lzJ, 

ω étant une racine primitive de zp' 1 = ι, et en formant une fonction 

symétrique des £—- fonctions ainsi obtenues. 

Pour démontrer que la fonction Φ est invariable par toutes les sub-
titutions (2), il suffit évidemment de prouver qu'une telle substitution 
change les indices qui satisfont à l'une des congruences 

(5) 

hv-1 2 pv-1/"-2 + ... + bPzP + hz = o, 

hp-zpV~' + hz-1-1=0,..., 

hpV~ ' zp"~ ' + ... -h hz-h ρ — ι = ο, 
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en les indices qui satisfont à l'une de celles-ci : 

(6) 

h,p" " gf-1 + h'pV~2 zp>~* + ... + h'pzp + h'ζ == ο, 

h'P' '
 Z

P* 1 h'z-b- 1 = 0,..., 

ftp* '
 z

pv 1

 _|_ . , _j_ ftz + ρ _ ! ==0. 

Par la substitution (2) la racine 2 d'une des congruences (5) sera 
hangée en 

u = kzP' ' -+- BzpJ~~2 + ,..+ Hz + L, 

et de cette congruence on tirera 

(7) z = aup + bup" 2 -t- · · · -I- lu? -+- mu + n, 

en désignant par 

(z, ozpV 1 -t- bzp" 2 mu Hh n) 

la substitution inverse de la substitution (2). Si donc nous rempla-
çons ζ par l'expression (7) dans les congruences (5), chacune des 
congruences qui en résulteront, donnera les indices en lesquels seront 
changés les indices qui satisfont à chaque congruence (5). 

Substituons donc l'expression (7) dans 

hpJ~l zp"~' + hp*~2 zp"~~2 + ... + hz+ v=o, 

et nous aurons 

hpJ l[aupJ '-h bup* a-+-...-i- lupmu-h nfv-1 

-f- hpV *(aup* ' -+- bupJ 2+... + mu -t- nf-v2 

-+- h (aup* ' -h bup' 2 -+-... -h lup -t- mu + n) + v = o. 
Posons 

hm + hp*~l lp*~' + ... + hfap=h\ 

hr~ ' np"~l + np"~2 + ... + An ==/3, 
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β étant une racine de zp=z^ et la congruence précédente deviendra 

h'pJ~I + h'pV~2 a'"- 2 + ... + h'u + β + V= Q, 

// et β étant indépendants de v. Donc la fonction Φ est invariable par 
toutes les substitutions (2). 

La fonction Φ est d'ailleurs changée par toute autre substitution, 
ainsi que nous allons le démontrer. 

Donnons-nous une substitution quelconque (ζ, <pz) et prenons la 
substitution inverse 

l9) L r-r[/^"ir«(',ï-,j'"'~r+...+ff~Titpv~~r+...j 

Pour que la substitution (ζ, φ ζ) ne change pas la fonction Φ, il faut 

qu'en substituant 

(8), z=s/ u?'' ' + / uf a-4...+ f1 ut+ ... 

dans les. congruences (5), on ait des congruences telles que (6), et 
cela quel que soit Λ ; c'est la condition nécessaire et suffisante. 

Substituons l'expression (8) dans 

hp*~l zpV~' + ¥"~2 zP""2 + ... + Λζ + p = ο 

et nous aurons la congruence suivante 

hp*~l zpV~' + ¥"~2 zP""2 + ... + Λζ + p = ο 

vhp*~l zpV~' + ¥"~2 zP""2 + ... + Λζ + p = ο 

l9) L r-r[/^"ir«(',ï-,j'"'~r+...+ff~Titpv~~r+...j 

l9) L r-r[/^"ir«(',ï-,j'"'~r+...+ff~Titpv~~r+...j 
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Parmi les termes de cette congruence, il y a les ν suivants : 

279 

[h'-'+ hf-
i
fÇT

,
 + ··· 

"ir«(',ï-,j'"'~r+...+ff~Titpv~~r+...j 

+ [
K

"~' fΓ'fi"'+«""
4

^;;r
<

+... 

+ h' f' + f'—lu"-* 

-+- \hpV~s ff~5 + + hp"~5~*+ ... 

+ w"~s~rf^~s~r +... + h
v-s^fP'~^η ρ-

Nous voyons que les coefficients de ces puissances de u sont tous des 
puissances du premier. Supposons que / ne soit pas une puissance 
dep; pour que la congruence (9) ait la forme des congruences (6), 
il faut que les coefficients de ces puissances de u soient nuls : ce qu'on 
exprimera en égalant simplement le premier à zéro et il viendra : 

remarquons que f, f
p

, j
lp

*, fp*—1 ne figurent pas dans les autres 
coefficients des puissances de «; mais la congruence (10) devant avoir 
lieu quel que soit h, on a 

Si au contraire l est une puissance de ρ, les coefficients de ulpJ ', 
u1''' J, etc., ne devront pas être égalés à zéro etl'on n'aura plus àposer 
la congruence (10). Donc dans l'expression (S), des différents coeffi-
cients f il ne reste que ceux dont les indices sont des puissances de u ; 
ce qu'il fallait démontrer. 

On peut encore former d'une autre manière élégante une fonction 
invariable par toutes les substitutions (a). 

10) L r-r[/^"ir«(',ï-,j'"'~r+...+ff~Titpv~~r+...j 

jl jlp o, ji
p
' o,..., f

p
v 1 Ο. 
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Soient o, b,, b
3
,..., b

pV
_
l
_

j
 les racines de la congruence 

zrv ' + z?v 2 -+- Zf" 3 + ...+ zp+ z==o, 

on a la congruence identique 

i l(zPv - ζ) = {~ΚΡζΡ - 1z){Ip zP - Xz - b,) {IP zP - lz - b
3
)... 

' j 0 l 
' I (λ'«ι·-λί-b yv-1 -1 

Désignons par α,,α
2
,..., αρ les racines de la congruence XpzP—Xz~o, 

par α, H-/n, a
2
 -+- m,..., a^, -+- wi les racines de Xpzp = Xz ■+· b

t
, par 

a, -t- τη', a
3
 ■+ m',... a

p
 -+- m! les racines de Xpzp= λζ + b

3
, et ainsi 

de suite. Prenons la fonction 

(la) 
3C

 v
, 
a J^a,· * * *^α^ρ ^ α.

ι
-\-τη «3-a

5
-f-rw- · · m 

~~1~~ +m' <^a, -H m' ■ « » *^a ^+w' ~4~··· ; 

on peut, dans la congruence identique (ι i), donner ι valeurs à λ; 
mais si e est racine de zp~* = ι, λ = λ

4
 et λ = λ, e donnent la même 

décomposition en facteurs; il y a donc^—γ de ces décompositions, 

et à chacune de ces décompositions correspond une fonction telle 

que (12). Pour obtenir ces £—- fonctions, il suffit de faire sur la fonc-

tion (12) les substitutions 

pv-p 
(ζ, ζ), (ζ, ωζ), (ζ, ω2ζ),..., \z, ωΡ^ζ), 

ω étant une racine primitive de zp*~'= 1 ; formons une fonction symé-
trique Ψ de ces fonctions et nous aurons une fonction invariable par 
toutes les substitutions (2). 

Remarquons d'abord que l'une des fonctions qui composent Ψ est 
la fonction (12), et que toutes les autres sont représentées par 

Xa*Xa*,"'Xtt«p + X α{
Άί

-Λ-τη)Χ + Xa(*p+m) 

+ Xa*Xa*,"'Xtt«p + X α{Άί-Λ-τη)Χ + Xa(*p+m) 
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Faisons la substitution (2); les indices α,, α
2
,..., a

p
 seront chan-

gés en 

(i3) 
Aaf 1 -t- Βαζ 2 + ...+ Ha, +L, 

Acc 2 -+- Bot 2 -H · ·· -Ε Hcc2 -t- L, 

et puisque chacune de ces quantités α satisfait à Xpap— λα=ο ou 

αρ=-α, les quantités (i3) peuvent se mettre sous la forme 

Ra, -+- S, Rot
2
 -I- S, Ra

s
 ■+■ S,..., 

et les indices α, + m, a
2
 + m, a

3
 + m,..., seront changés en 

Ra, 4- S + M, Rot
2
 + S + M, R<x

3
 ■+· S H- M,... 

D'où il suit évidemment que les fonctions qui composent Ψ s'échan-
gent entre elles par la substitution (2). 

On pourrait encore démontrer que la fonction Ψ est changée par 
toute substitution qui n'est pas de la forme (2). 

Comme précédemment, désignons par a*·', a'·2,..., a*'pV~1 les ra-

cines de zpW s dues au premier facteur du second membre de (3), 
par a2·', a2·2,..., a2,pï_I les racines dues au second, et ainsi de suite. 
On obtiendra une des fonctions qui composent Φ en formant une 
fonction symétrique des produits des variables dont les indices sont 
donnés par les lignes horizontales de ce tableau : 

(«) 

a'·4, α'·2, a1·',..., v},pl 

«2'\ a2*2, a2-3,..., a2-'v~\ 

«P·1, αρ·\ a?'3,..., ap'p"~l. 

Multiplions les indices du tableau (a) par m', nous aurons cet autre 
Tome VI (2

E série). — AOÛT 1861. 36 
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tableau 

(Λ') 

/n'a1'1, m'a'"*, m'a*·3,..., m'at,p* \ 

m'a%i, w'aa>s, m'a*·3,...,m' a2,p''-1 

m'ap,t, m'ap,i, m'a/·3,..., m' ap,pV— 

On obtiendra encore une des fonctions qui composent Φ en prenant la 
même fonction symétrique des produits des variables dont les indices 
sont donnés par les lignes horizontales du tableau (a'). 

Remarquons ensuite qu'il y a une et une seule racine de la con-
gruence zp = ζ -+- b

v
 qui appartient à la congruence 

hP'-'zP"" + hpy"2zpy~2 + ...+ ΛΖ + ΑΞΟ. 

D'après cela, si dans le tableau («) on a disposé convenablement les 
termes dans chaque ligne horizontale, les lignes verticales représente-
ront les racines de zp — ζ — b„=o. Alors en prenant une fonction sy-
métrique des produits des variables données par les lignes verticales du 
tableau (α), on aura une fonction qui compose Ψ; on aura de même 
les autres fonctions qui composent Ψ en agissant semblablement sur 
les tableaux tels que (a'). 

Nota. — Soient Ψ et Ψ' deux fonctions invariables par les substitu-
tions (2) et soit χ la fonction des mêmes variables qui a deux valeurs. 
Si ρ est diffèrent de 2, la fonction Ψ -+- Ψ'χ a un nombre de valeurs 
double de celui de Ψ. 

Étude des substitutions (ζ, λ
ν
_,ζρ' ' -t- λ

ν
_ϊΖρν 2-t~...-l-}

l
zp-f- λ

0
ζ). 

Si on laisse immobile la variable x
0
, les seules substitutions qui lais-

sent invariables les fonctions que nous venons de considérer sont 
données par l'expression 

(i4) (ζ, λ
ν
—,zpV ' + X

a

_
2

zpV 2 + ... + λ
(
ζρ + λ

0
ζ), 

et nous allons étudier ces substitutions. 
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Désignons par ω une racine d'une congruence irréductible du de-

gré υ; toutes les racines de la congruence zpv~z sont données par 
l'expression λ

0
 4-ω 4-«

2
ω2 4-... 4-rtv_, ω»-', «

0
, «

v
_, étant 

des entiers réels pris par rapport au module p. Désignons ensuite par 
u

0
, w

4
, «v-ï les valeurs en lesquelles les indices 1, ω, ω2,..., 

ων_ι sont changés par la substitution (i4)> nous aurons les con-
gruences : 

(:5) 

λ„—j + λ.,__
2
 4- 4-...4- λ, 4- λ

0
= u

0
, 

(ùpJ~l~k
v
 — i 4- ωί,ν~"2λ„_

2 4- ωρ" 3λ'ν —3 4-...4- ωρλ, 4- ωλ
0
 = «

ο 

ω*ρν—'λ,,-ι 4- ω2ρν-2λ
ν
_

2
 4- ω2ρν_3^»-3 4-···4- ω2ρλ, 4- ω2λ

0
 = «

2
> 

CO λ
ν
 — J -+- CO Xy — 2 -f- CO λ

ν
 — 3 + ... -h Wv λ

0
 ■ Wy—J 5 

Au moyen de ces congruences, on pourra tirer les valeurs de λ
ν
 ,, 

λ
ν

—
a
,—, λ

0
, et il s'agit de prendre les quantités u

0
, u

t
, u

2
,..., «

v
_, de 

telle façon que l'expression ( 14) soit bien une substitution. 
Multiplions les congruences (i5) respectivement par les entiers a

0
, 

α,,..., et ajoutons, nous aurons 

(a
0
 4- α

κ
 ω 4- a

3
 ω2 4- ...4- a

v
_

t
 ων Ύ X

u
_, 

+ (a
0
 + a,w-h ... 4-α„_

1
ω»-')ρν

 \„_
a

4-

4- (a
0
 4- a, ω 4- ... 4- aήρ λ, 

4- ^Ctg 4- &
t
 ω 4- ... 4- Λ* — ι (ύ"~Χ

ο 

= β0«0
 4- α

κ
 u, 4-.·. 4- a

v
_

l
u

v
_

i
. 

D'après cela, pour que l'expre&sion (ι4) représente une substitu-
tion, il faut qu'en donnant aux quantités a

0
, a«„_

t
 toutes les 

valeurs dont elles sont susceptibles, l'expression e
0

u
0
 4- a

K
 4- ... 

4- a,_ 1 _ 1 prenne p' valeurs différentes; à cet effet nous prendrons 
u

0
, uu..., de la manière suivante. 
Nous prendrons d'abord pour u

0
 une quelconque des racines de la 

36.. 
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congruence zpV~* = ι. Formons la congruence 

z(z — M
0
)(z — au

0
)(z— 3«

0
)...(a — ρ — Τ «o) = o, 

ou 
zp ~ up

0~l ζ = o; 

nous prendrons pour u
t
 une quelconque des valeurs qui ne satisfont 

pas à cette congruence, c'est-à-dire qui ne sont pas de la forme tx
o
u

0
, 

a
0
 étant un nombre entier. 
Formons la congruence 

(zp—up~'z) \zp — up~l ζ - « — «£"'«,)] 

χ [zp~ up~lz — ι (up — ... 

X [z
P

— ■ p — L(«F — UP~'u,)] ΞΞΕΞΟ 

qui peut se mettre sous la forme 

zp' + Mzp -f- N = o ; 

nous prendrons pour u
2
 une quelconque des pJ — p* quantités qui ne 

satisfont pas à cette dernière congruence ; u
2
 sera donc assujetti à ne 

pas être de la forme a
0
u

0
 + α,m,, a

0
 et a, étant deux entiers. 

Ayant ainsi fixé les valeurs de u
0

, «
v
_

t
, l'expression 

a
0
u
0

-+- α,M, + ... -+- renferme évidemment pv quantités dif-
férentes ; car a

0
«

0
est susceptible de ρ valeurs; u

t
 n'est pas de la forme 

a
0
«

0
; donc a

0
u

0
 -+- a,u, est susceptible de ρ2 valeurs, et ainsi de 

suite. 
D'ailleurs si M

0
, M

v
_, sont pris d'autre sorte et que l'on ait par 

exemple u
h
 == a

0
u

0
 -f- α, «, +a*_, il est clair que l'on n'a plus 

p" valeurs distinctes pour l'expression a
0

u
0
 + a,u

t
 + ...-I-+av-1 uv-1 

et par conséquent l'expression (i4) ne représente plus une substitu-
tion. Donctt

0
, m,,..., ι doivent être déterminés comme nous l'avons 

fait. 
Nous avons vu que l'on peut donner pv — ι valeurs à u

0
, que la va-
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leur de «

0
 étant fixée, on peut choisir pour M, entre pv — p valeurs, 

puis pour «
2
 on peut choisir entre pJ — ρa valeurs, etc, et enfin pour 

uv-1on peut choisir entre pv — p"~' valeurs; donc le nombre des sub-
stitutions (i4) est 

(ρ"—ι){ρ"-ρ)(ρ''-ρ*)···(ρν-ρ* ')» 

donc aussi le nombre des valeurs de la fonction de pv quantités inva-
riable par toutes les substitutions 

est 
(z, Azpv_i + Bz'"~3 +...+ Hz + L) 

1-2-3 ...Q?"— i) 

{pv-p"-') (Ρv -/-2)··. (p"~p) {p" -1)' 

Soient ω
0

, ω,,ω2,..., ω„_,, ν quantités obtenues comme «
0

,u1,... 
M,_,; toutes les racines de zp"=z sont renfermées dans la formule 
«

0
ω

0
-ι- α, ω, 4-.. tW

v
—ι. Si donc, au lieu de poser les con-

gruences (ι5), on pose les congruences 

ί ω, X
v

—ι + λ
ν
 —

 2
 —.. + ωζ λ, -+- ω

0
λ

0
 = μ

0
, 

(Ι6) !
 λ"~' + «>Ρ> Χ»—a + ···*+· WF Λ, -f- Ω,Χ

0

 =
u1, 

Ι ωρ" λ„_, -)- ωρ Χν—2+ ·· + wf λ, -+- «
w
_,X

0
 = zt„_,, 

on en tirera 

| (rzuω0 -I- (t\ω, -f-... a„—ιω„_Ι^ X„_i 

(b)\ + (u
0

w
0
 -4- ίί,ω, +...-+· α

ν
_ιω„_,)ρ X„_

2
-4-

- -+- (fZ
0
 ω

0
 -+- ... + ω

ν
_ι)λ

0
 =: u

0
 -f- cifUf -I- ... ·+· a

v
 ι M»—,, 

et les valeurs de u
0
, «

v
_, devront encore être prises comme 

nous l'avons fait ci-dessus. 
Considérons les substitutions (r4) qui laissent immobiles les p* va-
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riables dont les indices sont représentés par l'expression 

(17 ) fia ωο "+" Λιω( "+■ · · · + ak—t . 

Je dis que la fonction qui est invariable par les substitutions (i4) est 
transitive par rapport aux pv — pk variables qui ne sont pas comprises 
dans la forme (17). 

En effet, dans les congruences (16), faisons u
0
 = ω

0
, u, ~w1,... 

n
A
_, î=coa_(

, la substitution (i4) laissera alors immobiles les p
h
 varia-

blés (17), puisque la congruence (ό) deviendra 

(<7
0

ω
0
 ctf ci>( -t- . . ct

v
—1 ω,-ι)'1' "λ

ν
—τ 

-+- (η
0

ω
0
 -t- Λ, ω, -4- ... -+-α

ν
—ιω

ν
—\f λ

ν
 —

 2
 -t-... 

■J" {αο w
0
 -f- · · · + Λ„_ι ω„_ι)λ

0 

= α0ω0 -+- ·■ · fik—i ω*-ι ■+" akUk + · · ■ "+■ αν—ι Uj—i· 

Pour que la fonction considérée soit transitive par rapport auxp" — pk 

variables autres que les variables (17), il suffit que l'on puisse changer 
une de ces variables en une quelconque des pv — pk — 1 autres ; or 
on changera l'indice déterminé 

a0 W0 ■+" a\ ωι ak-i ω*-ι "Ρ ah ω*ι 

dans lequel ak est incongru à zéro, en l'indice 

α'
0

ω
0
+ α\ω, +...-+-αί_,ω*-ι +··· + «_,'>,_„ 

en satisfaisant à la congruence 

(18) a0
 ω

0 -h. ..-l· αΑ_, ωΑ
_, -H akuk— α

0
ω

0
 -+- + ...4- ω

ν
_, ; 

a
k
 est différent de zéro, et parmi les quantités d

k
, αΑ+Ι,..., ά , il y 

en a au moins une qui est différente de zéro; donc la valeur de u
k 

donnée par la congruence (18} est convenable, puisque l'on peut 
prendre pour u

k
 toute expression qui n'est pas de la forme (17). On 

voit donc que l'on peut changer une des pv — pk variables qui ne sont 
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pas de la forme (17) en une quelconque des pv

 — p
k — 1 autres de ces 

variables; donc la fonction considérée est transitive par rapport à ces 
ρ» — pk variables. 

D'après cela, soient ω
0
,ω,,... , ν racines de la congruence zp>~ z, 

telles que 1 on η ait pas oc
0

—I— ω, —f~... -I- , #
0

, ο;,,..., 
aj-1étant des entiers, la fonction de p" variables qui n'est pas changée 
par toutes les substitutions 

(»9) (ζ, λ„_
Ι
^ϊ_Ι +λ

ϊ

_
2

ζ',ν"2 + ··· + λοΖ+ m), 

est transitive par rapport à ses pv variables, puis transitive par rapport 
auxpv — 1 variables autres que x

0
, puis transitive par rapport aux 

ρ' — ρ variables dont les indices ne sont pas de la forme α
0

ω
0

, puis 
transitive par rapport aux pJ — ρ2 variables dont les indices ne sont 
pas de la forme «

0
ω

0
 -+- α, ω,, etc., et enfin transitive par rapport aux 

pv— pv 1 variables dont les indices ne sont pas de la forme 

a0 f<)0 -Η -f-... ~f- cc
v
 — 2 — ν 

La fonction invariable par toutes les substitutions (19) est donc en 
général deux fois transitive; dans le cas de p — 2, cette fonction est trois 
fois transitive. 

Désignons par D le déterminant 

w90v-1, w0p-2, ..., w0p w0 

w1pv-1, wpv-2, ???, wp1, w1 

y — I7 y — I7 y — 1" y — 1v 

Les congruences (16) nous donneront 

λε = — ι u0 - + «, +... -+- i/u_, ——- ) 5λε = — ι u0 - + «, +... -+- i/u_, ——- ) 5 

et par conséquent nous aurons, en posant 

dD dwr = hr 
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et par suite 
du __ (dO\p€ _ 

d«PS~~\dar) ~~ Γ 

Γ 
la congruence 

(20) 

λ„_
Ι
Ζρ -+- λ

ν α
ΖΡ -f-... -Η λ

(
 Ζρ 4- λ

0
 Ζ 

_ g -
 + Α£" V

- 3

 +... + Λ
0
ζ) 

+ ξ (Af_Ι

ζ
ρ>-1 + Λ?~" V"' +... + Λ, ζ) + . .. 

v+ ξ (Af_Ιζρ>-1 + Λ?~" V"' +... 

Si la substitution (ι 4) ne permute aucune despk variables 

^Λ,ώ„-ΗΛ
ι
ω

)
 + . . +«j_,"i_i 

on voit facilement que l'on a 

λ
ν

 , ZP -h ·· · "+" λ) Zp -+- λ
0

Ζ 

s2 +
 -up (*f V + *f~ V"+...+ *,1) 

++...+/w, ·) +... 

+ ·—~— (iC'»'"" + t"V"' +...+hv-1z 

En particulier, si on fait k = ν — ι, on aura 

λ„_,Zpv 1λ
Η
 zp + λ

0
Ζ 

== ζ + a (ap"_i Zpï~' + ApV ~ V-2+... + hz) > 

et par conséquent tes substitutions qui s'effectuent sur pv — p'~' va-
riables sont données par l'expression 

[z, z + «(ap" V
 I

 + A''"~V
v

~
a
 + ....+.Az)]. 
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Si on élève D à la puissance pteme, il est aisé de voir que D reste le 
même ou change de signe seulement; on a donc IV ± D = o (mod. p); 
ainsi dans le cas de ρ = a, ori a D = ι (mod. 2). 

dρ plication à la fonction deux fois transitive de neuf quantités qui a 
84o valeurs. 

Proposons-nous de déterminer la fonction deux fois transitive de 

neuf quantités qui a '(3? y- = 84o valeurs, et qui est inva-
riable par toutes les substitutions 

(a) (ζ, λ, ζ3 -t- λ
0
ζ m). 

Désignons par ω une racine de la congruence irréductible 

ω2 4- 2 ω -+- 2 =o (inod. 3), 
nous aurons 

z32 — ζξ(ζ3 4~ ζ) (ζ3 -t-. ζ -4-1) (ζ3 -h Ζ 4- 2), 

et les racines de / -ϊξξ ο dues à ces trois facteurs sont 

i° o, 1+ ω, 2 + 2 ω; 2° ι, 2 -t- ω, ι ω·; 3° a, ω, ι 4- a ω. 

Nous aurons donc la fonction cherchée en formant une fonction symé-
trique de ces quatre fonctions : 

d ι-4-ω 2-f-26J 1 2 -f-ω 2ω * ω ΐΗ-2ω" 

x0χ,
+1

» "S + ω Χ
2
+

2Ι
, ~·~ "X2«*Xn-w<'C:U 

A
0
 "t- + ω

 A
w
^

2
_hcJ -t- A

2
_(_2(lj

a.
I
_)_2&j

U.
2(U

, 

αΌα-
2ω

Α
ω

-Τ^
Ι

_1_2ω
^

Ι
_+.ω^, -t- "<<2Η_

ω ̂ 2λ
2 + !μ· 

Nous déterminerons λ, etX
0
 par les congruences 

y1 + y0 = u0 
mod. 3), ω —f- WAq = U\ ^ j 

Tome VI (2e série). — Αουτ i86i. 37 
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et les substitutions (a) sont données par l'expression 

[.2, (ω8«
0
 + ωβ«,) ζ3 -+- (ω«

0
 -+- ω2«,)ζ -h m], 

w
0
 étant un nombre quelconque différent de zéro, et u

{
 étant un 

nombre quelconque autre que o, u
0

, 2 u
0

. 

Application à la fonction trois jois transitive de huit quantités qui a 
3o valeurs. 

Formons ensuite la fonction trois fois transitive de huit quantités, qui 

a τ-,—'?—« = 3o valeurs, et qui est invariable par toutes 

les substitutions 

(ft) 
(ζ, λ, ζ4 -+- λ, ζ2 + λ„ζ + m). 

Soit ω une racine de la congruence irréductible 

ω3 + ω + ι =0 (mod. 2), 

w est racine primitive de zT = i. On a la congruence 

Z2> — Ζ = (ζ4 -h Ζ2 -+- ζ) (ζ4 +2!>+2 + ΐ), 

et les racines de za* — z = o dues à ces deux facteurs sont 

ο, ω, ω2, ω -+- ω2, 
et 

ι., ι. -Η ω,
{
 ι -Ρ ω2, ι ca c«)2. 

On a d'autre part 

ζ2' —· z = (z2 4-z) (ζ2 + z + ω) (2' + z + ω2) (ζ3 -+- ζ + ω -t- ω3), 

et les racines dues à ces facteurs sont 

i° 0,1^ 2° ω,ΐ "Ή w $ 3° ω,2,1 —1— ω2 J c*>.~|— co2, I -f- w -I— w2. 
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D'après celig faisons sur la fonction 

0 6> ω3 w-f-w8 1 ï-f-ω ι-+-ω J-f-cu-i-ω 

Ja substitution (ζ, ω ζ) ou 

^ α-
ω

, o.
IH

_w ̂ ω + ωι ·*-Ι+ω4.ω>-«-ι+ωι;ι 

et ses puissances, nous aurons les sept fonctions : 

0 ω ω* ω-Ήω3 1 ι-+-ω ι-Ηω n-oj-h&r" 

« ω3 i-t-ω I+w + w ω wH-ω2 1 ι+« 7 

ϋ ι-Ηω ω·+·ω i-j-ω ω ι H-ω — ω3 ω 17 

y ω+ω! !+ω + ω 1 ΐΗ-ω i-f-ω ω3 ω7 

° i-i-w-hcj i-h ω3 ω ω-Ηω3 1 n-ω ω37 

0 r-+-w 1 ω i-f-cuH-ω ω ω-heo ι + ω' 

ο ι ω ιω H-ω3 ω3 l-f-eoH-eo8 «-+-ω 7 

et toute fonction symétrique de ceS fonctions est invariable par les 
substitutions (£>). 

En second lieu considérons la fonction 

ΧΟ^Ι ^ "''W ·*-, + « ̂  ω! Η-ω' a-W*'i+w-|-w,> 

et faisons sur cette fonction la substitution circulaire (ζ, ω g) et ses 
puissances, nous aurons les sept fonctions suivantes : 

x
n
 χ. -t- χ .χ· -+- χ , x,, 1 + x. . yX , „ 

X
n
X Χ

 %
 Χ , ^ -f- Χ Χ

{
 + Χ

 1 4
 „ 

xΟ ω* ̂  X. + « ! + »+»' ̂  ^t/l ̂  +w1 x1 

Λ'ο , , J? , + Χ. X , 

0 » ι-ι-ω* ω 1 ûJ-t-ω ω* ι-+-ω7 

0 » ι-ι-ω* ω 1 ûJ-t-ω ω* ι-+-ω7 

χ
η
 χ

 t
 ~h χ, χ * -l· χ χ , , ι -h χ , χ ,; 

37· 
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formons une fonction symétrique de ces fonctions, et nous aurons en-
core une fonction invariable par toutes les substitutions (4). 

Actuellement déterminons dans l'expression (b) les coefficients λ
2

, 
λ,, λ

0
; pour cela nous poserons les congruences 

λ
2
 4- λ, -t— λ

0
£= M0> j 

ω4λ2 "t" Ci)2X, -t- (ι)λ0Ξ«,, ; 
ω λ

2
 ω4 λ, -+- ω2 λ

0
 U

2
, j 

(mod. 2). 

et nous en tirerons 

λ
2
 = U

0
 -+- + (ω -Ι- ω2 ) w2, \ 

λ, - M
q

 —(- (ci) —1— Ci)2 ) M, H- Ci)2 W2 , ) 
λ0 ΞΞΞ U0 -+- Ci)2 U, -t- Ci) «2 , j 

(mod. 2). 

Par conséquent les substitutions [b) sont données par l'expression 

ic) { [ ζ, («0 + ω + ω4 «
2
) ζ4 -t- (w0 -+- ω4 «, -t- ω2 m

s
) Z2 

«
0

, «
2
 étant trois quantités différentes entre elles et différentes de 

zéro et «
2
 étant de plus assujetti à n'être pas == u0 + u1. 

Il y a deux fonctions deux fois transitives distinctes de huit quantités 
qui ont 240 valeurs, et il est remarquable que la fonction de huit quan-
tités qui a 3o valeurs est invariable par les substitutions qui ne changent 
pas ces deux fonctions. 

L'une de ces fonctions deux fois transitives est invariable par les 

substitutions (ζ, «ζ2" + &), α étant quelconque, et ces substitutions 
font évidemment partie des substitutions (c). 

La seconde de ces fonctions est invariable par les substitutions 

z, Az + B / Cz + D (mod. 7 

AD — BC étant résidu quadratique et les huit variables étant désignées 
par x

0
, x

t
, x2, xd, xt, x5, x0, x

x
. D'après un théorème facile à dé· 
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montrer, toutes ces substitutions sont des dérivées des deux substitu-
tions 

(«) (ζ, ζ -+- ι), 

if) (τρτ)· 

Remplaçons donc les variables 

x0' M *^2? "**3 J ^ 4 J 5 ? ^ θ ? JO 

respectivement pat· 

ΛΙΙ "ω1' 'ω4' ' ω"1 xm'; ""όι 

ω étant une racine de z' = i, de sorte que nous reprenons nos nota-
tions précédentes pour représenter les huit quantités. 

La substitution [ζ, ζ + 1) est remplacée par 

(ωζ, ωζ+ι) ou (ζ, ωζ); 

la substitution (/ ) devient par le même changement de notation, en 
prenant les exposants suivant le module 7, 

\ υ ω &>s ω3 ω4 ωά ω6/ 
ou 

(g) [ζ, ( ω -+■ ω8) ζ* -f- (ω2 -t- ω4) ζ2 -1- (ω4 1 ) ζ -ι- ω J ; 

donc elle fait partie des substitutions (c) et l'on voit que la fonction 
qui a 3o valeurs est invariable par toutes les substitutions qui ne chan-
gent pas la fonction deux fois transitive considérée. 

Quand on a eu le soin d'écrire la substitution (g) tout à fait comme 
nous venons de le faire, les puissances 2e, 3e,..., 6e s'obtiennent en 
remplaçant ω respectivement par ω' = ω4, &>s = ω5, ωτ = ω2, = ω3, 
ω4 = w6; de sorte que les puissances de cette substitution sont ren-
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fermées dans l'expression 

[z, {a 4- a") z* 4- (η" 4- α4) ζ2 4- (a* 4- ι) ζ 4- a] 

a étant quelconque, excepté zéro. 

Etudedes substitutions [ζ, z 4- a(ffv V" -t- hp* *zpV 2 4-. · · 4- Λζ)]. 

D'après ce que nous avons reconnu ci-dessus, toutes les substitutions 

de la forme (ζ,λ
ν
_, ζρν~~' 4-... 4-λ

0
ζ) qui s'effectuent sur pv — p'~~' 

quantités, sont renfermées dans l'expression 

(a) [z, ï 4- fl(F" 1 zp" ' 4-#'' 2zp" 2 4-... 4-λζ)]. 

Or on peut, au moyen de ces seules substitutions, déterminer le 
nombre des valeurs de la fonction de ρ" — 1 quantités qui est invaria-
ble pour toutes les subtitutions 

(*) (
ζ

ι \--
i

zP +λ
ϊ

_
2

ΖΙΡ 4-..·4-λ
0

ζ) 

et par conséquent toutes les substitutions (b) sont des dérivées des sub-
stitutions (et); c'est ce que nous allons expliquer. Mais, avant tout, di-
sons comment les substitutions (et) se décomposent en cycles. 

Comme nous l'avons déjà dit, on a 

h(zp" - = V" ' + ...4-Wzr + hz) 

X ( zpJ~' 4- ...4-Az4- i) 

X
 1 Zp'~l

 4- ... 4- hz-h 2)... 

X (A
pV_I

 /
ï_1

 4- ... 4- hz + p— 1), 

et par suite toute racine de/~z satisfait à la congruence 

h u-1'
 Z

P* 1 h? '
 Z

PV 2
+...4-ftz=m (mod. ρ), 

m étant un nombre entier convenablement choisi. 
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La substitution (a) laisse immobiles lespv 1 quantités dont les in-

dices satisfont à 

tr~x zï'~l + Aa = o. 
Posons 

h? 1 z^-1 + Λ^~νν~*+... + Λζ = ψζ, 

et l'on trouve facilement que ïa puissance kiim* de la substitution (n) 
est 

(z, z + (1+y (a) k -1 a y (a) 

Si ψ (a) est ξ=^ ο, la puissance k""" de la substitution (a) se réduit à 
(ζ,ζ -+- £ψ ζ), et l'on voit par là que (a) est une substitution régulière 
de pJ — p"~1 quantités composée de pv~1 — p*~2 cycles de ρ quantités. 

Supposons ψ (a)=iJ%, m étant un nombre entier qui n'est pas· nul, 
et soit ε le plus petit nombre pour lequel 011 a 

[> + Ψ(«)]5 = ι; 

cette congruence pourra toujours être satisfaite si ψ ( a ) n'est pas 
ξ — ι, et on en conclut que l'expression [a) n'est pas une substitution 
dans le cas où ψ {a) est = p — 1, et que si on a ψ (a\=m, m étant 
différent de zéro et de ρ — ι, l'expression (a) représente une substitu-

tion régulière de pv — p"~~'1 variables composée de ——- cycles de ε 

variables. 
Actuellement soient pk variables dont les indices satisfont à la con-

gruence 

(c) s + 3+...+z
0
z^ç(z)

SO
, 

et soient x.
z

. et χ
v
 deux quelconques des pv — pk variables dont les 

indices ne satisfont pas à (c), et parmi les substitutions (os) ne considé-
rons que celles qui s'effectuent sur ces pv — pk variables; nous allons 
faire voir qu'au moyen de ces substitutions, on peut toujours changer 
x, en χ . 
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Tontes les racines de (c) sont racines de zp = z, et par suite si on 

ajoute aux racines de la congruence (c) une racine d de zp = z, qui 
n'appartienne pas à (c), la congruence qui en résulte est 

(g) ζ(ζ)-ζ{ά)^ο, 

et son premier membre est un diviseur de zp — z ; de même si e est une 

racine de zp>= z qui n'appartient ni à (c), ni à (g), 

Ç(*)-Ç(e) 

est un diviseur de tP'ï — z. Comme on peut former ainsi successive-

ment des diviseurs de zpV — z, on voit que l'on peut poser 

Zpv -ζ==ζ{ζ). [Ç(z)+ m'][Ç(a) + m"]...[?(*)+ m(p' k ')]. 

Alors il arrivera de deux choses l'une : z, et α satisferont à deux 
congruences différentes 

(h) Ç(z)H-m'==o, ζ{ζ) + τη"= ο, 

ou bien z, et α satisferont à une seule de ces deux congruences. 
Supposons d'abord que z, et α satisfassent tous deux à la première 

congruence (A). Formons les deux congruences 

(α) ζ(ζ)=°, 

(/3)[£0)-+-,η'][£(ζ) + 2/«'] [ζ(ζ) + 3 ηϊ]...[ζ(ζ) + {ρ- i)m']=o. 

Soit/3^ une racine de zp" — z = o, qui n'appartient ni à (a), ni à 
(j3), et formons une congruence qui ait pour racines les racines de (a) 
augmentées successivement de ο, /3,, a /3,,[p — i)j3

(
 ; nous l'écri-

rons : 

("') Ç(2)[Ç(z) + r] [Ç(a) + ar]...[Ç(z) + (p-i)r] = e*==o. 

Formons de meme une congruence qui ait pour racines les racines 
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de (jS) augmentées successivement de ο, β,, % β i)jS

(
; elle 

sera 

(β') [0(z) + i] [0(z) + 2s\ [B(z) + 3i] ...[0(z) + (ρ- ΐ)ί]ΞΞΞΟ. 

Soit jS
2
 une racine de zp'~z qui n'appartient ni à (a'), ni a (β'), 

nous formerons de même une congruence (a") qui ait pour racines les 
racines de (a') augmentées successivement de ο, β2> 2β2,..., (ρ — ι )β2, 

Κ) ζΡ +9** ■+■···+ q
0
z~l{z)=o, 

et nous formerons une congruence (β") qui ait les racines de (β') aug-
mentées de ces mêmes quantités : 

ίβ") [λ(«) + ί][λ(ζ)Η-»ί]...[λ(ζ) + (ρ— ι)ί] = ο. 

Et en continuant d'agir ainsi, on 6nira par former les deux con-
gruences 

(A) ^"/-i

+r~î/-,+...
+
hso, 

(B) 

(ftpV zp + ...·+· hpzP -+- hz -+- i) 

X (hp"~! zpV~l + ...+As+a)... 

χ (h?" ' zpv 1 -+-...+ hz-\-p — ι) ξξο, 

qui seront telles que les indices des pk variables qui satisfont à la con-
gruence (c) satisferont à (A) et que ζ, et α satisferont à (B). 

Supposons ensuite que z, et α satisfassent respectivement à la pre-
mière et à la seconde congruence (h). Dans le cas où m" est = rm', r 
étant un entier, nous voyons que les deux congruences ( h) sont ren-
fermées danslacongruence (/S), et par conséquent la méthode que nous 
venons d'exposer nous conduira encore aux deux congruences (A) et 
(B) qui jouiront des mêmes propriétés. 

Supposons donc que l'on n'ait pas m"= rm' ; formons la congruence : 

(aj 
( ?(*)[£(*)+ m"-m']^[z) + 2{m" - ni)]... 
I X [Ç(z) -h{p - — 772')]ΞΞΞ0,(Ζ)=Ο, 

Tome VI (2e série). — Αουτ i86i- 58 
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et ensuite prenons la congruence 

( n[Ç(z) + im'+c(m"-w') ] =[0, (z)+ (ζ) + ]· ■· 
I X[0, (z)+ {ρ— 1) J,] = o, 

Π représentant le produit des différents facteurs que l'on obtient en 
remplaçant b et c par 1,2, 3,... ,p — 1. 

Nous pouvons opérer sur les congruences (α, ) et (/3, ) comme nous 
avons opéré précédemment sur les congruences (α') et (/3')et nous arri-
verons encore aux congruences (A) et(B) qui satisferont aux mêmes 
conditions. 

Ainsi, quels que soient z, et a, on peut former les congruences (A) et 
(B) qui sont telles que les pk racines de (c) satisfont à (A) et que ζ, et a. 
satisfont à (B) ; par conséquent la substitution 

(7) [ζ, ζ + a(f/J Vv~a +...+ Az)] 

ne permute pas les pk variables dont les indices satisfont à (c). 
Reste à déterminer a de manière que cette subtitution change x

t
 en 

x
x

; or il faudra pour cela que l'on ait 

(A) Zf+a^ff" hp zp -+- hz, ) = a. 

D'ailleurs z, et α satisfaisant à la congruence (B), on a 

W ..+ ff +hz, = r, hp' 'αρ" ' +...-\-1ιρα.ρ + ha=s, 

r et s étant des nombres entiers égaux ou inégaux, mais différents de 
zéro ; la congruence (A) donnera donc 

Λ Z\ a = r 

Il faut toutefois s'assurer qu'en prenant cette valeur pour a, l'ex-
pression (y) représente bien une substitution, et qu'ainsi l'on n'a pas 

If V + + ta=-i; 
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or, on a 

h pv-1 a pv-11 +...+ hpc? +ha 

hp' (apV 1 — ' ) h- ...4- hp («F — ) + h{a — zt) _f_ _ j 

quantité différente de — i, puisque s est différent de zéro. 
Il est donc démontré que la fraction Ψ, qui est invariable par toutes 

les substitutions (γ), est transitive par rapport aux ρ' — pk variables 
dont les indices ne satisfont pas à la congruence (c). 

Toute substitution dérivée des substitutions (γ) est de la forme 

(0 (z, z + uv-1 zpv-1 + uv-2 zpv-2 +...+ u z 

et le plus grand commun diviseur de p
j
_

i
 ̂  1 -t-...4-p.zetde — ζ 

est de la même forme que le premier de ces deux polynômes ; donc toute 
substitution dérivée des substitutions (γ) s'effectue sur ρ" — ρε va-
riables. 

Gela posé,formons les congruences : 

[ο] z = ο, 

[ι] z(z-{- a)[z -hia).. .(ζ ρ — ι a) = zv— ap~' z = o, 

2Γ -4- . ..+■ ρ, Zf -h p0Z~0, 

( (sf -t- ·. ·+ pt zp + p0z) {^zp -+-.. Pq ζ -+-1)... 

[v-2]"Ί χ + ···-+- [p — i)l)=zP"
 3

 + σ
ν

_
3
^'

ν 3
 + ...-t-σζ~ο, 

ί (zpV~2 + .. .-t- σ, / + σ
0
ζ) (ζ?* 2+ ... + σ

0
ζ+·τη)... 

[ν — i]j χ (zpV~~*σ
0
ζ-h (ρ— i)m) 

[ ~zp +T
u
_

2
zp -K. .4- τ

0
ζ==ο, 

dont les premiers membres sont des diviseurs de zpv — ζ, et qui sont 
telles que chacune contient les racines de la précédente. 

38.. 
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Nous voyonsquela fonction Ψ esttransitive par rapport aux pv — p"v-1 
variables dont les indices ne satisfont pas à la congruence [ν — ι ], puis 
transitive par rapport aux ρ" — pv~2 variables dont les indices ne satis-
font pas à la congruence [ν — a], etc., enfin transitive par rapport 

aux ρ" — r variables autres que jr
0

; d'où l'on déduit facilement que le 
nombre des valeurs de Ψ est 

1 .2.3. . .[pJ 1 ) 

{p"-y") ip'-p"-2) ■■■{Pv-P) {ρ*-ι )' 

et par suite toutes les subtitutions 

[ζ, ζ 4- a [h?* ' zf" '-h...-h- h? 2?hz)]· 

sont des dérivées des substitutions 

(y) [ζ, ζ 4- a [h?* ' zf" '-h...-h- h? 2?hz)]· 

Si dans l'expression (y) on change h en he, e étant un nombre 

entier, le polynôme W" 1 d* -t- . . . + hz est seulement multiplié par 
e; donc si on donne une valeur η k h, on pourra se dispenser de 
donner à h les valeurs 2)3, (ρ — ι)η. D'après cela, pour avoir 

toutes les substitutions (y), on donnera à valeurs, puis on don-

nera à la lettre a toutes les valeurs autres que zéro et que celles qui 
satisfont à 

Ή" V" I + tf"-'d*~* + ...+ ha=- 1; 

donc pour chaque valeur de A, on a p'— p" 1 — 1 valeurs de a, et le 

nombre des substitutions (y) est — ——ί-

Enfin nous terminerons cet article en faisant remarquer que la sub-
stitution 

(z, z-\-a(jfv * zp' hp 7?-¥ hz) -+- h) 
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est semblable aux substitutions (γ), si - est racine de zp~z, et que, 
dans le cas contraire, la substitution s'effectue sur toutes les variables. 

Des fonctions de ρητ variables qui ne sont pas changées par les 

substitutions (Ζ, A/^
T 2

 +.. . + HZ -T- L). 

Tout ce que nous avons établi pour les fonctions de p" quantités qui 
ne sont pas changées par les substitutions 

(ζ, Az^ 2-H. ..+ Hz -ι- L), 

peut être étendu par des raisonnements tout semblables, aux fonctions 
de ρ"τ quantités qui sont invariables par les substitutions 

(>î) (ζ, Α^(τ-°+ Bz^V. .. + If+ Hz+ L)-

Désignons par o, at, α2,..., λ les racines de la congruence 

z>»-z== o, 

dont le premier membre est un diviseur de sf"T — z, nous aurons la 
congruence 

A (<r - .+if*r+A *) 

• x(A'"t'-'V*('-,)+...+ A'V*+Ai + <,,) 

x (F,fT"'l)/ÎT"') + ·· .-l· hz + a
2

j 

X (^
(T
-

,

V
(T
-'

)
 + ... + A« +as-

soient a1'1' a*'a> a"'3,..., '^les racines de ζρ"τ~ζ dues au 
premier facteur; α ' , α ' , α * ,,, α les racines de z? = ζ 

dues au second ; α3'1 » α3'2,..., α3''^ ^ celles qui sont dues au troi-
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sième, et ainsi de suite. Prenons la fonction 

α >' α1»·1 a'>r'v ' α·'»1 aJ> <x,2iP κ ' 

+ Xa?S ' ' ' Xofi,P"(T — ' + -. · ? 

soit ω une racine primitive de zpl,T=z; faisons sur cette fonction les 

Ρ F_ premières puissances de (ζ, ωζ·), et formons une fonction symé-

trique des ̂  fonctions ainsi obtenues ; nous aurons ainsi une 

fonction invariable par les substitutions (YJ). 

Désignons par o, b
t
, ό

2
,... £

p
„(

T
_,) les racines de la congruence 

/ -t-Z? + . . . + Ζ -4- ζ = ο, 

nous aurons la congruence identique 

χ (r* - ζ) = (λ'"' ζρΆ - λζ) (λ'" - λζ - £,) (λρ" ̂  - λ Ζ - b
2
) . . . 

Χ (x'V-Xz-^-O-,)· 

Soient α,, α
2
,..., α

ρ
„ les racines de /"ΞΪdues au premier facteur, 

soient β,, β3,···, βρν l
es racines qui sont dues au second, γ

4
, γ

2
,..., γ

ρ
„ 

celles qui sont dues au troisième et ainsi de suite. Faisons sur la fonction 

τ α, a, «p>j β, β, β ft! y, y, yp*! 

les — premières puissances de (ζ, ωζ), ω étant racine primitive de 

^ ~z. nous aurons ainsi — fonctions ; ajoutons-y la fonction φ ; 

enfin formons une fonction symétrique de ces fonctions, et nous aurons 
encore une fonction invariable par les substitutions (YJ). 

Le nombre des substitutions (η) est égal à 

p*T {p* - ι) (ρντ - ρ") (p*t - ρ2") · · · (r - ρ'{τ-1})> 
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et par conséquent le nombre des valeurs de la fonction de ρ** quantités 
qui n'est pas changée par ces substitutions est 

1.2.3...(/>** —l) 
(^ — ̂ ('-0) a)) . .. (pvr_pK) (^_,) ' 

Si on désigne par Ω une racine d'une congruence du degré t, dont les 
coefficients sont racines de zf''= z, et dont le premier membre n'a 
aucun facteur commun avec ζρ*— ζ, toutes les racines de ̂ ~ζ^ les-
quelles sont les indices de nos ρ^ variables, sont renfermées dans 
l'expression 

(f*) A
0
 -+- A

f
 Ω + Aj Ω2 + ... -+- Α

τ
_j Ωτ 1 ? 

A
0

, A,, A2
,..., A

t
_

i
 étant racines de la congruence zp* = z. 

Si on désigne ensuite par v
0

, e,,..., t>
T
_

t
 lés valeurs en lesquelles 

les indices r, Ω, Ω2,..., ΩΤ—' sont changés par la substitution 

(m) (», λ
τ
_, V""-" + W"-" /· + λ.*), 

nous aurons les congruences 

λ
τ
_, + + λ

τ
_

3 + ... λ, -I- λ0 ==v0, 

Ω'"<"",>,-, + 1Τ·<*"'λ
Ι
_, + Ω"|-,»λ

τ
_3 + .,.+ η'"λ,+ΰλ„==^

1
, 

s(r-1) pn (r-1) y+ Si'-y*-'h
r
_,+... + tr-λ„=ρ

τ
_„ 

et l'indice en lequel sera changé l'indice (μ) sera donné par l'expres-
sion 

A
0
 ?„ + A< P, 4-... ·+· A

T

_, E
T

_,, 

Ainsi pour que l'expression (m) représente une substitution, il faut 
que e

0
, e,,..., c

 x
 soient tels, que l'on n'ait pas 

vk = *ο "ο + a
t
 v, a*_, v

k
_„ 

x
0

, a,,···, α*-1 étant des racines de la congruence /' = z. 
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Soient Ω
0

, Ω,,..., Ω
τ—Ι

 τ racines de la congruence ̂  = ζ telles,que 
1 on η ait pas Ω^ = oc0 fi0 -+- ot( Ω, -+- ... ·+■ Ω^_,, cc0, ût| , oc^,.. · , ι 

étant racines de 'a fonction de ρντ variables qui η est pas 
changée par toutes les substitutions (vj) est transitive par rapport aux 

ρ"'1 — ι variables autres que x
0

, puis transitive par rapport aux pVT —p' 
variables qui ne sont pas de la forme a , puis transitive par rapport 

aux ya3"1 variables qui ne sont pas de la forme et 

ainsi de suite. 
Toutes les substitutions (57) sont des dérivées des substitutions 

[z, z + V(T l)+Ap,fT aV,lT *> + ...-h V*zf + hz)] 

qui s'effectuent su r pU — pv^T ^ variables. 

CHAPITRE IV. 
DES FONCTIONS TRANSITIVES D'UN NOMBRE PREMIER DE QUANTITÉS. 

Nous commencerons l'étude de ces fonctions par un théorème qui 
est fondamental, et que nous avons reconnu aussitôt que nous nous 
sommes occupé du sujet de ce Mémoire, mais dont la démonstration, 
quoique assez simple, nous a longtemps échappé. Cette proposition 
est celle-ci : 

THÉORÈME. — Une fonction transitive d'un nombre premier de 
quantités est nécessairement invariable par une certaine substitution 
circulaire effectuée sur toutes les quantités. 

Pour démontrer ce théorème, nous établirons d'abord ce lemme : 
Soient a, ô, c,..., k, /, lesys quantités, et supposons que R soit le 

nombre des substitutions effectuées sur ρ — r lettres qui laissent l 
immobile, et qui laissent la fonction F considérée invariable; F est 

invariable par —jf substitutions effectuées sur ρ — r lettres. 
En effet, considérons ρ — ι lettres quelconques de la fonction tran-
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sitive F ; il y a sur ces ρ — ι lettres Κ substitutions de ρ — r lettres, 
qui laissent F invariable. Faisons la somme des substitutions àep — r 
lettres que l'on a pour chaque arrangement de ρ — ι lettres, nous au-
rons ainsi R ρ substitutions de ρ— r lettres; mais il est aisé de voir 
que chaque substitution se trouve répétée r fois, de sorte qu'il n'y a 

que substitutions de ρ — r lettres qui ne changent pas la fonction 

transitive F. En effet, si en considérant lesρ— ι lettres a, è,...,e, f,... 
i, A, on a une substitution faite sur les ρ— r lettres a, be, on a pa-
reillement cette substitution de p— r lettres en considérant les ρ— ι 
lettresa, bi, l,et en général on a cette substitution dans tous 
les groupes de ρ — ι lettres, que l'on obtient en prenant lesp— r let-
tres a, b,..., e avec r — ι des lettres restantes. Donc dans les Rp substi-
tutions ci-dessus obtenues, la substitution que nous venons de consi-
dérer sur les ρ — r lettres <z, e se trouve répétée autant de fois 
que l'on peut combiner r quantités r — ι à r — τ, c'est-à-dire r fois, et 
notre lemme est démontré. 

Démontrons ensuite cet autre principe : S'il existe une substitution 
S de ρ lettres non circulaire qui laisse invariable la fonction F, le 
nombre des substitutions semblables à S et qui laissent F invariable, 
est divisible par p. 

Soit β le nombre des lettres d'un certain cycle de S ; prenons la 
puissance de cette substitution, nous aurons pour cette puissance 
une certaine substitution A. 

A étant ainsi défini, soit g une des lettres qui ne se trpuvent pas 
dans A, et désignons par 

(a) A, A', A",...,A (v-1) 

les ν substitutions semblables à A, et qui ne contiennent pas g. 
Considérons ρ — ι lettres de la fonction F, qui ne comprennent 

pas la lettre h autre que g; il y aura sur ces ρ — ι lettres ν substitu-
tions 

(β) A,, A',, A;,..., At"1) 

semblables à A, et qui ne différeront des substitutions (a) que par la 
Tome VI (ae série). — Αουτ i86i. 3p 
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manière de désigner les variables; ainsi on passera des substitutions 
(a) au* substitutions (β) en faisant sur les variables une même substi-

tution. 
Considérons de même les ρ — ι lettres autres que /, i étant différent 

de g et de h, et ainsi de suite. Nous aurons en définitive les vp substi-

tutions 

(7) 

A, A', A",..., A("~i;, 

A
f
, A',, A'

(
,..., A1;- 0, 

ΆΡ— 1' Άρ— I' ρ—l' " · ·' ρ— Ε » 

parmi lesquelles il n'y en a que "~p qui soient distinctes, ρ — r étant le 

nombre des lettres permutées par A. On passera des substitutions 
d'une ligne horizontale du groupe (γ) à celles d'une autre ligue en 
faisant une même substitution sur les variables des substitutions de la 
première de ces deux lignes. 

Supposons maintenant que S, S(t), S(i),..., soient toutes les 
substitutions semblables à S qui ont A pour puissance β'*"", et qui 
laissentF invariable. Désignons ensuite par Rt0), R(,),..., RC-" toutes les 
substitutions semblables à S qui ont A' pour puissance β'ém% etc., enfin 
par L(0), L(,),..., L(t-1) toutes les substitutions semblables à S qui ont 
A pour puissance β'Ί"η". Nous aurons ainsi les μ substitutions 

(d) S, Si", S(a),..., S«-'\ R(0), R<",..., R"-",..., L<°>, L"],..., L"-", 

qui sont toutes différentes; par exemple les substitutions R(0), R(l),..., 
R(i_,,sorrt différentes entre elles, et elles sont différentes de S, S(,),..., 

S (i-1)puisqu'elles ont une puissance β'""' différente. 
Nous observons alors que tout ce qui a lieu pour les substitutions 

A, A', A",..., A("~1), 

a lieu identiquement, et pour les substitutions 

Ά*> Λ1 > At > ■ ' * ' Ά i ' 



PURES ET APPLIQUÉES. 307 
et pour les substitutions 

Ά 2, Λ2, Λ2 , . . ■ , Λ2 

etc. Ainsi il y a p. substitutions 

(0 Si", s;·", Si",..., R
f

foJ,Ri° Ri— L[", Li0,··., Li'-°, 

différentes entre elles, et qui ont pour puissance βί>π" les i premières 
A,,, les s suivantes A'

t
, etc., les t dernières A^—Il y a p. substitu-

tions 

(?) S
2

(o), Si", S,'". · · ■, R(o), R(0, · · ·, Ri'-0, ■ · ■, L<", L(°). · ·, Li'-", 

différentes entre elles, et qui ont pour puissance fiieme les i premières 
A

2
, les s suivantes A'

s
, etc., les i dernières A^-1'. Et ainsi de suite. 

On passe des substitutions (â) aux substitutions (a), puis aux sub-
stitutions (ζ), etc., en faisant sur les variables les substitutions au 
moyen desquelles on passe de la première ligne horizontale des sub-
stitutions (y) à la seconde, puis à la troisième, etc. 

Actuellement les substitutions (y) étant identiques r à r, les μρ sub-
stitutions (<?), (ε), (ζ), etc., sont aussi identiques r à r; le nombre de 

ces substitutions qui sont distinctes est donc ̂  et puisque r est < ρ, 
ce nombre est divisible par p. 

D'ailleurs il n'y a pas d'autres substitutions que les substitutions (<?}, 
(ε), (Ç), etc., qui soient semblables à S et qui laissent F invariable. 
Notre principe est donc démontré. 

Cela posé, considérons toutes les substitutions qui ne comprennent 
pas une certaine lettre g, et qui laissent F invariable, et soient K, le 
nombre de celles qui s'effectuent sur ρ — r, lettres, K

2
 le nombre de 

celles qui s'effectuent sur ρ — r
2
 lettres, etc. Désignons enfin par rp 

le nombre des substitutions qui laissent F invariable; le nombre des 
substitutions qui s'effectuent sur toutes les lettres, est 

>Ρ-Ρ{τ^- +..; + Ki/ri -1 ; 

39· 
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c'est donc un nombre non divisible par ρ ; car-^-»·^* etc., sont des 

nombres entiers. Il est donc nécessaire que quelques-unes de ces 
substitutions soient circulaires. 

COROLLAIRE. — Le nombre des substitutions circulaires distinctes 
de ρ lettres qui laissent invariable une jonction transitive de ρ lettres 
est de la forme a. ρ -+- ι. 

En effet, si l'on désigne par χ le nombre des substitutions circulaires 
distinctes de ρ lettres, et par pjr le nombre de toutes les substitutions 
non circulaires de ρ lettres, on a 

(ρ — ι)x -t- py = rp — p{- 4- - + . . . + ~J - ι, 

d'où 
χ — a.p -+- r. 

Le raisonnement précédent conduit également à ce théorème : 

Une fonction transitive dont le nombre des lettres est une puissance 
d'un nombre premier, est invariable par quelque substitution régulière 
effectuée sur toutes ses lettres. 

D'après cela, étant donnée une fonction transitive d'un nombre 
premier ρ de quantités, nous désignerons ces ρ quantités par x

0
, χ,, 

x
2
,..., Xp-k, et supposerons que cette fonction est invariable par la 

substitution 
(x

0
x
t
x

2
. . ,xp_J 

ou (ζ, ζ -t- i) en convenant que x
a
 = x

e
, si l'on a a~e (mod. ρ). 

Il est facile de démontrer que si unefonction transitive de ρ quan-
tités n'est invariable que par des substitutions effectuées sur ρ et sur 
ρ — ι quantités, toutes ces substitutions sont données par l'expression 

(«) (JZ, auz 4- b), 

u étant un diviseur de ρ — ι. 

On voit d'abord que si l'on désigne par a.p le nombre total des 
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substitutions, le nombre des substitutions de ρ quantités est 
ap — ι — ρ (et — ι) = ρ — ι, de sorte qu'elles sont toutes comprises 
dans l'expression (ζ, ζ + m). 

Soit (z, Q
r
z) une quelconque des substitutions effectuées sur Λ?,, 

λτ
3
,..., χρ_4

 ; [Ô
r
z, 0

Γ
(ζ+τ»)] est une substitution semblable à 

(ζ, ζ -+- m), puisqu'on l'obtient en faisant sur les variables de 
(ζ, ζ -+- m) la substitution (z, Q

r
z)\ désignons par 0'

r
z la fonction in-

verse de Q
r
z, cette substitution pourra s'écrire [z, Q

r
 [$'

r
 ζ -t- m)] ; or 

cette substitution laisse la fonction considérée invariable, elle est donc 
identique à une des substitutions (ζ, z -+- n) et on aura 

6
r

(6'
r
z-+-rn)=z-h n (mod .ρ), 

d'où 
Ô'

r
 (z -|- η) = & z -+- m. 

De cette congruence, on tire 

Ô'
r
 (Z + ÎB) = 0'r (Z + n) 4- m ΞΞΞ S'

r
 z + 2 m, 

ô'
r
(z -+- kn) = e'

r
z H- km. 

Faisons z = o, nous aurons, k étant quelconque, 

B'
r
 (kn) = S

r
o H- km; 

9'
r
 ο est nul; on a donc, en remplaçant k n par z, 

0'r z = m/n 2, 

et par conséquent toutes les substitutions qui laissent la fonction con-
sidérée invariable, sont comprises dans la formule (a). 

On voit aussi par cette démonstration que si une fonction transi-
tive de ρ quantités n'est invariable que par une seule substitution 
circulaire de ρ quantités, toutes les substitutions qui la laissent inva-
riable sont les substitutions (a). 
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Or le nombre des substitutions circulaires qui laissent une fonc-
tion transitive de ρ lettres invariable est de la forme ap 4- r ; donc si 
une fonction transitive de ρ quantités est invariable par d'autres sub-
stitutions que les substitutions {«), elle est invariable par au moins ρ 4-1 
substitutions circulaires. 

THÉORÈME. — Une fonction transitive F de ρ quantités est inva-
riable par toutes les substitutions {z,au z + b), a et b étant quelconques 
et u un certain diviseur de ρ — ι plus petit que ρ — ι, et même plus 

petit que p si ρ est de la forme l\n — \. Le nombre des substitutions 

circulaires de ρ quantités qui laissent cette fonction invariable est au 

moins égal à ~~~> r étant le nombre, des substitutions qui, effectuées 

sur x, jjj,..., .rp
_

(
, laissent cette fonction invariable. 

La fonction F est supposée invariable par la substitution (2,2 + 1) 
et soient ensuite 

(') (ζ, ζ), (ζ, 6, ζ), (z, 0,z),..., (z, B
r
_

{
 z) 

les substitutions qui ne permutent que x,, x
2
,. x

p
^.

i
 et qui lais-

sent la fonction F invariable. 
Les substitutions [ô,z, â

s
 (z -4- m)] ou [z, B

s
{$'

s
 z 4- m)\ sont des sub-

stitutions circulaires, qui sont les puissances de [z, ô
s

($'
s
z-+-1)]. Or, le 

nombre total des substitutions qui laissent F invariable est rp ; donc, 
en faisant dans l'expression [z, Ô

s
(&

s
z-h TO)]î = 0, 1, a,..., r — 1, on 

n'obtiendra pas toutesdes substitutions circulaires différentes, puisque, 
si elles étaient toutes différentes, on aurait r(p — 1) substitutions cir-
culaires de ρ variables, et par conséquent le nombre de toutes les sub-
stitutions qui ont moins de ρ variahles serait au plus égal à r, ce qui est 
ahsurde; donc il y aura nécessairement deux substitutions telles que 
[z, z +- /»).] et [ζ,θ

ν
(θ'

ν
ζ 4-η)] qui seront identiques: ce qui don-

nera 
0

S
 (f

s
 Z 4- m) = ô

v
 (Q'

v
 z 4- «) '( mod. p.). 
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Changeons z en θ
μ
ζ, et nous aurons 

0s(Q'sz ·+* m) = s<. iz ■+-n), 

&
s

Q
v
z -+- m ~ $'

s
 Q

v
(z-+-n ). 

Posons 

U) e'AzsAz> 

et nous obtiendrons 
d

t (ζ + n) = Qtz H- m, 
ce qui donne 

(3) 0t z = cz, 

et il est prouvé que les substitutions (i) contiennent toutes les substi-
tutions (z, a"z), u étant un diviseur de/? — ι. 

Démontrons ensuite que si ρ est de la forme l\n — ι, m est plus petit 

que p ' ? si la fonction est invariable par d'autres substitutions que 

les substitutions |_z, ( ± i) 2 ζ 4- 6J. 

En effet, supposons cette fonction de ρ quantités invariable par les 
substitutions (ζ, ±. ζ -+- b), et par d'autres qui ne soient pas de la forme 
(z, az-t-ό). Multiplions cette fonction par la fonction des mêmes 
quantités qui a deux valeurs, laquelle est changée par la substitution 
(z, — z), et nous obtiendrons une fonction transitive de ρ quantités qui 
ne serait invariable par aucune des substitutions (ζ, az), ce qui est 
impossible. 

On voit en particulier que si^ ' est un nombre premier;, une jonc-

tion transitive de ρ quantités qui n'est pas la fonction invariable par les 
seules substitutions (z, ±z + ), est invariable par toutes les substitu-
tions (z, a?z -+- b). 

Pour achever la démonstration de notre théorème, supposons qu'il y 
ait e des expressions θ ($'z ■+■ m), qui puissent servir à représenter une 
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même substitution circulaire, de sorte que l'on ait 

(4) 
0s{°'s z + ») = 6 M, ie's, ζ+ηή=θ*, φ,* + «.)=■·■ 

= 0sv-1 (0'sv-1 z+nc-1) ; 

de la première de ces congruences on tire, en changeant z en &
k
 z inverse 

deQkz, 
6» (®1 Ζ + ») = 0

Si

 (&
Si

 B\ z -4- η, ), 

et 
0k°S φ s 5'* *-+-«) = B

k
 Q

Si

 (Q'
St

 ff
k

z -+■/!,); 

donc on aura 

0k 0s (0's®* a + Λ) = 5*6,, (fl',,5'* s +«,)=·· ■= 0^_, (6;
 e

_
t

 6; z + "e-,); 

B\ 9'
k
 z est l'inverse de B

k
 S

s
z; donc toutes les expressions θ (6'z -+■ m) sont 

égales e à e. D'après les congruences (a) et (3), on aura 

&
t

Q
t

z==c<z, &
f
 6

tt
z=c

a
z,..., 6'

s
 ô

s
^ z = c

e
_
t
z, 

et par conséquent il y a e substitutions de la forme (z, cz), qui laissent 
la fonction invariable, et il n'y en a pas davantage; car s'il y en 
avait plus, on pourrait poser ô'

s
 6

g
z = dz, 0^.étant différent de , 0

f>
,..., 

6
S
 , et on aurait à ajouter aux e termes (4) congrus entre eux le terme 

9
g

 (B'
g
 z -h g); donc ces e substitutions ne sont pas autres que les substi-

tutions (z, a"z et on a e = -—-· 
Les r expressions Ô

s
 (B'

s
 z -h ι ) peuvent donc être groupées e à e, de 

manière à être identiques ou puissances l'une de l'autre; donc le nom-
bre des substitutions circulaires distinctes renfermées dans l'expres-

sion [z, B(5'z-h i)] est-ou r" ■· Comme toutefois nous n'avons pas 

démontré que toutes les substitutions circulaires qui laissent la fonc-
tion invariable sont de la forme [Z, 6 {6'z -+- ΛΪ)], il faudrait bien se 
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garder de croire que le nombre de ces substitutions circulaires est égal 

à ? mais seulement qu'il est au moins égal à r" · 

D'après ce que nous venons de voir, les substitutions (r) qui s'effec-
tuent sur jc

t
, xp_t peuvent s'écrire 

i» [z, auz), (z,a"6
t
z), (z, α"θ2ζ),..., (z, au9

r
,_

l
z). 

Si u est impair, en multipliant la fonction invariable par les substi-
tutions (ε) par la fonction qui a deux valeurs, on aura une fonction 
qui ne sera invariable que par les substitutions (z, a"z) pour lesquelles 
a est résidu quadratique, et comme le nombre des substitutions qui 
la laissent invariable doit devenir deux fois moindre, ce sont 

(z, a2uz), (ζ,α2"θ,ζ), (z, a2u6
2
z),..(ζ, a2u6,r'-1z); 

on voit donc aussi que les substitutions 

(z, e,z), (z, 0„z),..., (Z,0
r
,_

j
z) 

laissent invariable la fonction qui a deux valeurs. 
Supposons une fonction de ρ + ι variables qui ne soit pas changée 

par toutes les substitutions ^z, pour lesquelles (AD —BC) est 

résidu quadratique, ni parles substitutions (i); (z, a2z) figure donc 

parmi ces dernières substitutions. La substitution (z, p-1 (-1) p-1/2 (-1)/z 

laisse cette fonction invariable et ne permute ni x
0

, ni c'est donc 
une des substitutions (i), et on a 

p-1/2 (-1) / 0, -1 

Tome VI ('IE série). — SEPTEMBRE 1861. 4o 
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d'où 

(8) 0u z 0v p-1/2 (-1)/z = p-1/2(-1) 

Il est ensuite aisé de démontrer que si l'on a Q
t
(z m) = 6

g
z + n, 

quel que soit t, et que si toutes les substitutions (i) sont assujetties à 
la congruence (g), il existe une fonction deux fois transitive de ρ -+- ι 
quantités invariable par les substitutions (i) et par les substitutions 

(ζ, ) pour lesquelles AD — BC est résidu quadratique, et si l'on 
\ KjZ D/ 
écrit les substitutions (i) 

(ζ, α2ζ), (ζ, α20,ζ), (ζ, α20
2
ζ),..., (ζ, a25

s
_, ζ), 

ε étant égal à ' toutes les substitutions qui laissent cette fonction 

invariable sont données par l'expression 

( A8,z + B\ 
\Z' C9,z + D/' 

AD — BG étant résidu quadratique (et s < ε). 

THÉORÈME. — Soit une fonction transitive d'un nombre premier ρ 
de lettres, dont toutes les substitutions s'ejfectuant sur ρ lettres sont 
circulaires ; si elle est invariable par des substitutions qui changent la 

fonction qui a deux valeurs, toutes ces substitutions s'effectuent sur 
ρ — ι lettres. 

Supposons en effet une fonction F de ρ lettres, dont toutes les sub-
stitutions de ρ lettres soient circulaires, et qui soit invariable par des 
substitutions qui changent la fonction des mêmes lettres, qui a deux 
valeurs. 

Considérons les substitutions qui ne contiennent pas χ et qui lais-
sent F invariable. Soient K, le noçnbre de ces substitutions effectuées 
sur ρ — r, lettres, K

2
 le nombre de ces substitutions effectuées sur 

ρ — r
2
 lettres, etc. Le nombre des substitutions de moins de ρ lettres 
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qui laissent F invariable est 

2_(^ + 5^ + ... + liC + IV 

et l'on a, en désignant par rp le nombre des substitutions quilaissentF 
invariable, 

(a) r = Κ, + Ks -t- . . . -4- Κ,· -+- ι ; 

donc le nombre des substitutions de ρ lettres qui, par hypothèse, sont 
toutes circulaires, est 

rp- (hp + M + ... + hP+Λ. 

Multiplions la fonction F par la fonction des mêmes lettres qui a deux 
valeurs, nous aurons une fonction transitive F' dont le nombre des 

valeurs égales est ^ p. Considérons encore les substitutions qui ne con-

tiennent pas x
0

, et qui laissent F' invariable. Soient le nombre de 
ces substitutions effectuées sur ρ — r, lettres, K'

2
 le nombre de ces 

substitutions effectuées sur ρ — r
3 lettres, etc. Le nombre des substitu-

tions de moins de ρ lettres, qui laissent F' invariable, est 

2_(^ + 5^ + ... + liC + IV 

et on a 

(β) £ = κ; + R; +... + κ;. + Ι ; 

quant au nombre des substitutions circulaires de ρ lettres qui laissent F' 
invariable, il est 

2_(^ + 5^ + ... + liC + I
V 

Or le nombre des substitutions circulaires de ρ lettres qui laissent les 
4o.. 
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deux fonctions F et F' invariables est le même ; on a donc 

/K, Kî Κ, i\ rp ( Κ'. Κ' , i\/K, Kî Κ, i\ rp ( Κ'. Κ' , i\ 

d'où 

/· κ,-κ', K2-K' , k,~k; 

En retranchant (β) de (a), on a d'autre part 

~ = (R*) ~ R-'î ) + (K
a
 — R'

s
) + (Kj- — κ· ), 

et en comparant ces deux dernières égalités, on a 

r, = i, K
2
 = K'2, K3=K'3.... 

Nous ferons remarquer à propos de ce théorème ce fait digne d'at-
tention, que nous ne connaissons aucune fonction transitive d'un nom-
bre premier de quantités invariable par d'autres substitutions que 
(z, az-l· b) et qui ne soit pas changée par des substitutions qui changent 
la fonction qui a deux valeurs. 

Enfin nous pouvons certifier ce théorème, quoique nous n'en con-
naissions pas de démonstration rigoureuse : Une Jonction transitive 
d'un nombre premier de quantités ne peut être invariable par des 

substitutions qui s'effectuent sur moins de de ces quantités. 

Soit (ζ, θ ζ) une substitution des ρ — ι variables Xp_
K
 pour 

laquelle on a Q (a"s) ~ auQz, u étant un diviseur de ρ — ι ; cette sub-
stitution est de la forme 

(0 
A-t-(u—.)£ — a) 

+ Rz " + Lz 

D'ailleurs les dérivées des substitutions de cette forme sont encore de 
la même forme; car si l'on a 

θ (α"ζ) = α"θζ, μ(α"ζ) = β"μζ, 
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on aura 

0μ(ααζ)~θ (β"μζ) et θ μ (α"ζ) = γ"θμζ. 

On voit donc que, λ étant un nombre variable, les substitutions de la 
forme (1) jointes aux substitutions (z, az) forment un système de sub-
stitutions conjuguées, et la fonction de ρ — ι quantités invariable par 
ces substitutions est transitive, puisqu'elle est invariable par toutes les 
substitutions (ζ, az). 

Actuellement considérons une fonction transitive de ρ quantités, 
invariable par toutes les substitutions (z, auζ -+- b), et soient 

M (ζ, z), (z,$
t
z), (z, 0,z),..., (a, 0,-,*) 

les substitutions qui ne contiennent pas x
0

·, désignons par & z la fonc-
tion inverse de 0

t
z, la substitution (z, O

s
auQ'

s
 z) est semblable à (z, a"z) 

et laisse la fonction invariable; ce sera une substitution différente de 
(z, aaz), à moins que l'on n'ait 

- $
s
aa$'

s
z = a"z, d'où $

s
 (a"z) = au6

s
z, 

et alors (z, Q
s
z) est de la forme (1). 

Parmi les substitutions (2), il y en a qui s'effectuent sur moins de ρ — ι 
variables; soit (ζ, θ

ν
ζ) une telle substitution, et supposons qu'elle ne 

permute pas x
a

\ si la substitution (ζ, θ
μ

ζ) est de la forme (1), la sub-
stitution £z, 0„(z+ «) — ne contient pas x

0
 et n'est pas de la 

forme (1). Donc il existe au moins une substitution (z, 0
s
 a"ô\ z) sem-

blable à (z, a"z), et qui ne lui est pas identique. 
Occupons-nous maintenant du cas particulier où la fonction transi-

tive de ρ quantités est invariable par toutes les substitutions (z, a2 z), 

ce qui arrive toutes les fois que^ ' est un nombre premier. 
Soient 

(z, z), (z, S.jb), (z, Ô
2
z), (.Ζ, 0,_,ϋ) 

les substitutions qui ne permutent que ara, χΛ
,..., xp-.

K
. Les substitu-

tions (z, Q
s
a20'

s
 z) sont des substitutions semblables à (z, a2 z). 
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Supposons d'abord que le nombre des substitutions qui ne con-

tiennent pas x
0
 et qui laissent la fonction invariable, soit

2 

Faisons dans l'expression (ζ, θ 
s
a2 &

s
z} a = 2, 3,..., p ' ; et s = ο, 1, 

a,..., ε — ι, nous aurons substitutions de ρ — ι quantités 

semblables à (ζ, a2ζ). Donc, comme le nombre total des substitutions 

faites sur x
t

, x
2
,..., x

p
_, est^-^—-» et que le nombre de ces substi-

tutions qui ont moins de ρ — ι variables est > e, toutes les substitu-
tions (z, 0

s
a2&

s
 z) ne sont pas distinctes, et on a 

Q
t
a*&,z = Q

t
b*&

t
z, 

ou 
V,{a*z) = b*9

t
e,z>, 

d'où 
p-1 

ô'
t

Q
s
z = kz 2 ~t-BzJ; 

ainsi la fonction est invariable par au mojns une substitution de la 
forme 

(z, Az 2 -+- Bz;)" 

En second lieu, supposons que le nombre des substitutions qui ne 
contiennent pas x

0
 et qui laissent la fonction invariable soit ε(ρ — ι), 

auquel cas la fonction est deux fois transitive. 
Soit (ζ, τζ) une substitution du second ordre qui contient x,, et qui 

ne contient pas χ
0

·, τ ζ n'étant pas une des fonctions 

a2z, α2θ,ζ, a2Q2z,..., «20
£
_,z, 

et supposons que toutes les substitutions du second ordre qui ne con-
tiennent pas x

0
, soient données par les fonctions 

a2z, a2Q
4
z, a2Q

2
z,..., α20

£
_,ζ, 

a2z, τα2θ
4
ζ, τ α2θ

2
ζ,..., raaÔ

t
_

1
z. 
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Si toutes les substitutions (z, Q
s
a2&

s
z} et (ζ, O

s
xa2x O'

s
z) étaient diffé-

rentes entre elles, elles seraient en nombre égal à ε(ρ — 3), puisque a 

est susceptible des valeurs 2, 3,..., p ~ et .y des valeurs ο, 1, 2,..., 

£ — r, et par conséquent on n'aurait que 2s substitutions de moins de 
ρ — ι lettres; ce qui est impossible, puisqu'il n'y a pas de substitutions 
de moins de ? ' variables. 

1 

t° Supposons que l'on ait Q 
s
a2B'

s
z = Q

t
b2Q'

t
z, on aura 

&Jsza2x'z=ib20'vQsz, 

20 Soit Q
s
xa2x'Q'

s
 z~ θ

ν
b2Q'

v
z, on aura 

&J
s
za2x'z=ib20'

v
Q
s
z, 

&
v

S
s

x {a2z)==b2Q'
v

 Q
s
xz. 

3° Soit B
s
xa2z'Q'

s
z~B^a?x'B'

v
z, on aura 

&
v
 θ

!
τα2τ'z = xa2x'9'

v
 0

s
z, 

x'9'
v
 $

s
xa2x'z e= α2χ'θ'

ν
 Q

s
 z, 

x'&
w
 6

s
x{a2z) = α2τ'0'„ 9 

s
xz. 

Donc parmi les substitutions qui ne contiennent pas x
a

, il y en a au 
moins une(z, μζ) pour laquelle on a 

P~ ' , ; 
μ (α2ζ) = α2μζ ou p.z = kz 2 Bz . 

En terminant cette étude des fonctions d'un nombre premier de 
quantités, nous ferons remarquer que l'on ne doit pas croire à l'exis-
tence d'un très-grand nombre de théorèmes généraux relatifs à toutes 
ces fonctions; car il existe des fonctions transitives d'un nombre pre-
mier de variables, qui ne proviennent nullement de ce que le nombre 
de leurs variables est premier, et qui devraient satisfaire à ces théo-
rèmes. Je citerai pour exemple la fonction trois fois transitive de 17 va-
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riables qui a 1.2.3... 14 valeurs, et qui doit son existence non à ce 
que 17 est un nombre premier, mais à ce que 17 est une puissance de 
nombre premier, plus 1. 

CHAPITRE Y. 

DES FONCTIONS TRANSITIVES DE Π QUANTITÉS, Π ÉTANT QUELCONQUE. 

Nous allons donner dans ce chapitre plusieurs classes de fonctions 
transitives d'un nombre quelconque de quantités. Mais comme le sujet 
que nous allons traiter ici est bien loin d'avoir le même intérêt que ce-
lui qui a fait l'objet des chapitres précédents, nous n'y donnerons pas 
tout ce que nous avons pu trouver, et nous nous contenterons d'énon-
cer quelques propositions qui sont toutes très-faciles à démontrer. 

Les classes de fonctions que nous allons donner, renferment presque 
toutes les fonctions une seule fois transitives qui ont moins de douze 

lettres. 
Des fonctions cycliques. 

On appelle fonction cyclique une fonction qui reste invariable par 
une certaine substitution circulaire contenant toutes ses variables. 

Désignons par a?
0

, oc,, oc
3
,..., ar„_, les η variables de la fonction. Si 

cette fonction n'est invariable par aucune substitution circulaire de 
toutes ses variables qui ne soit puissance de (x

z
, oc

z+
, ), cette fonction 

n'est invariable que par des substitutions de la forme (oc
z

, oc
az+

j); mais 
la réciproque n'est pas vraie, une fonction invariable seulement par les 
substitutions (oc

z
, oc

az+b
), n'est pas nécessairement une seule fois 

cyclique. 
Soient a, b,..., c, des nombres différents par rapport au module η 

et premiers à n, il y a une fonction cyclique de η quantités invariable 
par les substitutions comprises dans la formule 

(z, cfb13...cyz + m); 

en particulier, on a une fonction cyclique de η quantités invariable 



PURES ET APPLIQUÉES. 3s ι 
par toutes les substitutions 

(ζ, az + b), 

a étant premier à n, et qui a ' '2' —— valeurs, ψ(n)désignantcom-
bien il y a de nombres inférieurs et premiers à n. 

Si n est un nombre pair, l'expression [ζ, ζ -h ( — i)*] est une sub-
stitution régulière de n variables qui peut s'écrire 

( JC
0

 ΛΓ, ) ( ΛΓ, ) (tf, Χ, ) ... (af„_
a OV-, ) 5 

mais si n est impair, cette expression n'est plus une substitution, car 
elle changerait x, et x

n
_, en x

0
. 

On voit d'après cela que si n est un nombre pair, il existe une fonc-

tion cyclique de n quantités ayant τ·α···(η~ι) valeurs , et invariable 
par toutes les substitutions 

[ζ, Z-+- m -+- /(— i)*], 

et qu'il y a aussi une fonction cyclique de ces quantités invariable 
par les substitutions 

[z, aK ... cy ζ -+- m -+- l (— i)1]· 

Si n est pair, il n'y a pas de fonctions cycliques invariables seule-
ment par des substitutions de n et de n — ι quantités. Si n est impair, 
il existe au moins une de ces fonctions, savoir la fonction invariable 
par les substitutions (z, ±z + b). 

Des fonctions invariables par les substitutions 

(2-1-/3,..., u-\-y)* 

Soit n — pqr...t; considérons l'expression x
abc j e

 et convenons 
que l'on aura 

Xa,b,c,...,e — Xa'
>
b',c',...,e'·' 

Tome VI (Ie série). — SEPTEMBRE 1861. 4 J 
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si l'on a 

cl' ξξξξξ a (mod.p), b'= b (mod. q), ,..., e' = e(mod.t). 

L'expression x
a h c e

 pourra représenter les η variables. Désignons 

par 

(a) (■"*>, «,.··>" 'X~r + a
>
z-hfi,...,u + y) 

une substitution qui augmente tous les premiers indices de a, tous 
les seconds indices de β, etc. En donnant à et, β,.. ■, y toutes les va-
leurs dont ils sont susceptibles, on obtient des substitutions conju-
guées entre elles, et qui laissent invariable une fonction transitive F qui 
a i.a.3... [η — i) valeurs. 

Si p,q, r,..., t sont des nombres qui sont tous premiers entre eux, 
les substitutions (a) sont toutes les puissances d'une même substitution 
circulaire, de sorte que les substitutions peuvent s'écrire sous cette 
forme beaucoup plus simple [χζ

χ
ζ+ιη)·> les indices étant pris par rap-

port au module n. 
En général, si l'on veut avoir toutes les fonctions d'un nombre donné 

η de variables, telles que F, et si l'on veut que le nombre des indices 
soit le plus petit possible, on adoptera la règle suivante : On cherchera 
de combien de manières le nombre η peut être décomposé en facteurs 
p,q, r,..., l tels, que q soit un diviseur dep, r un diviseur de q, et ainsi 
de suite. Autant il y aura de manières de décomposer ainsi le nombre 
n, autant il y aura de fonctions transitives différentes telles que F. On 
prendra un nombre d'indices égal au nombre des facteursp,q, r,..., t 
et l'on prendra ces indices respectivement suivant ces nombres consi-
dérés comme modules. 

Soit η = trap; il y a une fonction transitive de η quantités qui a 

- 'a'3
mp~" ~ ^

 va
'
eurs

»
 et

 φ"
 est invariable par les substitutions que 

l'on obtient en prenant le premier des cycles 

(A) 
\ 0 1 x2 ^3 ··· ^m—l ) î Γ0α1α2"' m — l ) 1 
(χl x\ (χΡ-> a*-...xp-1m-1); 
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avec l'inverse de l'un quelconque des suivants, ni par la substitutior 

(B) 
!( γ* 0 y f y 2 mP ' \ / M 0 m 1 γι 2 ' \ 

!( γ* 0 y f y 2 mP ' \ / M 0 m 1 γι 2 ' \ 

Il y a une seconde fonction transitive de η quantités qui a 

1.2.^mP-"'—~ valeurs et qui n'est changée ni par les substitutions 

que l'on obtient en prenant le premier des cycles (A) avec l'un quel-
conque des cycles (A) de rang pair ou avec l'inverse d'un quelconqiu 
des cycles (A) de rang impair, ni par la substitution (B). 

Soit η = mnt ; s'il existe une fonction transitive de m quantités ayanl 
ρ valeurs, il existe aussi une fonction transitive de η quantités qui a 
1-2 "^"l\ ρ valeurs. 

Considérons la fonction transitive de m quantités qui a ρ valeurs; 
désignons ses m quantités par x0, xt, x2,..., xm_, et supposons que 
toutes les substitutions qui ne changent pas cette fonction soient 

(xz xz), (xz xz), (xz xz),..., (xz xz), 

Désignons par 

0? 1' 2' ' m — m ^ t ? & 2 ' * " * * m —1 ' ' ' ' > 0 > ^ l ' ' m— I 

η quantités, et imaginons une fonction de ces quantités invariable par 
la substitution 

{«*') 
et par les substitutions 

((xys sy5), (xys sy5), ys sy5), ... (xys sy5), 

et nous aurons la fonction dont il s'agit. 

4i.. 


