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SUR LA FORME 

X- 4- a Y2 4- aZ- -f. 4 Τ2 : 

PAR M. ,1 LIOUVILLE. 

1. Etant donné un entier η, on demande une regie .simple pour cal-
culer le nombre Ν des représentations de η par la iorme 

Xs a Y2 4- aZ2 4- 4T-. 

c'est-à-dire le nombre Ν des solutions de l'équation indéterminée 

η = X2 4- a Y2 -+- a Ζ2 4- 4 Τ2. 

ou Χ, Y, Ζ, Τ sont des entiers quelconques positifs, nuls ou négatifs. 

Nous ferons comme à l'ordinaire n= i" m, m étant impair et l'expo-
sant cf. pouvant se réduire à zéro. On comprend facilement que les 
divers cas à examiner se ramèneront tous à la considération de Ja 
iorme 

.χ- -h y'1 4- ·.> Y 4- t-

Nous supposons donc connus du lecteur les résultats que nous avons 

obtenus dans le cahier de juillet i860 pour cette dernière forme, ré-

Iurne VU (q° série). — Janvier iSG'j. ' 
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sullats qui du reste découlent eux-mêmes, ainsi qu'on l'a vu, des théo-

reines de Jacohi concernant les représentations par une somme de 

quatre carrés. 
Soit d'abord η impair, n= m, en sorte qu'il s'agisse du nombre Ν 

des solutions de l'équation 

m = X- -+- ΐίΎ- -ι- 2Z2 -+- 4T" 

clans laquelle X 11e pourra évidemment être qu'impair. En l'écrivant 

ainsi 
m = X2 -+- ί 2T;2 4- 2 (Ys -f-m = X- -+-

on verra qu'elle 11e diffère de l'équation 

m = .χ- -+- ) - -j- 2 1 £" + l2 ) 

où l'un des entiers ,r, y sera pair, l'autre impair, qu'en ce que le 
carré impair X2 est toujours le premier, et le carré pair(2Ï)2 toujours 

le second, ce qui réduit à moitié le nombre des solutions. Mais ce 

nombre, pour 
m — oc' 4- v2 -t- 2 ( zr 4- t2 ), 

a été trouvé égal à 4Ç, (m), Ç, (m) désignant la somme des diviseurs 

de m. Le nombre Ν des solutions de l'équation 

ni = X2 4- 2 Y2 4- 2Z2 4- 4 f" 

est donc fourni par la formule 

Ν = 2ζ, [in). 

Soit à présent η pair, η — ι/ηι, a > ο. Il est clair que dans l'équa-

tion 

2J m = X- 4- 2 Y2 4- 2Z2 4- 4'f2 

X devra être pair. Soit donc 

X = aU, 
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Il s'ensuivra 

3K~'m = a U2 + Ύ2 + V- + 2T2, 

équation qui revient à 

2"' '/n = .r2 -+- y" +· 2 (zs -+- /*) 

et qui à son tour reproduirait par des opérations inverses celle dont 

elle a été déduite. 
Ayant donc trouvé pour tous les cas qui peuvent se présenter le 

nombre des solutions de l'équation 

2 III — OC' —f- J" -f- 2 (Z~ —j~ t' J, 

nous en conclurons, pour η pair = 2 in, le nombre Ν des solutions de 

notre équation 
η — X2 -f- 2Y2 + 2Z2 4T2. 

Pour η impairement pair, η — 2 m, nous aurons ainsi 

Ν = /i Ç, (m). 

Pour Ν divisible par 4, non par 8, η — !\m, il nous viendra 

Ν = 8ζ, (m). 

Enfin pour η divisible par 8, avec quotient pair ou impair, η — ·ι m, 

α > a, on doit prendre 

Ν = 24Ç, (m). 

2. Supposons à présent qu'on veuille chercher à part le nombre M 

des solutions propres de l'équation 

π = χ2 + 2Y2 + 2Z2 + 4T2, 

c'est-à-dire le nombre M des solutions qui subsistent en exigeant que 

les valeurs simultanées de Χ, Χ, Ζ, T ne soient jamais divisibles par un 
1.. 
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même entier > i. En continuant à faire η = % m, il faudra, eomine 

dans le cahier de juillet i860, substituer à la fonction numérique 

ζ, (ni ; la fonction Z, ' m ; ainsi définie : l'expression de m en (acteurs 

premiers étant ημ h'... c, 011 prend 

Ζ ι ; 111 ; — (rt·" + (V1 1 ) (// + //' ' ')■■■( 6·'" -f- c'" ' ). 

A joutons que pour m = 1, nous faisons Z, \ in) = 1. 
Cela posé, pour u impair, n = m, on a 

AI = 2 Z, 1 m). 

four ti impairement pair, η — ;>.m, 

M = 4^-1 ") ■ 
Pour η = 4".', 

AI 6Ζ, \tn). 
Pour η = 8///. 

Al = 20Z, : ut . 
Pour u — 16m, 

Al = ι υ Ζ1 [ m '. 

Enfin pour )i divisible par 12, c'est-à-dire pour η — ï' ni, avec y. > 4, 
on a généralement 

AI = o; 

cela tient à ce que les entiers Χ, Y, Ζ, T, ne peuvent plus alors être 
que pairs, c'est-à-dire tous divisibles par 1. 


