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PURES ET APPLIQUÉES. io5 

SUR LA FORME 

oc2 -+- y2 -t- z2 -4- 3 ts', 

PAR M. J LIOUVILLE. 

1. Étant donné un entier quelconque n, on demande une règle 
simple pour calculer à priori le nombre N, ou TNT (n), des représenta-
tions de η par la forme 

x2 -f- y2 + z2 + 3^2, 

c'est-à-dire le nombre N(«) des solutions de l'équation indéterminée 

η — χ2 + y2 + z2 -f- 3t2, 

ou se, γ, ζ, t. désignent des entiers indifféremment positifs, nuls ou 
négatifs. 

Comme les nombres premiers 2 et 3, quand ils divisent », jouent 
un rôle tout spécial dans la formule qui détermine Ν (n), nous pose-
rons 

η = 2k3^ m, 

m étant un entier impair, non divisible par 3, et les exposants a, β 
pouvant se réduire à zéro. 

Eisenstein s'est occupé en 1847 (Journal de Crelle, t. XXXV, p. i34) 
du cas particulier de α = ο, β = ο, η = m, c'est-à-dire du cas parti-
culier où l'on ne considère qu'un entier impair non divisible par 3. 
La règle qu'il indique sans démonstration pour trouver Ν (m) consiste 
à chercher l'excès de la somme des diviseurs de m compris dans la for-
mule 12g ± 1 sur la somme des diviseurs de m compris dans la for-
mule 12g ±5 : on en conclut la valeur de Ν (m) eu multipliant 
l'excès dont il s'agit (et qui est tantôt posilif, tantôt négatif) par les 
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facteurs numériques respectifs 

6, — ra, — 2, 4 

suivant que m est de l'une des quatre formes linéaires 

12^ + 1, 12 A-h 5, 12 4—5, \ik — i, 

dans lesquelles sont contenus tous les entiers impairs non divisibles 
par 3. 

Décomposons m en deux facteurs d, â de toutes les manières pos-
sibles, en sorte que m = dâ. En employant une notation de Eegendre, 
on a 

quand 
<-o (!) = . 

tandis que 

(l — I 2 g ±1 ι, 

>-"(£)=-

quand 
d — 12g ± 5. 

L'excès de la somme des diviseurs d compris dans la formule 12g ±. 1 
sur la somme des diviseurs d compris dans la formule 1 2g ±. 5 s'ex-
prime donc par la fonction numérique 

Σι-'''®*· 

La règle d'Eisenstein revient dès lors aux quatre équations ci-apres ; 
pour m 1 ik —t- 1, 

Nf» = 6]£(—1) 2 

pour m = 1 ik + 5, 

N(m) = — 12 ̂  (— 1) {^)
d: 
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pour m = iik — S, 

Ν(/κ) = - »2(—0
 2

 (§)
 d

' 

enfin, pour m — 11k — 1, 

N(/n) = 42(_ I) 2 (t) (L 

On peut substituer à la fonction 

2c-o J ($)* 
une autre fonction numérique de même valeur absolue, mais qui a 
l'avantage d'exprimer toujours un nombre positif. Cette fonction nou-
velle est 

Σ(-')'
:
'(§μ 

On la trouve égale à 

d — i 

quand m — \ ik ± 1, vu Qu'alors on a 

(—„ ' $ = (-,)—(·). 

mais égale et de signe contraire quand /n = iaA'±5, attendu que 
dans ce dernier cas 

' (ί) =-(-') ' (Ι)· 

comme il est aisé de s'en assurer. 
On peut donc poser, pour m — \ ik + 1, 

N(m) = 62(-i) 5 

14.. 
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pour m = \ik + 5, 

Ν (m) = ια ̂  (-Ο ' (|) d; 

pour /n = ii k — 5, 

BB»X / N / V 2 

enfin, pour m= nk — i, 

N(m) = 4l(-') ' (|) d. 

Mais je réunis ces quatre formules en une seule, en écrivant 

Ν (m) = [ 3 - [a + (- t ~J 

où, pour abréger, je mets simplement au lieu de 

Σ(-·)'''(!)*■ 

2. La règle d'Eisenstein ne s'appliquan^ ni aux entiers impairs 
multiples de 3, ni aux entiers pairs premiers à 3, ni à fortiori aux en-
tiers pairs et multiples de 3, nous avons dû non-seulement constater 
au moyen de nos formules générales l'exactitude de ses énoncés, mais 
aussi en chercher d'autres pour les cas qu'il a omis et qui ont leurs 
difficultés propres. 

Qu'il s'agisse d'abord d'un entier η impair, mais multiple de 3, et 
soit 

η = 'f m, 

l'entier m étant premier à 3. Continuons à désigner par la simple 
lettre ̂  la fonction numérique de m employée plus haut. Nous au-
rons 

N(3^) = [3^'-(-.)^)]U + (-0
f+ 1

 Jl-



PURES ET APPLIQUÉES. ï09 
Cette formule convient même au cas de β = ο : elle redonne alors la 
valeur de Ν (m) inscrite à la fin du n° 1. 

Pour β = ι, et en distinguant les quatre formes linéaires dont m 
est susceptible relativement au module 12, on a les équations spé-
ciales que voici : quand m — iik -+- 1, 

quand m — 12 A: -V- 5, 

Ν (3m) = 10 

Ν (3m) = 8^; 
quand m — 1 2k — 5, 

N (3m) — 3o ; 

enfin, quand m — 12k — 1, 

Ν (3m) = 242' 

Passons aux entiers η non divisibles par 3, mais pairs, de façon que 

η = 2 xm, 

m étant impair et premier à 3. En conservant à ̂  sa signification, je 
trouve cette fois 

Ν (a» m) = [3 - (- ι)» (f )] + (~ 0
K

"~J 2· 

En prenant α = ο, on retrouverait la valeur déjà donnée de Ν (m). 
En prenant α = ι, on a, pour m — 12k -+- 1, 

Ν (2m) = 12^; 

pour m = 1 2k ■+- 5, 

Ν {'2 m) = 6 
pour m — 12 k — 5, 

Ν (2/n) — 20 
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pour m = 12k — 1, 

Ν (2m) = 10 "V· 

Considérons enfin un entier quelconque η mis sous la forme 

η = α"3^7«, 

m étant impair et premier à 3. Pour avoir 

Ifr (I“ 3^ mi, 

on cherchera encore la fonction de m désignée par puis on la mul-

tipliera par le produit des deux facteurs 

3,?+'_ (_ ,)«+/« 

et 

\*I19 

qui dépendent à la fois de m et des exposants α, β. En d'autres termes 

Ν
 +

 ' - (- Iτ+
β
 (|)] K

 +
 ' + (- .r"

+
~J 2-

Cette formule remarquable est absolument générale et l'on peut y at-
tribuer aux exposants α, β toutes les valeurs possibles, même la valeur 
zéro. 

». On voit que la fonction numérique de m marquée par la lettre 

Σ 

et définie, au moyen des facteurs conjugués d, è de m, par la somme 

Σ i-o'
7
'(!)<'. 

joue dans la valeur de 
Ν (A'-Vm1 
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le rôle le plus considérable, quoique d'autres éléments y aient aussi 
de l'influence. 

En donnant avec Jacobi une extension utile au symbole de Legendre 
qui figure clans nos formules, on peut écrire 

ö>l w 

et la fonction ^ devient 

gdm 

Cette forme est celle qu'on doit préférer pour mettre en évidence cer-
taines analogies; mais dans l'usage ordinaire elle est moins commode. 

La somme ̂  peut s'exprimer par un produit. Il est aisé de s'assurer 

en effet que si a, b,... désignent les facteurs premiers distincts de m, 
en sorte que 

m = αμ b'J 

la valeur de ^ sera celle du produit des facteurs ci-après 

α
/-+

 (
_ o~(!) -ν (_ i~ φ +.... 

b' + (-,)~ (I) b'-
i

+ b
v

-° + (- (I) b*-
3
+-.... 

ou, ce qui revient au même, des facteurs 

a
*+ ̂  (?J ^~

3
 + ..., 

,,
+
 (^

b
—

+b
—

+
Q)

 + 

on voit par là que la valeur cle ̂  est essentiellement > o. Pour 
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m = ι, 5, 7, il, 13, 17, 19*
 2^, 2^, etc., les valeurs respectives de ^ 

sont 1, 4, 6» 12, 14, 16, ' S, 94, ai, etc. 

-4. La formule générale donnée pour 

Ν (2^ m) 

résout complètement la question que 11011s nous étions proposée. Mais 
nous ajouterons une remarque utile en décomposant la valeur to-

tale de 

en deux parties séparées 
Ν (a^m) 

N'(a"3/3/n), N"(2a3'3m), 

dont elle sera la somme, et qui exprimeront les nombres de solutions 
de l'équation indéterminée 

2a 3'3m = x2 -h j2 + z2-h 3t2 

pour les deux cas distincts de ζ2 -4- 312 entier impair et de z2 -h 312 

entier pair. 
On a en effet pour z2 4- 312 impair 

Ν' (
2

α3βιη) = 2K - (- ι)^β (^)j ̂  

e\ pour z2 -h it2 pair 

Ν"(2α3^η) = |3'3 + '-ί- ι)κ+^(^][2κ-Η(-ι)α^ 1 21' 

formules desquelles résultent de nombreuses conséquences. 
Je supprime, pour le moment, d'autres remarques d'une importance 

égale, qui pourront trouver leur place ailleurs. 

5. Nous avons déterminé le nombre total 

Ν {-^Ϋηι) 
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des solutions tant propres qu'impropres de l'équation 

13 

2α3'37η — χ2 +y2 -+- z2 -H 32% 
savoir 

Ν {ι'Λ'?Ζ m) = - (- ι)α + /?
 L'^

 +
 ' + (- i)

K+i+ 2

 J 2" 

Mais on peut demander à part le nombre 

M (a"3*m) 

des solutions propres, c'est-à-dire des solutions pour lesquelles aucun 
facteur > ι ne divise à la fois .r, y, z, 2. Pour cela, considérons l'en-
tier m décomposé en facteurs premiers sous la forme 

m = a b' ..., 
puis formons le produit 

Π [«'-M-.)

V

("J) *"-] 

dont les facteurs successifs sont 

«* + 6v + (- 1-

et que je désignerai par la simple lettre 

Π 

On passera de la valeur de IV (·2α3/37«) à celle de M (2"'Ϋ m) en rem-

plaçant d'abord ̂  P
ar

 JJ'
 rna

'
s c

^
e pÉis, si β est > 1, en remplaçant 

le facteur 
tf + ' _ (_ ,)«-+0 

par 

8.3*-% 
Tame VÏTI (2e série). — AVRIL I863. I ^ 
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et, si oî est > ι, le facteur 

par 

aK + , + (-i) 

S.*""1. 

Cette règle s'accorde avec celle qu'Eisensteiu a donnée pour le cas 
particulier de α = ο, β = ο, le seul dont il se soit occupé : il suffit alors 

de changer ^
 e,:)

 JJ* 

Je remarquerai en terminant que si l'on représente le produit | | 

par Ρ (m) et la somme ^ par Q (m), on aura 

y(m)=p(=)+...+ p(g)
+

.... 

D représentant les diviseurs de m dont le carré I)2 divise aussi m, ce 
qui arrive toujours pour D = ι par exemple. 


