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SUR LA FORME 

ί x~ 4~ 3y'2 4- 3z2 4- 6t- ; 

PAR M. J. LIOI]VILLE. 

1, Étant donné un entier quelconque «, ou demande le nombre 

des représentations de η par la forme 

■λχ- 4- 3jy- 4- 3z2 -t- 6/2, 

c'est-à-dire le nombre 

Ν [η — ιχ" 4- 3j>'2 -4- 3 z2 -h 61" ) 

des solutions de Γ équation 

η — 2x~ 4- 3y2
 4- 3z2 4- 6t2. 

ou x, y, ζ, ί sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou négatifs. 

Comme on a 

■IX' 4- 3y2 -ι- 3z
2
 4- Ct" =_= 2.X" (mod. 3), 

il est clair que la forme proposée ne peut représenter aucun nombre 

ι (mod. 3). On a donc d'abord 

Ν (34- ι = 2x'2
 4- '5y2 4- 3z2

 4- 6t* ) == o. 

Le cas de η multiple de 3, ou de η = 3q, est facile aussi à traiter. 

En effet l'équation 

3q — 2x
!
 4- 3y

2
 4- 3z

2
 4- 6C-

exige que χ soit divisible par 3. Je fais donc χ = 3χ, ; et en divisant 
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par 3, je vois que notre équation revient à celle-ci : 

(j — y'2 -t- z2 -t- ai2 -h 6.r2. 

En d'autres ternies, la valeur de 

Ν ( 3 q = 2 χ2 -+- 3 j2 -h 3 ζ2 -i- 6t2 ) 

est égale à celle de 

Ν [q = x2 -+- γ'1 + iz2,
 -t- 6i'") 

qui a été donnée dans le cahier d'avril (p. 124)· 

2. Le seul cas vraiment difficile est donc celui de 

η = 3 q + 2. 

J'ai reconnu cependant, que dans ce cas même la question qui nous 

occupe actuellement peut être ramenée à une question déjà résolue. Je 

me suis assuré en effet que la valeur demandée de 

Ν ("iq -t- 2 = ·ιχ- ■+- 3 y- -t- 3 z- -+■ 6 t'1 ) 

est précisément la moitié de celle de 

Ν (3 <7 -+- 2 = jc2 -+- 2 y'2 + 2 z2 -t- 3 tr ) 

qui a été donnée aussi dans le cahier d'avril (p. 129). 

D'après cela, si l'on considère d'abord un entier impair 3q -h 2, ou 

plutôt 61 — 1, et si l'on désigne par la simple lettre 

la somme 

Σ 

Σ(-')ν(0« 
relative aux diviseurs conjugués cl, â de l'entier 

61- i = dâ, 
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on aura 

Ν (6/ — I = 2.r
2
4-3j

2
 4- 3z2 + 6i2) = 2 £ 

Ainsi pour l'entier 5, le nombre des représentations par la forme 

■XX1 -+- 3j2 + 3 ζ2 + 6t2 

est égal à 8, ce qui s'accorde avec les identités 

et 

5 = 2 (± ι )2 4- 3(± ι )2 -+- 3.o2 + 6.o2 

5 = a(± ι)2 + 3.o2 + 3(iz ι }2 4- 6.o2. 

ê>. Considérons à présent les entiers pairs 

2X m 

que la formule 374- 2 peut fournir, ce qui suppose 

m — 61 — 1 

si α = 2 γ, mais 

m = 614- 1 

si a = 27 4- 1. Dans tous les cas, désignons à notre ordinaire par la 

simple lettre 

Σ 
la somme 

Σ<—)'■'(£)<' 

relative aux diviseurs conjugués d, è de l'entier 

m = dâ. 

En distinguant dans 61 — 1 les deux formes 

12A — 1, 12/f 4- 5, 
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nous aurons, dans l'hypothèse de 7 > o, 

Ν (χ1"' m = 2i
s
 -t- 3y

2
 -|- 3z

2
 -t- 6U) = 2 (2

2/
 — 1) ^ 

pour 

m — 12 k — ι, 
tandis que 

Ν (x3y m = ax
s
 + 3 r

2
+ 3s

2
 + 6i

2
) = 2 (a

2/
 + ι) 5! 

pour 

m — 12 k + 5. 

En distinguant setnblablemenl dans 6/ -+- 1 les deux formes 

12A -f- 1, 12 k — 5, 

on a 

Ν (22"/+lm = 2,r2 + 3ρ2 3z2 -+- 6ί2) = a (2
ly+i — ι) 

pour 

m = 12k 1, 
mais 

Ν (2
2y+l

 m == 2X
1
 -+- 3jr

2
 + 3z

2
 + 6/

2
) = 2 (a

3
'
/4

~' + 1) ^ 

pour 

m—\2k — 5. 

On peut prendre γ = ο dans ces deux dernières formules. Ainsi 

Ν (2m = 2χ2 + 3y2
 4- 3z.2 +- 6U) = 2 ^ 

pour 

m = 12 A + 1, 

tandis que 

Ν (2m = 2x
2
 -t- 3jr

2
 -+- 3ζ2 + 6t

2
) = 6 ̂  

pour 

m — 1 2 A — 5, 

Tome VIII (î" série). — JUILLET 1863. 2» 
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En faisant, par exemple, m — 7, d'où 

2=6, 
011 trouvera que l'entier i4 peut être représenté trente-six fois par la 

forme 

2 oc1 3 r2 -f- 3 z2 -1- 6t2 ; 

les equations 

14 = 2 ( ± 1 y- 4- 3 (± 2)'' -+- 3.02 + G.02, 

■ 4 = a(± i)2 + 3.oa + 3(rh2)2 + 6.o2, 

14 = 2 (±; 1 )2 + 3 ( ±. 1 )2 -+- 3 ( m 1 )2 -+- 6( ± 1 )2, 

1 4 = 2 ^ =h a)2 -+- 3 (±: 1 )a -+- 3 (± 1 )2 -+- 6-O2, 

1 4 = 2 (± a)2 -4- 3.O2 4- 3.O2 -+- 6( ± 1 )2 

confirment ce fait. 


