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PURES ET APPLIQUÉES. 297 

Sur la surface qui coupe la courbe d'intersection de deux 

surfaces algébriques données dans les points de contact des 

plans oscillateurs stationnaires ; 

PAR M. CLEBSCH. 

M. Salmon, dans son excellent traité Sur la Géométrie analy tique 
à trois dimensions (Dublin, 1862), remarque qu'il n'a pas réussi à 
réduire à la forme la plus simple l'équation d'une surface qui coupe 
dans les points de contact des plans osculateurs stationnaires la courbe 
d'intersection de deux surfaces algébriques données. Il ne me semble 
donc pas qu'il soit sans intérêt de donner dans ce qui suit la réduc-
tion dont il s'agit. 

Soient u — ο et ν = ο les équations de deux surfaces données, l'une 
du degré nt, l'autre du degré n·, désignons par u,, v(, uik, vik les quan-
tités 

t1' 

1 du τ dv 
1 ' m dx, ' 1 m dx

t 

| r d" 11 1 d'ν 
m .m — 1 dxi dx/, !'' η .η — ι dxj ilri 

a,, sc.
2

, x
3

, x
t
 étant des coordonnées homogènes d'un point quel-

conque a\ A cause des équations (1), on a identiquement 

!Ui — Ui{ x, ui2 .r2 -t- Ui3 x3 H- uik ock, 
Vi = Vh X{ -t- 012 χ 2 -+- «Va ^3 + Vit X,, 

If Κ j ,1*^ —f- l£ 2 OC 2 ~j— 11% -t— Il4 X 4 7 

= v} 0Ct H- <>2 Xo -h i'3 OC3 -r- i>4 xh . 

Or M. Hesse a trouvé ( Journal de Crelle, t. XLÏ) que l'équation du 
plan oscillateur de la courbe d'intersection de u et ν en un point χ 
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prend la forme 

(3) 
ο — U X, -+- Vn Xo ~~t~ c3

 x
3
 -f- (\ X

4 

— V (i/| X, -+- u
2
 X2 -f- "3 X3 4- u

k
 X, ), 

U et Y désignant les covariants suivants 

(4) 

Il >, u 2. "j> «4t C 
ί/3 ο ^'2 

U=(m—1) «
L3

 M,, w33
 <'

3 

«M '^24 ^34 ^44 ^4 
P2 C3 l'4

 o 

Vn l>3( P3I i'.H M, 

^12 ^2 2 ^'*3 2 ^42 ^2 

V = (« 1) v
)3

 e
23

 e
33

 e
43

 w
3 

<V, ''24 «>3 4 ^44 "4 
u, u2 u3 uh

 ο 

Je commencerai par établir de nouveau cette équation de M. liesse 
la méthode employée par l'illustre géomètre d'Heidelberg étant sus-
ceptible de quelques simplifications. Concevons trois points consé-
cutifs de la courbe x, x + dx, χ 4- idx 4- d2 χ ; l'équation d un 
plan passant par ces points, c'est-à-dire l'équation du plan oscillateur, 
sera 

(5) 

X, X2 X3 X, 

x, x2 x3 xA ο -
dx, dx

2
 dx3 dxi 

d2x, rf2Xj d2 x, d2Xi 

Il y a entre les quantités dx, d2 χ des relations qu'on trouve en dit 
férentiant deux fois les équations des surfaces données. Ayant égard 
aux notations adoptées, on obtient les équations 

(6) 
ο — u, dxt -+- w2 dx2 -)- u3 dx3 4- ut dx

t
, 

ο = e, dx, + e
2 dx2 4- e3

 dx
3
 -4- v

t
 dxt ; 
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{J) 

j ο = u, d2 x, + Uo d2 x3 -t- n3 d
2 x3 + uk d

2 χ„ 
\ -4- ( m — ι )12uik

 dxi dx
k
, 

Ι ο = v< d2 χ, -4- ν2 cP «r2 -f- u3 d
2 .%·<, -t- r/3 <r

4 

\ — [η — ι)ΣΣ vik dx
t
 dx

k
. 

Or, si l'on multiplie le déterminant (5) par le déterminant suivant 

u, u3 u3 uh 

v, e2 v3 u, 

a{ a3 a3 a.k 

β, β
2
 β

3
 β* 

dans lequel les a, β sont des quantités quelconques, le produit, qui 
est lui-même un déterminant, contient à cause des équations (6) 
quelques termes évanouissants, et le reste se décompose en deux fac-
teurs. dont l'un contenant les a, β est étranger au problème, tandis 
que l'antre qui est essentiel prend la forme 

( u, d2 x, -t- iio d2 x
3
 -t- n

3
 d'x

3
 -+- u

k
 d2 x

t
) 

Κ Χι + e
2
 X

2
 -b c

3
 X

3
 + X

4
) 

— f e, d'2 χ
t
 -f- e

2
 d2 χ

2 + v
3
 d2 x

3
 + d2 x

(
] 

[u
t
 X

(
 -+- it

3 X2 + WJXJ -+■ u,
k
 X,). 

Ici on peut se servir des équations (7) pour éliminer les d2 x, et alors 
on a l'équation du plan oscillateur sous la forme suivante 

(8)! 
ο = (m — ι ) (t>, X, + c

2
 X

2
 H- v

3
 X

3
 -t- e,

f
 X

4
) ΣΣ uikdxidxk 

— (η — ι) («, X, -l- «
2
X

2
 -(- u

3
 X

3
 h- w

4
X

4
) ΣΣ vik d.x^d.x^ 

Les quantités dx sont assujetties aux deux équations (6); mais comme 
les coordonnées homogènes satisfont toujours à une équation linéaire 
de la forme 

(9) k, x
t
 4- k

3
 .Tj -4- k

3
 x

3
 + k

k
 x

t
 = ι, 

38. 
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ou en déduit une troisième équation 

(10) A, dx | -t- A
2
 dx.j + A

3
 dx

3
 + k

:i
dx\ = o. 

En opérant par cette équation combinée avec les équations (6), il est 
évident que les quantités dx seront proportionnelles aux déterminants 
qui sortent du système incomplet 

( ι ο" ) 

U 4 It 2 U g i//( 

o, e? o3 

A ( A
2
 A 3 k

 4 

Introduisant donc ces valeurs proportionnelles au lieu des dx dans 
l'équation (9), on peut substituer aux deux sommes doubles les déter-
minants 

(Ό4) 

«H "l2 "(3 ^)4 "l 0, A, 

^24 ^2 02 Ao 
M31 «32 M33 ll3i U3 V3 A3 

^41 ^42 ^43 ^44 r/3 A 4 

«1 «2 «3 U4 Ο Ο Ο 
ο, o2 o3 o4 ο ο ο 
A, A* 2 A3 A4 ο ο ο 

ο,, e)2 ο(3 0,4 ο, A, 

ο2( ο
22

 ο
23

 ο
2

4 «2
 ο, Α

2 

03) O32 O33 Ο3 , «3 0
3

 Α-3 

04) 0
42

 0
43

 O44 &4 0
4
 Α

4 

Μ, ί<2 «3 W4 OOO 

ο, ο2 ο3 ο4 ο ο Ο 

Α, Α2 Α3 Α4 Ο ο Ο 

Pour transformer ces déterminants, il ne faut que multiplier leurs 
quatre premières colonnes par jr,, x

2
, x

3>
 x

A
 respectivement, les 

retrancher de la cinquième, et alors opérer de la même manière sur 
les séries. On détruit ainsi les termes u

t
 dans le premier déterminant. 
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et les c,· dans le second; et au lieu des carrés formés par des zéros, on 
obtient les carrés suivants 

— il — ν — ι ο — u — τ 
— ο ο ο — u — ο ο 
— ι ο ο, — ι ο ο. 

Les fonctions μ, ο s'évanouissant pour les points dont il s'agit, 011 
peut mettre 0 à la place des u, v, et les déterminants proposés se trou-
vent alors réduits au carré de 1, multiplié par les déterminants dési-

gués au-dessus par — -, ^ t · De celte manière, l'équation (8) se 

trouve réduite à la forme (3), qui est la forme donnée par M. Hesse. 
Passons à l'investigation des points χ de la courbe donnée qui sont 

situés avec les trois points consécutifs dans le même plan, plan oscil-
lateur stationnaire. On peut partir de deux points de vue différents. En 
premier lieu, on revient à l'équation (3), et on établit la condition 
nécessaire pour que le plan oscillateur mené à un point très-voisin 
χ 4- dx

{
 coïncide avec le plan osculateur mené au point χ, c'est-à-

dire la condition nécessaire pour que les équations 

j ΣΧ,ίυ*,·- V«f) = o, 
1
 '

1)
 ( ΣΧ,[(U -4- du... ) (Vi 4- (K..) — ( V -h dV...) («,- + dm...)] = ο 

représentent le même plan. 
En retranchant la première des équations (11) de la seconde et en 

ne conservant que les termes du premier ordre, on aura l'équation 

2X,- (vtdU 4- Udv'i — UidY — e./î , = ο , 

laquelle, ne pouvant être différente pour les points dont il s'agit de la 
première des équations (11) que par un facteur commun, donne nais-
sance aux quatre équations suivantes 

(12) 

/ e, d U 4- Ur/e, — u
K
 dV — V du

i
 — (U <4 — Yw, ) ds, 

j f/U 4- Udv
3
 — dV — Ydu

2
 = (U t>

2
 — Yu

2
)ds, 

1 e
s

r/U 4- Utfrj - u
3
dY - Yda

3
 = (Uv, - Yu,)ds, 

[ r/U 4- Ud\\ — uk dY — Yduh = (U vk — Yut)ds, 
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où ds désigne un facteur inconnu infiniment petit. Ces quatre équa 
lions sont linéaires quant aux cinq quantités dx,, dx

2
, dx

3
, dx

k
, ds. 

et comme on a à vérifier en outre les trois équations (6), (10), qui 
contiennent ces mêmes quantités, on pourrait croire qu'on devait ob-
tenir trois équations finies entre x,, x

2
, x

3
, x

k
, en chassant de ces sep! 

équations les cinq quantités infiniment petites. Mais on voit facilement 
qu'on peut former deux combinaisons des équations (12), qui s'éva-
nouissent identiquement à l'aide des équations u — ο, ν — ο, de ma-
niéré qu'en effet les équations (12), (6), (10) ne représentent que cinq 
équations diverses. On obtient la première de ces combinaisons en 
multipliant les équations (12) par χ,, x

2
, x

3
, x

k
, où la somme des 

produits s'évanouit à cause des équations 

x, du, -t- x2
 du

2
 -l- x

3
 du3 -+- χdu

4
 = o, 

x, de, -h x.
2
 dv

2
 -t- x

3
 dv

3
 -h x

k
 dv,

t
 = o, 

qui sont une conséquence nécessaire des équations u = o, v— o. l.a 
seconde sera obtenue en multipliant les équations (12) par dx

t
, dx.

2
, 

d.r3, dx
k

. Alors dans la somme se détruisent quelques termes à l'aide 
des équations (6), et on obtiendra 

o — U Σ dxj dv, — V IdXj <!u, 

= U ΣΣ (rt — 1) vik dxidx
k
 — YΣΣ (m — 1) uih dx:, dx:

k
. 

Mais les sommes doubles qui entrent dans cette formule sont propor-
îionnelles aux fonctions U, V, elles-mêmes; d'où ii suit que cette com-
binaison elle-même s'évanouit identiquement. 

Pour former deux autres combinaisons des équations 12) qui ne 
s'évanouissent pas, j'ordonne les expressions de U et V (4) suivant les 
quantités uh

 v
h

 qui en forment une colonne, et en désignant par A, 
l'ensemble des termes qui sont multipliés par c,· dans le déterminant U. 
par H,· les termes multipliés par «,· dans le déterminant V, j'écris 

>3) 
j U — c, A, —f— ι», A ο -τ- rΑ.. — ce A.,. 

I Y — u, B( + u2 I!., 4- u3 B, 4- «4 B4 

Or je multiplie les équations (12) par A,, A.,, A,, A4 et par B
(

, B-, 
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B3, B4 : alors, en faisant les sommes, on obtient 

( U«U + U (À, dv, -h A2 dv2 + A3 dv, -t- A4 dv,) — Ua ds, 
( '' j V dV -+- V (B, du, -+- B

2
 du

2
 -+- B

3
 du, + B

4
 du, ) = Ys ds. 

ou, en chassant les facteurs U, "V, 

( 15) 
j dU -+- A, dv, -f- A 2dv2 -+- A 3dv3 + A4 dv,, = U 'ds, 

\ d\7 B, du, + B2 du2 -+- B3 du, -+- B4 du, = Y ds. 

En formant les équations (i4), on a omis quelques termes ; ce sont 
ceux qui sont multipliés par 

Σ A iUh Ikidui, Ali, AB, dv
t

. 

Il est facile de démontrer que ces expressions s'évanouissent à cause 
des équations u = ο, ν = ο. Commençons par la discussion de l'ex-
pression Σ A,ui, c'est-à-dire du déterminant U, les quantités u,· mises à 
la place de la série des e,·. Mais cela fait, si l'on retranche de la série en 
question les autres séries multipliées par a·,, au, a'3, a,, tous les 
termes u, disparaissent, et au lieu de zéro on a v, ce qui s'évanouit; 
donc l'expression dont il s'agit s'évanouit aussi. De la même manière 
s'évanouit la somme ίΒ^,·. Pour faire voir la même propriété de 
ΣΑ,·ίή>,·, c'est-à-dire du déterminant U, les dut mis à la place de la 
série des vh on retranche de la dernière série les autres séries multi-
pliées par (m — i) dx„ etc., et on fera de même de la somme ΣΒ,· dvt. 

Cela posé, on peut se servir des équations (6), (10) et (i5) au lieu 
de (6), (io) et (i a). Faisons, à l'analogie de l'équation (i), 

ι t/U y 1 clV 
' 3/7? — 2 7/ — 8 dx, ' 3 /? + 2 777 — 8 ci.T,· 

3m + 2n — 8 et 3« -+- 2//i — 8 étant les ordres des fonctions U, V. 
Alors les équations (i5) peuvent être mises sous la forme 

(16) 
( 2aXj[(3m -+- m — 8) U, -I- (n — ι) 2A Ααγ,·α] = ϋώ, 

) 2c£xj[(3η -+- a?η — 8) V, -+- (m — ι) 2
A

B
A

7irtl - Yds, 
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Donc, si l'on égale à zéro le déterminant des équations linéaires (6), 
( ι o) et (r6), on aura l'équation 

i3« + 5« — 8: l . +· rt — —8) V, -+- m — r) «, i>, 

(3w-+-2« —8) U,4-(« — i) (3« + .2/n — 8)V
2
4-(m — ι ) ϊ/.B*«4 m, <>■, /

2 

(3w + 2«~8)U
3
 + (« —i)2tA*c

3t
 (3/2 + 2/n — 8) V, + (m — iiïiB/fiji //., <>

3
 /, - o. 

3m— ?rt — 8)U» -+- (« — (3//-H2/M— 8)V, -f- (m— l) £*Β««,£ "< 'h 
U V ο ο ο 

On en forme l'équation définitive dont il s'agit en chassant les coeffi-
cients k, ce qui se fait si l'on multiplie les quatre premières séries par 
JT,, .r,, x3, .r

4
, et si l'on en retranche la somme de la dernière multi-

pliée par 3 m -+- 3η — g. Dans la dernière série, on aura alors o à la 
place de U, Y et ιι, t>, ι ou ο, ο, ι à la place des zéros qui s'y trou-
vent; donc des cinq termes de cette série quatre termes s'évanouissent, 
et on aura, au lieu du déterminant proposé, ce qui est multiplié par le 
cinquième terme, c'est-à-dire le déterminant 

0 7.' 

3w4-2«—8)U, -t- {n — i) 2/. Α*«,* (3 η-+-·>. m — 8) V, -I- [m — ι ) 1/, B* «,/■ «, <·, 

(3/w + 2.n — 8)U
3
-l-(« — ij^A/iy (3«+ -y. m — 8)V

2
-t-('« — "j <'.· ΖΓΙΖ ( » 

i3ffl + 2n — 8)U3-f-i" — i)2jAi.c
j(

 (3« + îm — 8)V.,-i-(m — qûjBitf.ii u.
 (

·, 

(.'»«»-1-2η — 8)U,+ («— ι)Σ* Aji'a (3λ + 2λι — 8) V. + (m — ι ) B/, «a «s ·>, 

Cette équation représente une surface de l'ordre 6rn -+- 6n — 20 qui 
coupe les surfaces u — ο, ν = o dans les mn (6m + 6/2 — 20) points 
de contact des plans oscillateurs stationnaires, nombre que M. Salmon 
a trouvé. 

Lorsque les surfaces «, ν sont toutes deux du deuxième ordre, les 
sommes lh\hvikl Σ

Α
Βkuik deviennent égales à U,·, Y,·, et l'équation (17 ) 

se trouve réduite à la forme plus simple 

U, \ , u{
 c, 

L 2 V., H; f 2 = o. 
U, 'V 3 H3 e

3 

U., Y 4 u, v, 

Lue autre méthode de former I équation (17) diffère de la méthode 
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qu'on a fait voir, en ce qu'on forme d'une manière plus directe les 
équations (i 5), et que l'on effectue en même temps la transformation 
que M. Salmon a demandée. La condition nécessaire pour que quatre 
points infiniment voisins de la courbe u = ο, ι> = ο soient situés dans 
le même plan sera 

•λ ι «Λ g Ά g t L· ^ 

doc \ dx2 dx., dxu = o. 
d2x, d2 x2 d2 x3 d2xk 

d3 x, d3 x2 d3x3 d* ,x\ 

Multiplions le déterminant qui forme le premier terme de cette équa-
tion par le déterminant formé par les quantités u,·, et par deux 
autres séries quelconques. A cause des équations (2) et (6), quelques 
éléments du déterminant résultant s'évanouissent, et le reste devient 
le produit de deux facteurs, dont l'un est étranger à la question, 
tandis que l'autre donnera l'équation 

lUid'2Xi lUid3 Xi 

Σ v
t
 d'1 Xj Σ ν, d3 x, ' 

équation au lieu de laquelle on peut mettre les deux suivantes 

(18} 
| lUjd2 χ

έ
 = ds. Σιι^Ι3 x

(
, 

( IVjd'1 Xi~ ds.l^id3 Xj, 

ds étant une quantité infiniment petite. Cependant, par un choix 
convenable d'un élément ds, on tire des équations (b) et (c) 

('9 
Σιιέά

2 Χι — — {m — 1) ΣΣιΐίκάχιάχκ = — ds2. U, 

2 v, d'1 :r, = — (η — ι)ΣΣ vih d.r, dxk
 — — ds2.Y. 

Donc, en différentiant et regardant ds comme élément constant, 

ί 20 
i Σιι,ά3 Xi = — (m — 1) ΣΣui

k
d2 x,dx

h
 — ds2.dU, 

( Σί',ίί'χ,· — — (ri — 1 )ΣΣν^ά2 Xidx
h
 — ds2.dY. 

L'élément ds est le même par lequel les quantités dx doivent être di-
visées pour devenir égales aux déterminants partiels du système in-

Tome VIII (·** série). — Septembre i863. ό9 
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complet (ioa). De là 011 conclut que les quantités sont les sommes 

des déterminants partiels correspondants formés des deux systèmes 
incomplets 

du, du1 du du( u, u, u, u( 

ds ds ds ds du, du, du,, du,, 
j v

{
 (>z t»

4 as ds ds ds 
k\ h2 X'; /",( X'| /"j λ'·Λ l\ 4 

ou que l'on a 
du, du 

2 du3 i/rtj 
ί/.f ds ds ds 

m~ 'ifi
 = rfl

, ^
 r

/„
4 

«ί «A r/A î/a 
/'l X'j /"3 /'4 

«11 "12 "13 «H «I ('| 
«21 ^22 ^23 '*24 "2 ''2 
"31 "32 ^33 ^31 ",1 (,3 ^3 

___ Mil W42 W43 W44 W4 ('i ^4 
«I «2 «3 «4 OOO 
<&, dv> doz dv 4 
î/a <7A «j «YA 
Xj X'

2
 /·_. X'4 Ο Ο ο 

dv
x
 dv

2
 dv

A
 di\ 

ds ds ds ds 

. . d1 j-, dxL du{ da2 diu duA 

fi f'ï f3 »'i 
*. ^3 *4 

pu
 c,2 C

13
 e

l4
 ut t\ X, 

P'Ji P72 ''23 (IÎ4 "ï fj ^*2 
*'31 (,32 '*33 ^34 US f 3 ^'3 

''il «'43 f<S f'44 «4 <'4 *4 
du

{ da2 du 3 rZ/ij —— -7- OOO 

P\ P2 f3 f'i 000 
X 1 X 2 X 5 Ο Ο ο 
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Lorsqu'on traite ces déterminants comme on a traité les détermi-
nants (io*), ils prennent les formes 

lln H13 «14 c, 

^21 "22 '^23 '^24 ^2 

/ ■■ "il «32 ".13 "34 "s A , dv , UV, , </"4 

dp, d c-i dp, 
ds ds ds ds 

<'ll ^12 Ρ I? ^|4 W| 

'*21 ('i2 ^23 ^24 "2 

(« — I =B, — + Bj-7-H-Bs — -+-B4 — · 

du, Î/MJ du, du4 

«?.F Ί/.F Λ 

Si l'on introduit ces expressions et les expressions (ig) dans les équa-
lions (20), les équations (18) deviennent 

d U A
 t
 dv 4 -4— A ο r/co -4- A3

 —H A
4
 = Ur/^

3 

dV -+- B, î/»4 -+- B2 du2 -4- Bj du,, + B4 du„ — Vds; 

ce sont précisément les équations (i5) qu'il s'agissait de trouver. 

(CARLSRUHE, 3 SEPTEMBRE 1862.) 

3g.. 


