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SUR LA FORME 

x2 + J2 H- 2Z2 -4- :iZt H- 3ί2 ; 

PAR M. J. LIOIJVILLE. 

1. Étant donné un entier n, on demande le nombre 

Ν {η = χ2 -t-y2
 ■+■ 2Z2 + 2zt -4- 3t2) 

des représentations de η par la forme 

x2 ~*~y2 *+" 32,2 ■+■2Ζί 3ia, 

ou, ce qui revient, au même, des solutions de l'équation 

η — χ2 ->r y2 + 222+ azi -4- 3i2, 

dans laquelle χ, ζ, t sont des entiers quelconques, positifs, nuls 
ou négatifs. 

Il nous sera bien facile de répondre à cette question si l'on regarde 
comme connu, d'après l'article qui précède, le nombre 

Ν (2«) 
des solutions de l'équation 

2 η — χ2 + j2 + z2 ■+· 5t2. 

Je me suis assuré en effet, et il est d'ailleurs bien facile de voir que 
le nombre demandé 

Ν [η — χ2 -t- y2 ■+■ 2 ζ2 Η- 2 ζί 4- 3/2) 
est égal à 

L=J=■ -a » i 
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c'est-à-dire est égal à 

5 Ν (an) 

quand η est impair, mais égal à 

Ν (an) 
quand η est pair. 

Si donc on pose, comme dans l'article précédent, 

η = a" ̂  m, 

m étant impair et premier à 5, et si l'on forme la somme 

2(î)d 

relative aux diviseurs conjugués d, â de l'entier m = dâ, on verra, en 
distinguant le cas de η pair du cas de η impair, que 

Ν (5Pjii = x2 -f-y2 -+■ 2Z2 -+- izt -+- 3t2) 
est égal à 

2 = X* 4- r -h -h '¿Zt -

tandis que, s'il s'agit d'un entier pair, c'est-à-dire du cas de a > o, 

N(aK5'3m = x2 -f- y2 -t- 2Z! ι zt -+- 3<2) 

s'exprime par 

j j>*"' -(-')· (?)] [(- 'Γ· 5] Σ (s) Ί-

On admet pour β la valeur zéro comme toute autre valeur. Ainsi 

Ν {m = x* -h y2 -t- 2Z! -i— -izt -h 3i2) 
est égal à 

[«-(;)] ς (I) 
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et, sous la condition de α > o, 

Ν{ι* m — x2 +y~ ■+ s:·2 + zzt -t- 3t2) 

est égal à 

5 [5 - (- .)* (?)] I2""1 + (-')"· 5] Σ (I) d

-

2. On peut désirer aussi d'avoir séparément le nombre 

M [τι — χ2 -t- y2 -+- 2z2 -+- ιzt + 3t2 ) 

des solutions propres de l'équation 

η = χ2 + y2 + 3Z2 H- 2zt -h 'it.2. 

Pour former ce nombre, représentons-le par 

H (a, /3 , 772) JJ [V-+- (J) cf- 1 , 

l'entier donné η l'étant lui-même par 

2
k5 *m, 

où m est impair et premier à 5. Le produit 

Π [>+(!) 

déjà employé dans l'article précédent, est relatif aux facteurs premiers 
de m, μ désignant l'exposant de chacun de ces facteurs a dans l'ex-
pression de m. Voici quelle sera, suivant les divers cas, la valeur du 
coefficient 

H (α, β, m). 

Occupons-nous d'abord des nombres impairs, pour lesquels α = ο. 
On a 

H (ο, o, m) = 5 — 
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et 

H(o, i,m)=a5 -
mais, pour β > ι, 

H (ο, β, m) = 24.5*-'. 

Passons aux entiers impairement pairs, c'est-à-dire au cas de α = ι. 
On a 

H(i, o, m) = 5 + (f) 
et 

H(i, r, m) = a5 -|- : 
mais, pour /3 > ι, 

Η(ι, β, m) — 24.5^""1. 

Quand α = a, on a successivement 

H (2, o, m) = 6 |^5 — , 
puis 

H (a, 1, m) = 6 |a5 — (f]]> 
et, pour β > τ, 

H(2, β, τη) = i44-5/s '· 

Soit enfin a > 2. Je trouve alors 

H(a,o, m) = aa[ 5 — ( — i)K 

et 

H (a, 1,/«) = 2K 25 — (— i)K 

mais, pour β > ι, 

H(«, JS, m)=c3.2a + 35/5_I. 


