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SUR LA FORME 

x2 -j- y2 4- z2 + t2 4- u* 4- 2 ν2 ; 

PAR M. J. LIOIMLLE 

1. On demande une expression simple du nombre des représenta-
tions d'un entier η quelconque par la forme à six variables 

X2 -h y2 4- Z2 -H t2 + U2 + 2 V2, 

ou, ce qui revient au même, du nombre 

Ν (η ~ χ2
 ■+ y2 + 22 + îî + «s + 2c2) 

des solutions de l'équation 

η — χ2 4- y2 -t- z2 4- t2 4- u2 4- 2e2, 

où x, y, z, t, m, ν sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou 
négatifs. 

Nous poserons 
η — ι m, 

m désignant un entier impair, et l'exposant α pouvant se réduire à 
zéro. La valeur de 

Ν (ι"· m = χ2 -\-y2
 4- ζ2 -hi2-4- u2 4- ιν2) 

dépendra naturellement de l'exposant a; elle dépend aussi de la va-
leur de m (mod. 8). Mais elle dépend surtout d'une fonction numé-
rique de 772, proportionnellement à laquelle 

Ν (s" 772 X2 4-y2 4- z2 4- l2 4- u2 4- 2P2) 

Tome IX ( 2e série ). — MAI 1864. 1 I 
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varie quand on considère la suite des entiers 2am qui répondent à une 
même valeur donnée de α et de m (mod. 8). Nous dirons donc d'a-
bord quelques mots de cette fonction numérique importante. 

2. Décomposons l'entier m, de toutes les manières possibles, en un 
produit de deux facteurs conjugués d, d, en sorte que 

m = dâ. 

La fonction numérique dont nous parlons s'exprime par la somme 

2(-0 a " 8 

En introduisant un symbole connu de Legendre, avec la signification 
plus étendue que lui attribue Jacobi, on peut encore l'écrire 

Σ (τ)"'· 
On a 

(V) = (^) 

quand m est de l'une des deux formes 

8μ + ι, 8μ 3 
on a donc alors 

Σ(ΐ)''·=Σ(ΐ)^· 
D ailleurs 

-h ly tía ■ 

quand d est = i ou 3 (mod. 8); tandis que 

(ΐ) = -
quand d est = 5 ou η (mod. 8). Donc, quand il s'agit d'un entier m 
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de l'une des deux formes 

8 p. —i- ι, 8 p. -f- 3 , 
la fonction 

Σ (τ) «' 
représente l'exces de la somme des carrés des diviseurs de m qui sont 
ΞΞΞ ι ou 3 (mod. 8) sur la somme des carrés des diviseurs de m qui 
sont au contraire = 5 ou 7 (mod. 8). 

L'inverse a lieu quand m est de l'une des deux formes 

8p. -t- 5, 8p. -H 7. 

Dans ce cas 

is de la somme de 

et par suite 

Σ{=Γ)* = -Σ{=Γ)*· 

Quand il s'agit d'un entier m de l'une des deux formes 

8 ρ -t- 5, 8 p. -+- 71 
la fonction 

Σ{=Τ)* 

représente donc l'excès de la somme des carrés des diviseurs de m 
qui sont ξ 5 ou 7 (mod. 8) sur la somme des carrés des diviseurs 
de m qui sont au contraire = 1 ou 3 (mod. 8). 

Pour m = 1, 3, 5, 7, 9, 11, etc., les valeurs respectives de la fonc-
tion 

Σ (V) «■ 
sont 

1, so, a4, 48, 91? 122, etc. 
21.. 
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La fonction 

Σ (=R)D' 

peut aussi s'exprimer par un produit. Soit 

m = αλ bp.. ., 

a, b, etc., désignant les facteurs premiers de m. Le produit dont il 
s'agit sera celui des quantités suivantes : 

11 + {—J" +β + [ — J" +-> 

2N\ A2? 

. . . . . . 

On pourra donc, suivant une notation connue, le représenter par 

Π ["" + (ΐ) «■""* + «""4 + (ΐ) +···]· 

Par cette expression en produit, on voit que l'on a essentiellement 

Σ{=Γ)<Ι·>°· 
Au contraire la fonction 

Σ (τ)*· 

numériquement égale à la nôtre, prend des valeurs tantôt positives, 
tantôt négatives. 

3. La valeur générale de 

Ν (a"m — χ2 -t-JT2 +îs+/!4-«s + 2^s) 

s'obtient en multipliant la fonction numérique de τη dont nous venons 
de parler, savoir 

Σ (τ)*· 
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ou 
3-1 <?'—ι 

2(-q 2 

par le facteur suivant 

ÏÏT,,«•+•2 _ 

qui dépend de l'exposant α et de la valeur de /«(mod. 8). 
Cette équation si simple 

N(aKTO = a:2+j2-t- z2 4- t'1 -+u2 4- %v2) = | — (ç^j 2(~ί")^
2

' 

j'ai eu, je l'avoue, quelque peine à l'établir dans toute sa généralité. 
Je l'ai d'abord démontrée pour le cas de m égal à 8μ 4- 5 ou 8μ 4- η\; 
mais le cas de m égal à 8μ 4- ι ou 8 μ 4- 3 échappait à mes formules. 
Enfin j'ai réussi à trouver une méthode propre à tous les cas. Je suis 
donc certain maintenant de l'exactitude absolue de l'équation que je 
viens de poser. 

i. Considérons d'abord un nombre impair m, et faisons a. = o. 
Notre formule donne 

Ν (m — x1 -hj2 +2s + /2+«2 + 2rs) = ^ ^16 — d\ 

c'est-à-dire 

Ν (/72 = χ2 -l- j2 + Î2 + /2 + u2 + 2('2) = IO 2 (^-y- ) d'1 

quand m est de l'une des deux formes 

8μ 4- ι, 8 p. 4- 3, 
mais 

Ν (m = x2 4- j2 4- z2 4- t2 4- ir 4- 2c!) = y^ (~ï~) 

quand m est de l'une des deux formes 

8μ 4- 5, 8μ 4- 7. 
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Ainsi 011 a 

Ν (ι = .r2 + y2 + ζ2 -l- t2 -+- it2 -+- ?.v'2) = ro, 

ce qui s'accorde avec les équations 

I = (± ι)2
 -+- ο2 4- ο2 -+- ο2 -+- ο2 -f- 2.ο2, 

I = Ο
2
 -+- (± ι)2 -+- ο

2
 -f- ο2 -+- ο2 -+- 2.ο2, 

I = Ο2 + Ο2 + ( ± 1 )2 + Ο2 Η- Ο2 + 2.ο2, 

i = os + o2 + oî + (±i)2 + o! + a.ο2, 

I = 02 + 02 + 02 + 02 + 0!+(± Ο2 -+- 2.02, 

qui donnent pour l'entier ι dix représentations par la forme 

x.2 _μ J.2
 +

 £1 _|_ U1 

On a ensuite 

Ν (3 = .r2 -t-jr2 + ζ2 H- t2 -+- u2 -t- îc2) = too; 

or cela est confirmé par les identités 

3 = 12 + I 2 -(— I2 + 02 + 02 + 2.02 

et 

3 = Is -+- o2 + o2 -4- O2 -f- O2 -j- 2.12, 

où l'on devra marquer du double signe ± les racines des carrés qui 
ne sont pas nuls, puis effectuer les permutations convenables. La pre-
mière identité fournira de cette manière quatre-vingts représentations 
de l'entier 3 et la seconde en fournira vingt. 

Té équation 

Ν (5 = .r2 -l·-y2 + ζ2 1~ -h u2 2(i2) = ~■ 24 = 272 

est aisée à vérifier au moyen des identités 

5 = i2 -H i2-t- 12 -+- 12 -f- ι2 4- 2.02, 

D=i2+as+o2-t-o2 + os + 2.02, 

5 = 12 + 12-H 12 + ο2o2-l-2.12 ; 
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la première fournit trente-deux représentations de l'entier 5, la se-
conde en fournit quatre-vingts, le troisième cent soixante. Or 

3a 80 -f- 160 = 27a. 
Enfin on a 

Ν (7 — oc2 -t-y2 + z2 -+- tr -+- u" -+■ 2 e2) = 544-

Pour vérifier cette valeur, on se servira des identités 

7 = o2-+-a2-1- 12 + 12 + 12-t-2.02, 

7 = f2 -I- 12 -+- 12 -1- Γ2 -+■ ι2 + 2.12, 

η — ι2 + 22 -f- ο2 -f- ο2 -+- ο2 -(- 2.12. 

En y affectant du double signe ± 1 les racines des carrés qui ne sont 
pas nids et en y opérant les permutations convenables, on tirera de la 
première de ces identités trois cent, vingt représentations du nombre 7, 
la seconde en fournira soixante-quatre, la troisième cent soixante; or 

320 -+- 64 -H- 160 = 544· 

o. Pour les entiers impairement pairs 2 m, on a 

Ν (α m = .r2 + j2 H- ζ2 + ί2 + «2 + a ρ2 j = § [β4 - (^)] £ {—) d\ 

c'est-à-dire 

Ν (2m = oc2 -+-J2 -+- ζ2 + t2 -t- u2 + 2r2) = 4
2

 2 (~T~) 
quand m est égal à 8^ -t- 1 ou 8μ -1- 3, mais 

Ν (2m = oc" -hj2 + z2 -t- t" u2 -t- 2e2) = ^ ("I") 

quand m s'exprime par 8/x -h 5 ou 8μ -t- 7. 
Ainsi 

Ν (2 = χ2 -t- f1 + z2 + /2 + u2 -t- 2c2) = 42 ; 

or, au moyen des deux identités 

2 — ι2 -+- I2 -f- o2 -t- o2 -t- o2 -f- 2.O2 
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et 
2 = Ο2 + Ο2 + Ο2 + Ο2 + Ο2 -+- 2. I2, 

on obtient en effet quarante-deux représentations de l'entier 2, la 
première identité fournissant quarante représentations et la seconde 
en fournissant deux. 

On a ensuite 

Ν (6 = X2 -+- -t- Z2 -+- t2 -r II2 + 2 t'2) = l\2. I Ο = 420. 

Or les identités 

6 = 22 + I 2 + I 2 + Ο2 + o2 -f- 2.O2, 
6= I2+ 12+ I2+ I2H-O2 + 2.I2, 

6 = a2 -t- ο2 4- ο2 -f- ο2 -+- o2 -h 2.12 

fournissent effectivement quatre cent vingt représentations de l'en-
tier 6; la première en donne deux cent quarante, la seconde cent 
soixante, la troisième vingt. 

L'équation 

Ν (ίο = x2 4-jr2 -t- z2 + t2 u* -L- 2 c2) = -5^-24 = îo/jo 

se vérifie semblablement au moyen des identités 

το = 12 + 32 + ο2 + ο2 + ο2 + 2.02, 

ΙΟ — I2 -+- I2 + 22 —t- 22 -+- Ο2 2.02, 

I Ο = 22 -t- 22 + Ο2 -t- Ο2 -Η Ο2 -+- 2. 1 2 , 

TO = 22-f- 1 2 -+- 1 2 + I2 -+- I2 + 2.Ι2, 

ι ο = ι2 -+- ι2 ■+ ο2 + ο2 4- ο2 -t- 2.22 ; 

les nombres de représentations qu'elles fournissent respectivement 
sont quatre-vingts, quatre cent quatre-vingts, quatre-vingts, trois cent 
vingt, quatre-vingts; or 

80 H- /]8o -f- 80 H— 820 80 — io4o. 
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t 

Enfin on a, d'après notre formule, 

Ν (i4 = x* + jr2 + z2 t2 -+- u2 -+- iv2) = = 2080; 

et les identités 
i4 = 32 + a2 + ι2 + ο2 + ο2 -+- a.o2, 

l4 = 22-t- 22 + 22 + I2 + I2 + 2.02, 

l4=:32+ I2 + I2+ I2 +02 +2.I2, 

14 = Ώ2 4- 22 + 22 + O2 -+- O2 -f- 2. I2, 

l4 = 22 + l2 -+- 1 2 -h O2 + O2 -+- 2.22 

montrent que ce résultat est exact. Elles fournissent des représenta-
tions de l'entier i4, dont le nombre est respectivement, de la pre-
mière identité à la dernière, 

48o, 3ao, 64o, 160, 480; 

le total fait précisément 2080. 

6. Passant aux entiers pairement pairs, nous nous bornerons à ap-
pliquer la formule 

Ν (aam = x2 + f + z2 -+- i2 + u2
4- 2y2) = g 4a+a- j J ̂  (-^j d2 

aux deux plus petits multiples de 4, savoir 4 et 8. 
D'abord nous trouvons 

Ν (4 = χ- -+-j-2 + ζ2 H- ί2 -t- H2 + îc2) = 170. 

Or ce résultat est confirmé par les identités 

4 — 22 -+- O2 -j- O2 -f- O2 -f- O2 -h 2.02, 

4 == Τ2 + I 2 -f- 12 + I2 -f- Ο2 + 2.02, 

4 = I2 -+- l2 + o2 + O2 + O2 + 2.12, 

dont la première fournit dix représentations du nombre 4? tandis que 
chacune des deux autres en fournit quatre-vingts. 

Tome IX (2* tériel.—MAI I864. 22 
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Pour le nombre 8, on a 

Ν (8 = χ2 -+-y* + z2 + t2 + «2 -+- a ν1) = 682. 

Les identités à employer cette fois sont 

8 = 22 -+- a2 -+- ο2 o2 4- o2 -f- 2.02, 

8 — 22 -f- I2 + I2 + I2 -+- I2 + 2.02, 

8 = 22 + I2+I2 + 02 -+- 02 -f-2.I2, 

8 = Ο2 + Ο2 + Ο2 + o2 -f- O2 -f- 2.22. 

Elles fournissent des représentations de l'entier 8, dont le nombre 
compté de la première identité à la dernière est respectivement 

4o, 160, 480, 2; 
or on a 

4o -H 160 -f- 480 + 2 = 682. 

La vérification cherchée a donc lieu. 

7. Nous avons donné l'expression générale du nombre total 

Ν (ζ*m = ar2 -+- y2 -h z2 -+- i2 + u2 -v- 2V2) 

des solutions, tant propres qu'impropres, de l'équation 

2Km — X2 -f- y2 4- z2 t2 -4- m2 -f- se2. 

Mais on peut demander séparément celle du nombre 

M (2*772 = x2 -f-y"1 -f- z2 + t2 -+- «2 -+- 2V!) 

des solutions propres, pour lesquelles les indéterminées x, y, s, 
«, «7 ne sont pas toutes divisibles par un même facteur > ι. 

Pour l'obtenir, il faudra substituer à la somme 

né Vexpr 
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ou au produit qui peut remplacer cette somme, le produit suivant 

¿L—r r r» \ I 

qui se rapporte aux facteurs premiers a, h,..,, de l'entier m mis sous 
la forme 

m = aÀ bp. . . ; 

pour en déduire la valeur de 

M (2"m = .-r2 -+- y2 -+- z2 + t
2
 + u

2
 -+- 2c2), 

il faudra multiplier ce produit par un facteur dépendant de α et de la 
valeur de m (mod. 8), dont nous allons donner l'expression suivant 
les cas divers qui peuvent se présenter. 

Dans le cas d'un entier impair, ou de α = ο, ce facteur est 

il·6-m·' 
pour les entiers impairement pairs, ou pour α = 1, il devient 

it se présenter 

enfin, pour α > t, il est égal à 

£ Λ2Κ+Ι 

Ainsi, pour l'entier 4, il n'y a que cent soixante solutions propres; dix 
solutions impropres complètent le nombre total cent soixante-dix, 
obtenu plus haut : ce sont celles qui répondent à l'identité 

4 = 22 -+· o2 + o2 + o2 + o2 -t- 2.02. 

8. En nous occupant du nombre des solutions de l'équation 

H — OC~ J'2 -f- s2 -f— t2 -f- M2 —j— 2C, 
22.. 
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nous avons admis jusqu'ici que les entiers x, y, z, t, u, ν peuvent être 
indifféremment pairs ou impairs, positifs, nuls ou négatifs. On peut 
aussi désirer de savoir quel est le nombre 

X ( η z= χ2 + y2 4- ζ2 -+- t2 -+- u2 + 2 v2) 

des solutions de cette même équation quand on exige que x, y, 2, t, 
u, ν soient des entiers impairs et positifs, d'ailleurs quelconques. Il est 
bien clair que ce nombre est nul quand l'entier donné η n'est pas de 
la forme 8p. ■+- 7. Mais quelle est la valeur de 

(8 μ + 7 = χ'2 +y2 + ζ2 + t2 -+- u2 -+- 2e2)? 

Pour répondre à cette question, il faut décomposer 8p.+ 7 de 
toutes les manières possibles en un produit dà de deux facteurs con-
jugués, puis prendre la quarante-huitième partie de la somme 

Σ (τ)*· 
On aura ainsi le nombre demandé. En d'autres termes, 

X (8p. + 7 = X
2 -4-jΓ -l· ζ

2
 -h t'

2
 -h u

2
 -h IV

2
) — ̂  2

 ^
2

' 

Par exemple, on a 

3K, (7 = x2 -h y2 -h ζ2 -h t2 -h u2 -h 2V2) — 1; 

ce qui est confirmé par l'équation 

7 — 12 -f- 13 -I- 1 ^ H- 12 -t- 12 —I- 2.12. 
On a ensuite 

Dt, ( 15 = x
2 -+-J·2 -t- z2 -+- t2 + u2 + 2CJ) = ̂  = 5; 

et cela s'accorde avec l'identité 

15 = 32 + i2 -1- 12 -t- i2 + i2 -+- 2.12, 

où 32 peut occuper cinq places distinctes. 
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Enfin 

%, (Vi = χ2 -+- y2 -+- ζ2 H- t2 + u2 + iv2) = — —il, 

résultat exact, comme on peut le voir au moyen des identités 

i2> — ι2 + ι2 -(— ι2 -t- ι2 + ι2 -i- 2.3 2, 

23 = 32 -4- 32 + I2 H- l2 + I2 + 2. t2 ; 

la première fournit une représentation de l'entier 23, la seconde en 
fournit dix. 

Si, tout en n'admettant pour x, y, z, t, u, ν que des entiers impairs 
et positifs dans l'équation 

8 p. -t- η = χ2 -+- γ2 -+- ζ2 + t2 -\- u1 4- 2 t»2, 

on excluait les systèmes x, y, z, t, u, i> où les indéterminées possèdent 
un facteur commun > ι, le nombre des solutions pourrait devenir 
inférieur à 

lo nomo 

11 s'exprimerait alors par 

ùn["'i+(=r)o"w· 

le produit indiqué se rapportant aux facteurs premiers a, b, etc., de 
l'entier 8p. -t- η — αλ bp.. . ; je crois pouvoir me dispenser d'ajouter 
des exemples. 

i). En terminant, j'indiquerai celle de nies formules générales qui 
m'a conduit, dans le cas d'un entier impair m (le seul difficile ici), à la 
valeur de 

Ν (m — x2 -+-y'2 + z2 + t2 -t- u2 H- 2 e2). 

C'est la formule marquée (I) dans mon cinquième article, à la page 277 
du cahier d'août 1858. En y faisant 

f(x) = x sin (^), 
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on obtient une formule particulière qui mène au but quand on la dis-
cute convenablement, en s'appuyant sur ce que j'ai donné au sujet de 
la forme oc3 + y3 + ζ2 + 2t'3 dans un article inséré au cahier de 
juillet 1861 (p. aa5). 

Ayant ainsi prouvé que 

Ν {m = oc3 +
 r

2 +
 2

2 + f3
 H- u* + 2 v

3
) = I 6 - ^

 !

j d'3, 

on en conclut facilement, par des considérations arithmétiques tres-
siinpies, que 

Ν [2m = oc'
2
 -+- y

2
 -+- z

l
 + t

2
 -+- u

3
 iv'

2
) — ^ 64 — J 2 (~T~) 

et ensuite que 

Ν ( 4m = χ
1
 -Λ-f

l
-t- z

2
 H- t

3 + il3 + a μ
2
 ) = ? j^2 56 — J 2 ("T") " 

On pourrait continuer et s'élever graduellement de l^tn à 8?», de 8m 
à 16m, etc.; mais il vaut mieux tout achever en une seule fois. Dési-
gnons, en effet, par ψ (α) la fonction 

Ν ( aa m = χ3 + y3 -+- z'3 -+- t2 -+- u2 -t- 1 d2), 

oil nous ne voulons pour le moment faire varier que a, et nous éta-
blirons sans peine l'égalité 

ψ (a -t- 3) — ψ (a -t- 1) = 4 [ψ (a -+- 2) — ψ (a)], 

qui est exacte même pour a = o. De là notre équation générale 

Ν {i"'m =.χ2-+-y2■+■ z2-t-11 u2 -+- 2 e2) = | j"4K+"J — (çjyj J 2 ("F")
(

^' 

C'est aussi par des considérations arithmétiques fort simples que 
l'on déduit la valeur de 

3Î, (8p. -+- 7 — χ3 -+-y'2 -t- z1 -+■ t'3 + u3 -f- 2 e2), 

relative au cas des indéterminées impaires et positives, de celle de 

Ν ( 8p. -+· 7 = je2 j'2 + z2 -t- i2 -t- m2 -t- 2 ea ). 

Quant à la recherche du nombre des solutions propres, elle n'offre 
aucune difficulté. 


