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PURES ET APPLIQUÉES. a5 

SOLUTION 
De divers problèmes de Mécanique, dans lesquels les conditions 

imposées aux extrémités des corps, au lieu d'être invariables, 
sont des fonctions données du temps, et où l'on tient compte 

de l'inertie de toutes les parties du système; 

PAR M. PHILLIPS. 

J'ai traité ces problèmes par deux procédés. L'un d'eux est appliqué 
dans le premier chapitre et l'autre dans le second. 

CHAPITRE PREMIER. 

PROBLÈME I. 

Déterminer le mouvement moléculaire de toutes les parties d'une 
tige, dont une extrémité reçoit un mouvement donné, l'autre étant 
libre, et où chaque point se meut parallèlement à l'axe de cette tige. 

Soit χ la distance d'une tranche quelconque de cette tige à un 
point fixe pris sur l'axe, dans l'état de repos de celle-ci, quand elle 
n'est, soumise à aucune force, et soit u ce qu'est devenu χ dans le 
mouvement, au bout du temps t. L'allongement proportionnel est 
du 
dx 

Soient Ε le coefficient d'élasticité et sr le poids de l'unité de volume 
de la substance. L'équation aux différences partielles est 

. . d2 u Eg d2 u 

ou 

la) -dF = kdï' 
TUMTQX (S* série). — JANVIER 1864. 4 
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en faisant 

(3) ^ = 

L'intégrale générale de l'équation (2) est 

(4) u — f [χ 4- kt) 4- F [χ — kt), 

f et F désignant deux fonctions arbitraires. 
Il s'agit de déterminer directement les deux fonctions qui entrent 

dans la valeur de u. Je les désigne d'une manière générale par f [ζ) 
et F (ζ), et elles ont besoin d'être connues : i° f {ζ) de ζ = ο à 
ζ = + oo , et α° F (ζ ) de ζ = Ζ à ζ = — <x> . 

On a d'abord ces deux fonctions de£ = oàÇ = 4-£, d'après l'état 
initial, et on les obtient ensuite pour toutes les autres valeurs de la 
variable, d'après les conditions assignées pour les extrémités. 

L'état initial est donné de telle façon que, pour t = o, on ait 

(5) 11 = φ (a?) 

et 

(6) £ = Ψ(*). 

Il faut donc qu'on ait, à cause de l'équation (4), 

(7) /(*) + FM = ?(^) 

et 

¥'{χ) - *F' (*) = ψ(*) 

ou, en intégrant cette dernière relation, 

(8) /(*)_ F (,*) = ^Ψ (.*·), 

en désignant par Ψ (χ) l'intégrale Jψ(^) dx. 

11 est inutile de tenir compte de la constante de cette intégrale, car 
elle disparaîtrait dans la valeur (4) de u. 
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On a donc 

(9) ψ M = J <]>(x)dx. 

On déduit des équations (7) et (8) 

(10) /(χ)=*-φ{χ)+~Ψ(χ) 

et 

(n) F(x) = ̂ (^)-^r
lF(x), 

ou, en désignant d'une manière générale par ζ la variable, on a 

(12) /(ζ) = ί?(?) + ^ψ(ς)> 

(>3) F(Ç) = ΐφ(ς)— ^ψ(ς). 

Comme φ (ζ) et ψ (Ç) et par suite ψ (ζ) et Ψ (ζ) sont données pour 
toutes les valeurs positives de la variable comprises entre ο et l, il en 
résulte que /(ζ) et F (Ç) sont connues pour toutes les valeurs posi-
tives de la variable comprises entre ο et l. Il reste à trouver ce qu'est. 
/(ζ) de ζ — l à ζ = -+- QO , et ce qu'est F (Ç) de ζ = ο à ζ = — oo . 

La suite des opérations dépend des conditions imposées aux extré-
mités. 

Supposons donc que le mouvement imprimé à l'origine de la tige, 
répondant k x = o, soit représenté par l'équation 

(14) « = ξ0(ί), 

ξ
0
 (t) étant une fonction donnée du temps. L'autre extrémité de la 

tige étant entièrement libre, on a 

(i5) Si
-1 = 0

 P
our oc = l-

Pour que l'équation (4) satisfasse à ces conditions, il faut qu'on ait, 
4·· 
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quel que soit t, 
/(*<) +F(-A<) = io(0 

et 
f (/ kt) -+- F' (/ — kt, ~ ι 

ou, en faisant 

(16) kt = Ç, 

/(Ï) + F(-Ç) = i„(|) 

et 
/'(Z+Ç)+F'(/-Ç) = ., 

f ( ) et F' ( ) désignent les dérivées des fonctions correspondantes. 
On peut en intégrant remplacer cette dernière équation par 

/(/+Ç)-F(Z-Ç) = Ç + C. 

Pour déterminer la constante C, il suffit de faire ζ = ο, et l'on a 

C =/(/)-F (/), 

ou, à cause de l'équation (8), 

0=1ψ(Ζ). 

On doit donc avoir définitivement, quel que soit ζ, 

(■7) /(Ç) + F(-« = l.(ï) 

et 

(.8) /
{
ΐ+ς)-¥(1-ζ) = ζ + \ψ(1). 

Tout résulte maintenant de ces deux dernières équations. 
En effet, comme F(Ç) est connue de ζ — ο à ζ = l, il en est de 

même de F(Z— ζ). Donc l'équation (18) fera connaître /{1+ζ) de 
ζ = ο à ζ = Ζ, ou, ce qui revient au mème,^(Ç) deÇ = /àÇ = 2Z. 



PURES ET APPLIQUÉES. 

Remplaçons maintenant dans l'équation (τ8) ζ par Z-t-Çet nous 
aurons 

/(a/+Ç) = F(-Ç) + / + Ç + Iï(/) 

ou, à cause de l'équation (17), 

('9) /(2^ + ζ)= —/(ζ) + ^ + ζ + ξ ο ̂  + j. ψ(^)· 

Cette formule permet, quand on connaît f (Ç), d'obtenir J {il -+- ζ) 
et par suite on déterminera successivement /(ζ) pour toutes les va-
leurs de ζ de ο à -t- co . 

Reste à connaître F (ζ) de ζ — ο à ζ = — oo, ou, ce qui revient au 
même, F (— Ç)deÇ = oàÇ=-f-co. 

Or on a de suite, par l'équation (17), 

(20) F (-ζ) = -/(?)+ ?„(§), 

ce qui résout la question. 

Cas d'un mouvement uniformément varié pour l'origine de la tige. 

Je vais donner un exemple de ces calculs. Je suppose que le corps 
parte de sa position naturelle, chacune de ses parties étant alors en 
équilibre et sans vitesse initiale. J'admets de plus que l'on compte les 
u à partir de l'origine de la tige supposée en repos. On a alors 

φ(χ) = χ, Ψ (χ) — ο et Ψ(λ?) = ο 
ou 

(ai) [?(Ç) = Ç, ψ(0 = °]· 

Admettons que le mouvement donné qui est imposé à l'origine de la 
tige soit uniformément varié, de sorte que 

?o(0 = ~7i2 

ou 

ί22) = 
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Convenons de désigner par /{ζ) et F (ζ) ce que sont ces 

fonctions pour toutes les valeurs de la variable, de ο à / inclusive-
ment. On aura, par les équations (ia) et (i3), 

(=3) /(«(") =;S 
et 

W> F<Ç)(°)=if. 

Remplaçant dans l'équation (18), F (/—ζ) par sa valeur connue 

ζ)' 00 en tire» en conservant le genre de notation ci-dessus et 
observant que Ψ (l) = o, 

/(!+?)(») =Λ?+ίί. 

En faisant dans cette formule 

l + ζ^ζ' ou ζ = ζ'-1, 
on a donc 

■f ( \ ^ \ L· f 

ou, d'une manière générale, 

/(ζ) ( M = ~r. 

Comme cette formule coïncide avec l'équation (a3), on peut écrire 
en général 

(2Î) /«)(",) =5«· 

Pour trouver les valeurs suivantes de f (Ç), remplaçons dans l'é-
quation (19) ζ -+■ il par ζ, ou ζ par ζ — 2/, et nous aurons, dans le 
cas actuel, pour tout entier i, 

( fit) (2il. \= - fCC - a/i (a"~a,W< 

/ . ■ » I\ 
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Cela veut dire qu'après avoir déterminé f('C) pour toutes les valeurs 

de la variable depuis (ni — 2)l jusqu'à 2/7, on y remplacera ζ par 
ζ — a Ζ, et substituant dans le second membre de l'équation (26), on 
aura f (ζ) depuis ζ = nil jusqu'à ζ = ( ni -+- 2)/. 

On a ainsi 

f () = 7 10 

/(?> («) = ï ? + i <? - - 3T. Κ - 40% 

(,,) f® (β!) = ̂  + i- « -2''" ~ A « - *'>" 
+ i (?-«)■, 

\ . o I J 

LL2ÁJ2 fi'+ ^(Ç-60s-^(Ç-8/)» 

La loi est visible et elle se continue indéfiniment. 

On remarque que pour la valeur de ζ, qui sert à passer d'une fonc-
tion à la suivante, ces deux fonctions et leurs premières dérivées onC 
ainsi que cela devait être, la même valeur, La même chose se vérifie 
pour F (ζ). 

Il reste à déterminer F (Ç) de ζ — ο à ζ = — αο ou, ce qui revient 
au même, F(— Ç)deÇ = oàÇ = -+-c©. 

Or on déduit immédiatement des valeurs de l'équation (17) et des 
valeurs ci-dessus de _/'(£) 

iFt-ï)(°<) =-;? + §· 

( , 8 ) + 

(y 2 /5 
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[
f
(-n(80=-5

ç+

S-à(?-^)'+5j.(?-'f)' 

(,8, 

""" Γ (- ?> (,ϋί) = - ï 5 + 5- 5Τ Κ - -!)-+iV, (ï - 4/r 

! -^,K-6i)+À(C-8/)·. 

et ainsi de suite. 
Il est maintenant facile de former pour un point quelconque la va-

leur de u. 
Supposons d'abord kt < x, ce qui n'aura lieu que pendant un temps 

extrêmement petit, car k est très-grand. Alors comme <r<Z, il résulte 
que χ -f- kt est compris entre ο et α Ζ et que χ — kt est compris entre 
ο et Ζ. Il faut donc prendre pour les fonctions f et F les expressions 

qui répondent à / (ζ) et F(Ç) Donc alors 

u — λ- (χ -f- kt) -+- ^ (χ — kt) 
ou 

{29) u — x, 

ce qui indique que la tranche χ ne s'est pas déplacée, ce qui devait 

être, car k ou y/— est précisément la vitesse du son ou, si l'on veut, 

la vitesse de propagation d'un ébranlement dans la substance, et 
kt < χ signifie que l'ébranlement imprimé par le mouvement à l'ori-
gine de la tige n'est pas encore parvenu jusqu'à la tranche x. 

Supposons maintenaut kt > x, mais que kt + χ et par conséquent 

aussi kt — x soient plus petits que 2Z. On prendra alors f(ζ) ^ et 

F(— ζ) > et l'on aura 

« = l + kt) - (kt ~ x) ■+■ ̂  (x - ktY 
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ou 

(3o) u = χ -t- (χ — ktf. 

Du reste la loi de formation permet de donner tout de suite la va-
leur de u pour χ et t quelconques. Formons d'abord les valeurs cor-
respondantes de f (ζ) et de F (- ζ). 

Supposons donc ζ compris entre 2. il et iil -1- 2/ et soit d'abord i 
pair. On somme facilement le second membre de la valeur générale 

de f (ζ) en groupant le deuxième terme et le troisième, le 

quatrième et le cinquième, le sixième et le septième, etc. 
On a ainsi, pour i pair, 

8)n obtient Oc même pour ¡ paii[ 

Si i est impair, ou a, après les réductions, 

(3*'! /(Ç) llu+,
4

() + ΐ)Ιζ+ΛΪ(ί + ι) Γ-]. 

On obtient de même pour i pair 

(33) * Z) (l'h + + ~'J 

et pour i impair 

(34) "(-?:(:Î
+

„) = -ïC+
(
-^(Ï-//). 

Maintenant supposons χ + kt compris entre 2il et 2. il 21. Comme 
kt — χ en diffère de 2X qui est plus petit que 2/, kt — r sera compris 
entre 2 il et 2 il -i- 21 ou entre 2 il et 2 il — 21. 

Dans le premier cas, on aura, si i est pair, en substituant tour à tour 
,r + kt et kt — ,r pour ζ dans les formules précédentes, 

(35) u = χ H- χ H—{kt — ,r i2. 

Tome IX ( TE série). — JANVIER I86/J. 
5 
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Si i est impair, on aura, toujours dans le premier cas, 

(36) u — χ — 3 ^ χ -+- —- (x -+· fit)3. 

Dans le second cas, on aura de même, si i est pair, 

(37) « = .r + ̂  (kt - //), 

et, si i est impair, 

(38) u — χ -+- X [(.r — /)2 + ' kl — /Y)8 -+- ( i2 — i) /-]. 

Telles sont les formules très-simples qui expriment toutes les lois 

du mouvement. On en déduira immédiatement la vitesse ~ ainsi que 

l'allongement proportionnel ^ — ι pour tous les points et à une 

époque quelconque. Ces quantités sont données, comme on voit, sous 
une forme très-simple. 

Il est facile de s'assurer que les équations (35), (36), (37), (38) 
vérifient toutes les conditions du problème. 

D'abord elles satisfont toutes à l'équation aux différences partielles 
du second ordre (2). De plus elles vérifient les conditions imposées 
aux extrémités. En effet, si l'on considère l'origine de la tige qui ré-
pond à χ — o, ce sont les équations (35) et (36) qu'il faut prendre, 
car pour χ = ο la différence entre kl — λ: et kl -+- .r est nulle. Or en 
faisant u = ο dans les équations (35) et (36), elles donnent toutes 
deux 

u — - vt~. 

Au contraire, si l'on considère l'antre extrémité de la tige qui ré-
pond à χ — /, ce sont les équations (37) et (38) qu'il faut prendre, 
car, pour χ. — l, la différence entre kl — χ el ht -+- χ est il. Or ces 
équations (37) et (38) donnent toutes deux 

— — 1 — ο pour χ = /. 
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On sait de plus qu'on a satisfait à l'état initial, puisqu'on a alors 

simplement u — x. 
Enfin on voit que pour chaque valeur de x, la série des valeurs de u 

et de ~ ainsi que de ^ correspondantes à celles de t croissant indé-
finiment forment une suite continue, malgré qu'il faille employer suc-
cessivement les diverses formules (35), (36), (3^) et (38). Cela tient 
à la propriété déjà démontrée des deux fonctions / (ζ) et F (— ζ) ainsi 
que de leurs dérivées du premier ordre qui ont chacune la même va-
leur pour la valeur de la variable ζ qui sert à passer de l'une quel-
conque d'entre elles à la suivante. 

Cas cVun mouvement alternat] pour l'origine de la tige. 

Supposons maintenant que l'origine de la tige soit soumise à un 
mouvement alternatif, comme celui qui serait donné par une mani-
velle, et dont la loi soit 

(3g) ξ
0
 (t) — r — /■ CO8M< ou ς

0
 (J^ = r — /' cos 

r étant le rayon de la manivelle et ω la vitesse angulaire. L'autre ex-
trémité de la tige est toujours supposée libre. 

La même marche s'applique identiquement que dans l'exemple pré-
cédent. Je crois donc inutile de répéter tous les calculs. On trouve 
d'abord 

(4o) /!?)(») =iç 
et 

(40 FiÇ}(°) = iç. 

Puis on obtient successivement, si i est pair, 

, (lit \ ι ω ( ζ — il) ω ( ζ — Al) 

(40 ( 4- r — r cos r -4- r cos —— 1-... 

- Γ + /· COS : 5 

5.. 
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et, si i est impair, 

j J (0 (,„+,,) =;? + '·- rcos—j—1 - ,· + rcos -for— 

f + r— rcos —— — r— rcos- j 

On a ensuite, si i est pair, 

F 0 (
2
//+ 2 / ) = — g - ~ COS Τ ' ',COS Τ" 

(44) + Γ - Γ cos wfg —4'' _,■+,■ cos ω(ζ7β/) -

f , ω(ς —2f·/) 

et, si i est. impair, 

j
F

(~ i)(^!+
a
/) ̂ -^ + r-rcosJ-r + rcos^-^ 

( 4 ) j ω {ζ — 4') ω(ζ — 2Ό 

Les seconds membres se réduisent très-simplement en combinant 
d'abord les termes deux par deux et faisant usage de la formule 
connue 

ι sin a -+- sin (« + x) -+- sin (α -f- 2 χ} + sin {a -+- 3x) -+-... 
i + sin (a -t- mx) 

(45 bis) sin (?L±1 ή + 

Après quelques réductions simples, on trouve, si i est pair, 

... . sin sin j j [ζ— ( / -f- 1 ) / j I 
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et, pour i impair, 

,, π \ (~X )oos I ^ (' ') ') | 

Ou a ensuite, si i est pair, 

f'8) »"(-?) {"!,+„) —w-; — 

et, si i est impair, 

W9) n-ti —s-V-

Les formules (42), (43), (44) e* (43) montrent encore que les fonc-
tions f'(ζ) et Ε (ζ) varient d'une manière continue ainsi que les dé-
rivées premières quand on passe de l'une quelconque d'entre elles à 
la suivante. 

Tant que oc > kt et que kt -1- oc < 2/, on a, comme dans l'exemple 
précédent, 

u = x. 

Quand cela n'a plus lieu, on a pour u les expressions suivantes : 
χ -i- kt étant compris entre 2Îi et 2 il + 2I, kt — χ peut être entre 

les mêmes limites ou entre 2 il et 2 il — 2I. 
Dans le premier cas, on a, si i est pair, 

SM l _.[//■—, ?.! -I- 1)/] SIN — H-cos (ωΟ COS - (/ — χ) 

et, si i est impair, 

cos(wi) cos J {l — .r) — sin · - {kt— {ii -+-))'] I sin — 
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Dans le second cas, on a, si i est pair, 

sin ('-^N\sin Ty [ht—;Ϊ)Ί eosy(/— x) 

et, si i est impair, 

COS ( \ COS y ( kt //)! COS y ( l .r) 

On s'assure encore facilement : 

i° Que ces quatre formules vérifient l'équation aux différences 

d2 u . 2 d' u 

2° Que les deux premières, savoir (5o) et (5i), donnent 

u = r— rcosat pour χ. = ο; 

3° Que les deux dernières, soit (5a) et (53), donnent 

— — i — o pour χ = l. 

PROBLÈME II. 

Voici encore un autre problème du même genre, important pour la 
pratique. II est relatif à une bielle d'accouplement, et je le pose de la 
manière suivante : 

AB est une bielle d'accouplement, AC et BD sont deux manivelles 
parallèles de rayon r, ω est la vitesse angulaire. Soient σ la section 
de la bielle de longueur primitive, l et ρ son poids. Soit enfin Q la 
résistance supposée constante et appliquée en Β tangentiellement à 
la circonférence BD. 

Tous les points de la bielle ont une même force centrifuge égale 
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a ω1 r, pour Vunité de masse, dont la résultante se partage en deux 

forces égales chacune à — ω2 r, appliquées en A et Β suivant les 

manivelles, lesquelles exercent à leur tour contre la bielle des actions 
égales et contraires. 

Représentons donc par -^-ω2 r l'action de la manivelle BD contre la 

bielle, cette force s'exerçant de Β vers D. 
Je prends pour origine du temps l'instant où le point A passe en H, 

c'est-à-dire au point mort, et je suppose qu'à ce moment l'état initial 
soit tel, que la vitesse de tous les points de la bielle soit nulle et que 
celle-ci soit alors simplement en équilibre sous l'action de la force 
centrifuge. 

En conservant les notations antérieures, cela revient à poser 

(54) ?(*) = ·>■ (' + ÏKJ «'·■)■ 

(55) ψ (.r) — o. 

Quant aux conditions imposées aux extrémités, elles sont que la 
projection du point A sur CD soit toujours à la distance r— rcoswi 
du point H, et que la force élastique au point Β fasse équilibre aux 
composantes suivant BA de la force Q de l'action de la manivelle BD. 
Il faut donc qu'on ait, quel que soit i, 

(56) u = r—rcosu/ pour χ = ο, 

et 

(5η) = ί — ~ sin ωί —f— ω4 ι cosw t pour χ = /. 

On voit que les conditions choisies pour l'état initial sont compatibles 
avec celles imposées aux extrémités. 

La vitesse initiale de tous les points de la bielle étant nulle, on sait 

que f (ζ) ainsi que F (ζ) sont toutes deux égales à ο {ζ). 
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On a donc 

' J K- \l ! 2 - \ 2 Εag j 

et 

<*»> KO (;)-|Ï(-+ÏÉI »*'·)· 

D'ailleurs la marche générale précédemment indiquée s'applique 
sans difficulté. Tout se déduit toujours des relations précédentes, com-
binées avec celles relatives aux extrémités, et qui sont 

j /(Ç)
 + F

(-Ç) = r- rcos^ 

(6°) \ 
( et /' (/ H- ζ) -+- F' (/ — ζ) = , — ~ sin ̂  ω- rcos 

Cette dernière se remplace encore par son intégrale qui est 

j/(/
+Ç

)_F(/-Ç) =
 t

-&Î+£Î««f 

[ H — A (o t su) — ? 

la constante étant déterminée de manière que, pour ζ = ο, le second 
membre reproduise la valeur connue de f ' (/) — F (Z) qui est zéro. 

Connaissant F(Z — Ç) de ζ ο à ζ — Z, puisqu'on a F (Ç) entre ces 

limites, on déduit de l'équation (fii) j(Z + ζ) ou /(ζ) 

De même changeant dans l'équation (6ι) ζ en ζ + Z et y remplaçant 
F( — ζ) par sa valeur tirée de l'équation (6o), on aura ζ) 
quand on connaîtra f (ζ) ou, ce qui revient au même, on connaîtra 
J [ζ) quand on connaîtra j (ζ — ι i), ce qui donne ici la formule 

ι J [C) = ; - ι -+- r — r cos >- — -A- - + ^ - cos -i——■ 

ί 'β-i ) 
I
 + _^_A-Mrsin^-pil-/7î:-azi. 
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Dans ce problème, f (ζ) ̂ i)
 n

'
a

 P'
us in

ê
me

 forme que f [C) ] 

On l'obtient par l'équation (61), qui donne 

!/(?)(
 l
\ = -ζ--{ζ-

3
l)-JL.

 ω
>
 r
 - -

(65) f 
| + ^'-C03-Jipn + ^ 

A l'aide de la formule générale de l'équation (62) on déduira suc-

cessivement /(?)( ̂  de/{Ç)(°), puis/(Ç)(jJ) de /^'1(3'), 

puis f (ζ) (^) de f (ζ) et
 ainsi de suite. De même, on obtien-

dra successivement, en partant de ./(ζ) ̂ 4)' '
es

 expressions de 

J (0 ( 4/)' j (ï) (g/)' j (s) (g/)' olc. 

Ces résultats se réduisent très-simplement, en faisant usage de la 
relation déjà employée [équation (45 bis)] et de la suivante 

cosrt + cos(u -+- x) -+- cos(u + a.r) -+-...+ cos (a -+- rnx) 

sm I —-— ·τ. j cos I a H—— j 

et l'on trouve définitivement les quatre types différents qui suivent : 

( /(î)(4«
+;

) 

sin sin — ί ζ — id — /i 

;b4)! q ^ sin —η~ sin — [C ni) 

Sin —r— COS -7 (C 211) 

Tome IX (·?ν série). — Février 186^. 6 
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/b >(#::,) 

sin —— sin- (ζ— ·>.ΐι— / 

(65)I _Q.D Q Λ COS^Y^-'COS^S-A//-/) 

( 2 / -4- ι Wco . ω 

(4": 3') 

( 2 i ~f- I j /ω w 

( M V , Q * ">S * C0S-(Ç-2//-/,l 

cos -—-—· sin - (ζ — 2il — I ; 
. 

ι ■ /(«(^:) 

cos . ( OS — ( L — 2 « 2 I , 

, I . ',?Ι/ + ]Ι'μ . Μ, 

si η —-—;—=— cos - ι Ζ — 2 tl — 2 / 
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On peut remarquer que les équations (64) et (65) donnent la même 

valeur pour/'(ζ) et pour/7 (ζ) quand ζ = 4î7+ l. Il en est de même 
des équations (65) et (66) pour ζ = 4^+ a/; de même des équa-
tions (66) et (67) pour ζ = 4H+ 31, et en général pour deux fonc-
tions consécutives pour la valeur de la variable qui sert à passer de 
l'une à l'autre. Gela devait être, car u, ainsi que ses dérivées du pre-

mier ordre, et — > ne peuvent varier que dune maniéré continue, 

malgré que les fonctions (64), (65), (66), (67), etc., soient réellement 
discontinues ou exprimées d'une manière différente, c'est-à-dire que 
si l'on représentait graphiquement f (ζ), elle serait l'ordonnée d'une 
courbe composée d'une infinité d'arcs appartenant à des types diffé-
rents, mais néanmoins se raccordant toujours tangentiellement. 

La même remarque a lieu pour la fonction F, dont l'expression gé-
nérale donnée par l'équation (60) est 

Iβ(5+, 

1/ étant un nombre entier positif quelconque. 

Avec les formules précédentes, on aura l'état de toutes les parties 
de la bielle à une époque quelconque. Il est facile de se rendre compte 
qu'on peut avoir douze combinaisons différentes. Ainsi, comme la dif-
férence entre χ -t- kt et kt — .r, laquelle est 2X, est forcément com-

prise entre ο et 2I, il en résulte que, s'il faut prendre y (ζ) 

m étant un nombre entier quelconque, F (— ζ) peut appartenir soit à 

F
'-')(«!+/)

 011 àF
(- >)(*!"') ou encore à F (-ζ) 

Donc, chaque type de /{ζ) représenté par l'une des quatre formules 
(64), (65), (66) et (67) donnera trois combinaisons possibles pour la 
valeur de u. 

Supposons, par exemple, que χ kt et kt — χ soient tous deux 
6.. 
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compris entre 4il et l±il ■+■ l. Alors on aura 

/ u = χ ( ι H ω2 A — r cos ^ (kl — xi 

sin —— cos — ( Ai— 2 ί7 — /) sin — 

(,°9J \ „ ^ sln —^— cos — (ht—ill) sin — 

sin —-— sin - ( / ί — 2 <7 sin 

Il est évident que, pour x = o, la différence entre χ + kt et 
kt — χ étant nulle, cette formule est applicable à l'origine de la bielle, 
et, par conséquent, qu'en y faisant χ = ο, on doit satisfaire à la con-
dition (56); or c'est effectivement ce qui a lieu. 

Supposons maintenant que χ et t soient tels, que χ-f- kt étant 
compris entre l\il -t- 21 et 4il + 31, kt — χ le soit entre l\il et 4il -+- l-
On a alors 

u = χ — (kt — Ail — l) /* ω2 r -+- r 

COS y (λ t — 4«/ — 2 / jCOS y (/'—0?) — Sin - (kt— 11 SHI —· 

(7°) I ^ , cos — fIt—4'I—6c0STff—x)—sinwisin — 

Sin y — 4"— i)COS y (/ J?) -+- COS&JÎ Sin — 
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Pour χ = l, la différence entre χ + kt νt kt — χ étant égale a a 
la formule ci-dessus est applicable à l'extrémité de la bielle. Par con-

séquent l'expression (70) doit satisfaire à la condition (57), et c'est ce 

qui a lieu en effet. 
On déduira facilement, dans tous les cas, de la valeur de 11, celle de 

la vitesse ̂  et de l'allongement proportionnel ~[
τ
 ~

λ
· 

PROBLEME III. 

Voici encore un autre exemple important. Il s'agit d'une tige ter-
minée par un piston soumis à l'action de la vapeur et douée d'un 
mouvement alternatif. 

Prenons pour l'état initial 

(71) [ψ [χ) — χ et ψ(χ) = ο], 

état qui est compatible avec les conditions imposées aux extrémités. 
L'origine de la tige est soumise à un mouvement alternatif que nous 

supposerons exprimé par la relation 

(72) |
0
 (<) = /■—rcoseoi. 

L'autre extrémité est soumise à l'action de la vapeur. Cette force 
est périodique, c'est-à-dire qu'elle redevient la même quand l'angle de 
rotation ωί a augmenté de 2η, et, de plus, nous devons admettre 
qu'elle reprend la même valeur, mais avec un signe contraire, quand ωί 
augmente de π. 

Quant à sa valeur absolue, elle dépend des circonstances absolues 
de la distribution, telles que l'avance à l'admission, la fin de l'admis-
sion, la détente, l'échappement et la compression, lesquelles peuvent 
varier de mille manières. 

Dans tous les cas possibles, cette quantité est développable en série 
trigonométrique de sinus et de cosinus des multiples d'un même arc. 
Mais pour ne pas compliquer les calculs, nous allons choisir la forme 
suivante qui a l'avantage de représenter simplement et approximati-
vement l'effet moyen de la vapeur, particulièrement dans les machines 
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locomotives. C'est 

(7 J) Q = G cos (u>t — γ ) · 

Pour t = ο et pour on a 

Γ 74) t ) = G si η 7 -

car 

sin y — COS 4· 

Pour at = 'yi on a 

0 = G. 

Jusqu'à — la vapeur serait dans la période d'admission, qui 

commencerait à proprement parler pour ai =-|j angle d'avance à 
l'admission. 

L'intensité de la force ne. serait pas absolument constante, puis-

qu'elle varierait entre les limites G sin ^ et G. 

De rot — ~ à ωί = j 7r, la pression diminue progressivement jusqu'à 

zéro. Ce serait là le commencement tout à la fois de l'échappement 
sur la face considérée du piston et de la compression, ou plutôt de 
l'admission sur la face opposée. 

De plus l'expression (73) reprend la même valeur toutes les fois 
que at augmente de 1%, et elle ne fait que changer de signe quand at 
augmente de π. 

On pourrait donc écrire comme il suit la condition imposée à l'ex-
trémité de la tige, en considérant la vapeur comme agissant directe-
ment sur cette extrémité, 

^
5

) S-"
i +
 è

cos
(
wi_

i)· 

Alors le problème se résoudrait d'une manière tout à fait analogue 
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an précédent, relatif à la bielle d'accouplement. Mais 011 peut aussi 
vouloir tenir compte de l'inertie du piston. Dans ce dernier cas, l'équa-
tion de condition relative à l'extrémité de la tige est, en appelant Ρ le 
poids du piston, 

\ τ/ί = G cos (ω' ~~ |) ~~Εσ (d£ ~ 1 ) Pt,ur x = 1 

OU 

! 7β· i (ΐ),=Λ Εσ (sL,=G cos 1)+ Εσ· 

C.omme d'ailleurs on a toujours 

u = f [x -+- kl) -r- F (χ — kt>, 

les conditions relatives aux extrémités peuvent s'écrire de la manière 
suivante, en faisant ht = ζ et observant que 

ivrg· __ ^ 

ρ étant le poids même de la tige : 

(77 /(ζ) + F(- ζ) = r-/'cos -

et 

Vi •í\ p/ 

-I- F" f t -i wi; 

On a, comme dans les autres questions, a cause de l'équation {71':, 

'TO- [/m(°') = ri?)(7)=bT 

La relation (78) fait connaître tout de suite / (ζ) ( ', j · En effet, cette 
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équation s'intègre et donne, en appelant C une constante, 

i J'ζ) + ?) 
(80) J 

! = C + Vi Ç + yL sin
 (τ " ï)

 + F
'(

Z
 ~~ ̂

 + vi Fi-/_ 

F (7 — ζ) et par suite F' (7 — ζ) sont données par l'équation (79) pour 
toutes les valeurs de ζ comprises entre ο et /, et, par conséquent, l'é-

quation (80) fera connaître f(l-h'C) ou f('C) (^i)' 

La constante C se détermine d'après la condition que pour ζ = ο le 
premier membre donne la valeur, déjà connue par l'équation (79), de 

/'(/) -t- (/), laquelle valeur est 

(8.) C = -^sm
?

. 

Mettant cette valeur pour C dans l'équation (80) et y remplaçant 

F' !7 — ζ) par ^ et F (7 — Ç) par ~ (l — ζ), puis mettant ζ à la place 

de / -+- ζ ou ζ — l k celle de ζ, on a, pour l'équation (80), 

tégrablc, et, en appelant ( 

ί — ' τΓι ^ τΓΤ~ sin 7 ΡΤ- sln 7 — 0 — 7 ' 

Cette équation, qui est linéaire du premier ordre par rapport à 

f (ζ) esf intégrable, et, en appelant C, une constante, on a 

ι / κ)(7 

■83'i ILC 

e étant la base des logarithmes népériens. 
Les intégrations indiquées s'effectuent sans difficulté. La constante C, 
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se détermine d'après la condition que, pour ζ = l, valeur de la va-

riable qui sert de transition de la fonction /(ζ) à la fonction 

S
1 
[*J '

 ces deux fonctions aient la même valeur. Il est à remar-

quer d'ailleurs qu'à cause de la manière dont la première con-

stante C a été déterminée, Ι'{ζ)(^ et /'(ζ) ont aussi, comme 

cela doit être, la même valeur pour ζ = l. 

On a ainsi, tous calculs faits, 

I /(?)(,',) = s?+^
si
"| 

P fw /.v 1\ w — r-Cf 

G . π Ρ I k 

Les expressions suivantes de /(ζ), savoir 

f etc., s'obtiendront d'une manière analogue à ce qui a été 

fait précédemment. 

Ainsi, remplaçant dans l'équation (78) ζ par Ζ -1- ζ fet intégrant une 
première fois, on a, C étant une constante, 

j ' [il + ζ) + ~ f [il + ζ) 

= C+£(S + i) + ̂ sin[j(
?
 + /)-!] + F(-£)H-£,F(-

?
). 

Remplaçant F( — ζ) et E'(— ζ) par leurs valeurs tirées de l'équa-
Tome IX (2E série), — FÉVRIER 1864. 7 
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tion (77), puis ζpar ζ — a/, on a 

( /'(£) + £/(?) 
(85) < = 0 + 1^(5 —/)- y sin j(Ç — aZ)+ - ^rcos J(Ç - 2/) 

( + ro ̂  [J (? - 0 - ?]+/'(? - » 0 - f, /(? - *'). 

équation qui fait connaître J (ζ) quand on connaît — 2/), c'est-
à-dire cette fonction pour les valeurs de la variable inférieures de il. 

Il est facile de se rendre compte que la constante C a toujours la 

même valeur. En effet, supposons d'abord qu'il s'agisse de f (ζ) 

Pour ζ = 31, il faut que et /'{ζ) aient respectivement 

les mêmes valeurs que et que ,/'(?) Donc le premier 

membre de l'équation (85) et, par suite, le second membre, doivent 

avoir, pour ζ = 3/, la même valeur,soit qu'on s'occupe de 

ou de /(Ç)Q/)· O
r

? dans le premier cas, il faut prendre, pour 

/(ζ - a/) et pour /'(ζ-2 /), la fonction /(ζ)(°)
 et

 /'(Ç)(°) 

où l'on remplacera ζ par ζ — il. Dans le second cas, il faut prendre 

.pour / {ζ — a/) et /'(£- 2/), la fonction /(Ç) (//)
 ei

 /'(£)( ,'/) 

en y remplaçant ζ par ζ — zl. Or, remplacer dans ces dernières fonc-
tions ζ par ζ — il et y faire ensuite ζ. — 37, cela revient à y faire de 
suite ζ = l. Or, pour ζ = /, on a 

/©C;)=/«>(,',) 

et 

/'(S) (")=/'(?)(/,)· 

Comme d'ailleurs le second membre de l'équation (85) est le même 
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pour deux fonctions consécutives /(ζ), G a forcément la même valeur 

pour _/(ζ)que pour f(ζ) Gn démontrerait absolument 

de même qu'elle est la même pour que pour 

la même pour q
lie pour ./'(?)

et a
i
ns

i de suite indéfi-

niment. Donc C a la même valeur pour toutes les fonctions que pour 

/<«(3!)· 

Occupons-nous donc d'avoir C pour 

Et d'abord, pour appliquer la relation générale (85) à f 

il faut remplacer dans le second membre f (ζ — il) et /'(ζ — si) par 

les expressions qu'on obtient en substituant ζ — il à ζ dans /{ζ)(^ 

et f'[ζ) ce qui donne 

/'(?) (1;) + f,/(5) Cal) =
 c

 + i + SI5 - 7-ïκ -

+

 fi
r

 - fi
rcos

Î« -
 2l

'i+££
sin

 [ï(Ç - ') -1] · 

Déterminant la constante de telle manière que, pour ζ = 2.1, le 
deuxième membre de la relation ci-dessus ait la même valeur que le 
second membre de l'équation (82), on a 

C = όι sin 7' 

qui est, dès lors, la valeur commune de la constante C pour toutes les 
fonctions, et l'on a 

——vTz ñ F V “73— 

(86) -^sin^(Ç —
 2

/)
+

Z
r
_Z

rC
os^(Ç-2/) 

1 + pi;5,n4 + pKsm
 LÏ

(?
~''~4J' 

J ' " 
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Cette équation linéaire et de premier ordre par rapport à f('£) 

s'intègre absolument comme l'équation (82). 
II en est de même de celles qui sont relatives aux fonctions suivantes, 

et de cette manière ou déduira successivement 

\ôl/risin . 

/«>(4!) /(?>(',)· 
/(?($) ^ /(«($· 

et ainsi de suite. 

La seconde constante introduite par l'intégration se détermine tou-
jours d'après la condition que deux fonctions consécutives aient la 
même valeur pour la valeur de la variable qui leur est commune. 

On obtient ainsi 

=*Ï-T— /TV"ï+ r 

P/cos7^ — 20 + 7sin 7 (ζ—20 r 

Gg F/5"1 ^(ζ~ l)~l\ ~ÂC0S —0 —4J 

G . π P/ k to2r I ~~' p7 ( ^ 

On aurait ensuite les valeurs de 

fn?)(3l\ f(r\(5l\ 
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Ayant/(ζ), on en déduit F(— ζ) suivant la régie ordinaire, par 
l'équation (77). 

Je vais donner deux exemples des valeurs de u fournies par ces 
fonctions. 

Supposons d'abord que 

χ — Ai < ο 
et que 

χ -+- kt et kt — χ 

soient deux quantités comprises entre Ζ et 2Z. C'est alors la formule (84) 
qui doit servir, et l'on trouve, après quelques réductions faciles, 

j u = χ -+- r — cos j.{kt — x) 

1 r 5-.cos7(Ai —i) + 7sm7(/ti —ί) 

G .π VI ~Ί -&*<-'>( Τι* -Γι*} 

Cette formule doit convenir à l'origine de la tige, car, pour χ = ο. 
la différence entre χ -+- kt et kt — χ est nulle, et, par conséquent, ces 
quantités peuvent être comprises toutes deux ensemble entre /et 21. 
Dès lors, l'équation (88) doit satisfaire à la condition relative à l'ori-
gine de la tige, et, en effet, si l'on y fait χ = ο, on a 

u = r — rcoswi, 

c'est-à-dire qu'on satisfait à l'équation (72). 

Pour le second exemple, je suppose encore χ < kt. Puis j'admets 
que χ -λ- kt soit compris entre 2Ζ et 31 et que kt — χ le soit entre ο 
et Z, ce qui est admissible puisque la différence entre χ -+- kt et kt — .r 
est "îx qui peut aller jusqu'à 2I. Dans ce cas, il faut faire usage, pour 
f{Z), de la formule (87), et quant à F(ar — Ai) ou F(— ζ), sa valeur 
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très-simple se déduit de On a alors 

I u = χ -+- 2r — rcosj(kt — x) 

\PiJ *» 

1 + -p-sm 7 -H -f-sin7 

(Ç_a/;4-£r-£/rcos7(Ç-

G . π Ρ/~ί -£i(x+ki-l) u*r 

Χ ?—Γ5 se Ρ 

Pour χ = Ζ, la différence entre χ -+- Ai et Ai — a? est al. Donc, 
la formule (89) doit satisfaire à la relation (76) relative à l'extrémité de 
la tige, et c'est en effet ce qui a lieu. 

Il est intéressant de considérer le mouvement de l'extrémité de la 
tige au commencement du temps. Or, si kt est compris entre ο et l, il 
arrive que, pour χ = /, χ ■+■ kt est compris entre Ζ et a1 et que χ — kt 
l'est entre ο et l. D'après cela, on a alors 

u — χ -H—f- sin 7 -+- ~P- sin 7 

(f/""j)sin4(a: + ^-/)-(F/ + A)cosA^'4-^-/) 

G . κ P7~* 
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On vérifie aisément, à l'aide de cette formule, que, pour χ — l et 
t = o, on a, ainsi que cela doit être, 

T* -1 = °' 

ce qui correspond à l'état initial donné. De plus, cette même for-
mule (90) satisfait, même pour £ = o, à la condition (76), ce qui dé-
montre, ainsi que je l'ai dit en commençant et comme du reste on pou-
vait le prévoir, que l'état initial choisi était compatible avec les 
conditions imposées aux extrémités. 

PROBLÈME ]V. 

Il s'agit d'une manivelle. La question se pose de la manière suivante. 
Une manivelle OM tourne d'un mouvement uniforme autour de 

son origine i), qui est fixe. Une force., par exemple celle de la va-
peur, agit sur son extrémité M, suivant une direction MC, paral-
lèle à ÀOF), que je suppose constante. La loi de cette force est donnée 
et je la supposerai, pour fixer les idées, représentée, comme dans 
l'exemple précédent, par la formule 

(91 ) Q = Gcos^wi — = Gsin ^(coswi + sintai). 

En appelant Π la projection de cette force sur la direction OM, 
on a 

Π = Gsin | ̂  ^ cos(ΐωί) -f- ^sin(a ω/) J· 
Les conditions imposées aux extrémités de la tige sont donc : i° pour 

χ = o, 

(92) w = o, 

et 20 pour χ — Z, 

(93) S == 1 - - ̂ sin4cos(2wi) - ̂
8,
ν

ιη(2ωί)
· 
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Si l'on veut tenir compte de la force centrifuge des diverses parties 

de la manivelle, l'équation aux différences partielles ne se présente 
pas tout à fait sous la forme ordinaire ; mais il est facile de l'y 
ramener. 

En effet, on a, dans ce cas, 

(94) ^
 = w

*.
r +

 A-2^· 

Appelons u
s
 ce que serait u si toutes les parties de la manivelle 

étaient en équilibre sous l'action de la force centrifuge et de l'élasticité 
et qu'il n'y eût aucune force appliquée à l'extrémité de la manivelle. 

On a alors 

(95) = o, 

et l'on trouve aisément 

(9
6) „ = (, + £)*_£. 

Posons maintenant 

(97) « = «, -+-U, 

et il reste à déterminer U. 
On a d'abord 

(98) Së=k -

Les conditions (9a) et (g3), relatives aux extrémités, deviennent 
pour U : i° pour χ — o, 

(99) U= o, 

et 20 pour x — l, 

ίιοο] — = sin y —- si η 7 cos (2 ωί ) — sin 7 sm( 2ωί . 

Il reste à fixer l'état initial, Or, j'admettrai que, à l'origine du temps, 
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la vitesse de tous les points de la manivelle soit nulle et que toutes ses 
parties soient en équilibre sous l'action des forces agissantes qui sont : 
d'une part, les forces centrifuges, et d'autre part, à l'extrémité de la 

tige, la force Π qui a alors pour valeur Gsin— Cet état est évidem-

ment compatible avec les autres conditions données et l'on trouve 
facilement, pour t = o, 

/ ω-Γ- Ο . π\ ω-x·' du 

Donc, comme U = M — u,, si l'on appelle respectivement ç(x) et 

ψ(χ) les valeurs données de U et de pour t = o, on a 

i'ioi) ——(T-sin
7

jx 

et 

(102) ψ(χ) = ο. 

La méthode générale s'applique maintenant. Il est inutile de répéter 
tous les calculs. Voici les principaux résultats qu'on obtient successi-
vement, en faisant, comme toujours, kt — ζ : 

\a//S-ÍÜ2H 

puis on a 

/ /·/ν,\ { l\ G / .77 G /■ . π . 2 ω . ^ 7N G . π 

I +4îs;sln4C0ST<«-'>' 

i f ̂  U/)
 =

 ̂
sin

 4 ~ GeTsin
 4) 4ë; »

s,n
^

 U
 ~

 0 

] -h y—- sin7 sin —(ς — j /) — sin 7 

ί Η- 7ΐ sin 7 cos ~Γ — 0 -+■ 7¥~'~ SU1 7 

1 — yy— sin 7 cos — (C — ο/), 

Tome IX (2e série).—FÉVRIER 1864 8 
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ou, d'une manière générale et en réduisant, on a, pour tout nombre 
entier i supérieur ou égal à o, 

\-_£i±l)sin- --sin- -

( J 06) 1 

G * . « G * . WC°S T-

et, pour tout entier i supérieur à o, 

I rr/,\(^'l—l\ *iGl ■ π / G . jr\ „ 

G χ- . *sin— «*-(?-2ίη 

__G_£ . π Sm~T~ Sln~ (Ç — 2f7) 

On aura ensuite, pour tout entier i supérieur ou égal à o, 

F(-S) U« + 3/j—^ET-
S,n

4 

G Λ . π°°5 ï s.nx(i-af/_4) 

(,o8) r ; 

(2i + I)2M/ 2 co . 
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et, pour tout entier i, supérieur à o, 

'τ-A4'7— A liGl .π ( G . 

sin t cos — ( Κ — 2 il J 

G Ζ . .S,n— 

A l'aide de ces formules et de la relation (97), on formera mainte-
nant sans difficulté la valeur de u, pour toutes les valeurs possibles 
de χ et de t. Il peut se présenter quatre cas généraux : 

i° Si 
4 il —1- l <c[ χ -+~ ht 4 il -+- 31 

et 
f\ il —1— l ht — χ <c. Î\il —(— 31, 

on aura 

i"= + x~TÏÏ 

'Ι Iο) I coscos^(k—-iil—/)+sin~(Zf—iil—i)lsin^^ 

2" Si 

4 il -t-1 < x -+- ht < 4 H 3 / et que l\il — Ζ < Ai — .χ· < 4 il -+- A 

011 aura 

u=[l + ̂ )x-6¥ îïû sin4 

1 -I- —=~ sin 7 kt — x) — 7=— sin 7 — 7—— sin 7 

1 [cos(2Mf)-l-sin(2iwt)]sin— H sin—(Χί— 4'7— 4 — cos—(Z<— 4'7— 0 cos —(/—x) 

8.. 
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3° Si 

4 ^ ̂  — l χ -t- kt < 4 ?"/ -f~ / 
et 

4 il — l < A i — χ < 4 -t~1, 
on aura 

(LF-(Ê7s,n4)X 

\il2) \ „ , sin—r~ sin— [At—id)— cos — (fit — id sin—τ-

Et 4° enfin, si 

4il — / < X -f- kt < 4 tV -f- / et que 4^ — 3/ < Aί — .r < 4— Λ 

on aura 

" ~ \ + ~Π>/ ~ ίΰ7 + 2E7 sin4 

Î— —- Sin y (χ +· kt -+- — sill -, — y-— sin 7 

[cos(2wt)H-sin(2Mfj]sin^-+ cos-^(<G—fyl+l)—sin^(/if—4''+0 cos~(t— .τ) 

Les formules (ι ι ο) et (ι ι a) conviennent évidemment à l'origine de la 
tige, puisque, pour χ = ο, la différence entre x+ kt, et kt — œ est nulle. 
Et, en effet, elles donnent toutes deux u — ο pour χ—ο. Pour une 
raison semblable, les formules (ι 11) et(i i3) conviennent à l'extrémité 
de la tige et il est facile de s'assurer qu'elles satisfont toutes deux à la 
condition (q3) imposée pour cette extrémité. 

On formerait de même très-facilement, à l'aide des formules qui 
précèdent, les valeurs de u pour les premiers instants du phénomène, 
alors quex + kt et kt — χ ne sont pas deux quantités chacune supé-
rieure à L 

Au moyen des valeurs de «, on obtient ensuite immédiatement celles 
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de ~ et fie ~ — ι, c'est-à-dire les vitesses et les allongements propor-

tionnels. 
piiobcème v. 

11 s'agit des vibrations transversales d'une corde tendue. Celle-ci 
étant en repos et son origine maintenue fixe, on soumet son extrémité 
à un mouvement alternatif et l'on demande le mouvement vibratoire 
qui en résultera pour la corde. 

On sait que l'équation aux différences partielles est 

("'1! l¥ = a^ 

OU 

a1 = 5—, 

en appelant ρ le poids et l la longueur de la corde. De plus, Τ est 
sa tension. En désignant par α l'allongement proportionnel correspon-
dant à cette tension, on a, en conservant les notations antérieures, 

Τ = Ε σα 
et 

(ι ι o) a- — —— 

On a ici, pour l'état initial, 

(îi 6) [<p(a?) = o, ψ (Λ>) — °j ι 

et pour les extrémités, quel que soit t, 

("7) (jU = o 

et 

(118) (_r)
x=i

 = r—/coscoC 

Les calculs se faisant toujours de la même manière, je me borne à 
mentionner les résultats. 
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En faisant at = Z, on a 

/(?)(;) =f(Ç)(°)=o, 

-1-cos £(?-/), 

(s/)-''- rcos î (Ç-l)+r-rcos l (ζ—30» 

( j/) =r~rcos^ (ζ —7)+r—r cos ^ (Ç —3/)-t-r--rcos ^ (Ç — 5/), 

et ainsi de suite; ou, d'une manière générale, pour tout entier i > o, 

sin—cos—u— il] 

et 

Κ sin—cos — {c— ?/ 

A l'aide de ces formules, on obtient immédiatement jr. 
Il peut se présenter deux cas. 

Premier cas : 
ail — l < χ + at < ail + / 

et 
ail — / < at — oc < a il -+- l. 

On a alors 

sin sm w t — ( ι — cos | cos ω t 

Pour x = o, la différence entre χ Λ-at et at — χ étant nulle, la 
formule (121) doit toujours convenir à l'origine de la corde et, en effet, 
elle donne bien, pour χ = ο, 

y — ο, quel que soit t. 
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Deuxième cas : 
iil — l < χ -+- at < 2il -+-1 

et 
iH — 3/ < at — χ < 2il — l. 

On a alors 

cos ω t sin h cos — {at — ι il + t ) sin — {I — x) 

Cette formule doit toujours convenir à l'extrémité de la corde, puis-
que, pour x = l, la différence entre x+at et at—χ est il. Et en effet, 
pour χ = /, elle donne j = r — r costa t. 

Dans certaines conditions intéressantes à examiner, le mouvement 
vibratoire de la corde devient isochrone. 

Supposons d'abord 

(i23) sin — =·+ι 

et 

/ ,\ ωί π 

Dans ce cas la formule (121) devient, pour i pair. 

( 12 5 ) J = o, 

et pour i impair 

(126! r = — arcoswisin—· 

En même temps la formule (122) donne, pour i pair, 

(127) j = r + rsin 

et pour i impair, 

(128) jr = r — rsin -t- ~^j· 



64 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Les quatre formules (i 25), (i 26), (127), (128) ne contiennent plus i. 
Mais pour un même point x, la même formule revient chaque fois 
que at a augmenté de 41·> car alors le nombre i a augmenté de deux 
unités et redevient pair s'il était pair, ou impair s'il était impair, et les 
quantités χ -+- at et at — χ sont de nouveau comprises chacune entre 
des limites de même forme qu'auparavant. Or, si at augmente de !\l, 

ωί augmente de ou de an à cause de la formule (124). Mais en 

même temps on voit que les quatre formules (120), (126 ), (127), (j 28) 

ne changent pas quand ωί s'accroît de ιπ. Ainsi donc chaque point de 
la corde exécute des vibrations isochrones dont la durée est 

(l2C)) 6— — 

OU 

(i3o) e = 

soit un temps double des vibrations isochrones que ferait la corde 
supposée fixe à ses deux extrémités. 

Mais il faut pour cela que la vitesse angulaire ω soit celle qui résulte 
de (124)· Si l'on appelle Ν le nombre de vibrations par seconde, lequel 
sera celui imprimé à l'extrémité de la corde, on devra avoir 

(,3·) H = 

Par exemple, s'il s'agissait d'un fil de fer ou d'acier tendu par une 
force correspondant à un allongement proportionnel de 0,0016, on 
aurait 

N-—-

et si on avait l — om, 5o, on aurait Ν = ιοο, ce qui indiquerait la hau-
teur du son correspondant. 

Ce problème présente d'autres particularités intéressantes. Par 
exemple, si 

SU! — = -h î , 
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mais que — soit supérieur a -? on aura toujours les memes ror-

mules (ia5), (126), (127) et (128), c'est-à-dire que y sera toujours 

périodique, mais à des intervalles ne correspondant plus à 6 — —· 

La même chose aura lieu, si 

Sin — = — I. 

Dans ce cas, les formules, très-faciles à obtenir, sont tout à fait 
analogues à (1 a5), (126), (127) et (128). 

Enfin, on peut considérer le cas où 

sin — = o, 

c'e.-t-à-dire où ̂  est un multiple de π. Dans ce cas, les deux formules 

générales (121) et (122) se présentent sous la forme ~ Mais il est 

facile d'obtenir leur vraie valeur qui est, pour l'équation (121), 

(«3a) f=2ir 

et pour la formule (122), 

cos ω t cos (2/ — 1) sin ω t sin — 

On voit qu'alors les valeurs de y ne sont plus soumises à la pério-
dicité et qu'elles tendraient à croître indéfiniment avec i. 

PBOBLÈME VI. 

On peut encore traiter le problème précédent avec des données 
différentes. 

Ainsi, par exemple, au lieu que l'origine de la corde soit fixe, on 
Tome IX (ie série). — FÉVRIER 1864. 9 
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peut la soumettre au même mouvement que l'extrémité, de sorte que, 
pour χ — ο comme pour x = l, on ait 

y = r — rcoswt. 

On obtient alors les quatre formules types suivantes, pour tout 
entier i : 

(.34) /(«:ΓΉ-——ZR1—· 

035) /(;> )=r ° —Ί, 

(.36) F(-—4, 

(■37) F(-Ç) =r_r 

A l'aide de ces quatre types, on forme la valeur de y pour toutes 
celles de χ et de t. On se rend compte aisément qu'il peut y avoir six 
combinaisons de ces formules. 

On reconnaît aussi que, quand cos ̂  =± i, c'est-à-dire quand ^ 

est un multiple de απ, la valeur de y est périodique, et que, quand 

cos^=o ou que, quand ̂  est un multiple impair de π, la valeur 

de j tend à croître indéfiniment. 

PROBLÈME VII. 

On peut encore changer les données du problème précédent de la 
manière suivante : 
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On suppose que, pour χ — ο, on ait 

y = — r -4- r cos ω ί, 

et que, pour x= l, on ait 

γ — /■ — r coscai. 

Alors les deux extrémités du fil ont à chaque instant un mouve-
ment inverse. 

Voici quels sont les résultats auxquels on parvient. Il y a trois cas. 

Premier cas : 
8/ < X -h at < 

et 
il < al — χ < il + l. 

On a alors 

cos — ( 2 at — ni — I) sin cos ω t sin — (ix — /) 

Deuxième cas : 
il < χ -+- at < il + ί, 

// — / < at — χ < il. 
On a 

sin —■ sin — (2 at — i/jsin — ( 2 χ — l\ 

Troisième cas : 
i I χ -f- a t 11 /, 

il — il < at — χ < it -1. 
On a 

cos — (2at — 2il -j- /)sin — (I — x) ■+■ coso>t sin -— (2χ — I) 

L'origine de la corde qui répond à x — o correspond toujours à 
l'équation (i38). Et en effet, si l'on fait, dans cette dernière for-

9·· 
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mule, je = o, on a 

γ — —r ■+- r cos ω L 

De même, l'extrémité de la corde répond toujours à l'équation (i4°)· 
Or, si l'on y fait oc — l

: on a, comme comme cela devait être, 

f = r — r cos ω t. 

Par une raison semblable, le milieu du fil répond toujours à l'équa-

tion (13g). Or, si l'on fait x — dans cette formule, on a γ = ο, quel 

que soit t, ce qui montre que, dans ces circonstances, le milieu de la 
corde reste en repos pendant tout le mouvement. 

CHAPITRE II. 

Le principe du deuxième procédé que j'ai appliqué est de ramener 
la question au cas où les conditions imposées aux extrémités des corps 
sont invariables, au lieu d'être des fonctions du temps, problème que 
l'on résout ensuite par les méthodes ordinaires. Il suppose seulement 
que les fonctions dont il s'agit sont d'une certaine forme, mais qui se 
trouve être précisément celle que l'on rencontre le plus ordinairement 
dans les applications. 

Soit d'abord l'équation déjà examinée dans le premier chapitre, et 
qui est le type de l'équation des cordes vibrantes ou des mouvements 
longitudinaux des tiges, 

. , <Pu _ ,2 d'il 

Je fais 

( 2 ) Il — H \ -+- U, 

et je me propose de déterminer u
4
 de telle manière que, dans les équa-

tions de condition relatives aux extrémités, cette fonction u, fasse dis-
paraître les fonctions du temps dont il s'agit. Alors la recherche de U 
sera ramenée au problème ordinaire, c'est-à-dire que pour U les con-
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ditions relatives aux extrémités seront invariables, et U devra en outre 
satisfaire à l'état initial modifié par u

{
. 

Supposons que les fonctions arbitraires du temps dont il s'agit ne 
contiennent que des termes périodiques. C'est bien, en effet, ce qui 
arrive presque toujours dans les applications, particulièrement dans 
les machines. Soit, par exemple, 

I sin ω t 

l'un de ces termes, entrant dans l'une quelconque des équations de 
condition, 1 et ω étant deux constantes. 

J'introduirai, en conséquence, dans la valeur de une expression 
correspondante telle que 

(, . ω ,Τ T. 0) X \ . 

qui satisfait d'elle-même à l'équation (1) et qui contient deux constantes 
indéterminées A, et B

(
. J'en fais autant pour chaque terme périodique 

entrant dans l'une ou l'autre des équations relatives aux extrémités, 
de sorte que u

{
 contiendra deux fois autant de constantes indétermi-

nées qu'il y a de ces termes dans l'une ou l'autre des équations de 
condition, et, comme ces dernières, d'après la nature de l'équation (1), 
sont elles-mêmes au nombre de deux, on aura précisément le nombre 
d'équations nécessaire pour déterminer toutes les constantes A,, Β,, etc., 
en égalant séparément à zéro tous les facteurs des termes périodiques 
qui se trouveront dans les équations de condition, lorsqu'on y aura 
substitué u

{
 pour u. 

S'il se trouvait dans les équations de condition des termes constants 
on proportionnels à la première ou à la deuxième puissance de t, on 
les fera disparaître par une simple adjonction à u

t
, comme on le verra 

dans les exemples qui suivent. 
S'il entrait dans l'expression des fonctions du temps données des 

termes en exponentielles, on les ferait disparaître de même. 
Soit maintenant l'équation aux différences partielles qui régit les 

vibrations transversales des verges, et qui est 

' dt- dx* 
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où k2 est un nombre généralement très-grand dont la valeur est 

k* = *£, 

M étant le moment d'élasticité, zs le poids de l'unité de volume de la 
verge et g la gravité. 

On fera encore 

(4) J = 

et il faudra que y
K
 soit déterminé de manière à faire disparaître les 

fonctions du temps des équations de condition qui, dans ce genre de 
question, sont toujours au nombre de quatre. 

Ici, il faut que, à part les termes constants et proportionnels à la 
première ou à la deuxième puissance de i, les équations de condition 
ne renferment que des termes périodiques, et c'est bien ainsi, en effet, 
que cela se présente dans les applications. 

Soit donc, par exemple, 
Icostoi 

l'un de ces termes; on introduira, dans la valeur de jr, une expression 
correspondante 

Γ . /= „ /; yî'-rv/î* Vi'+rVrl 

laquelle satisfait à l'équation (3) et qui renferme quatre coefficients 
indéterminés 

A,, B,, C, etD,. 

On en fera autant pour tout terme périodique introduit dans l'une 
ou l'autre des quatre équations de condition par les fonctions arbi-
traires, et l'on voit qu'on pourra déterminer par de simples équations 
du premier degré tous ces coefficients A

(
, B,, C,, D,, etc., de manière 

à faire disparaître des équations relatives aux extrémités tout ce qui 
dépend du temps. 
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PROBLEME I. 

Déterminer le mouvement dune tige douée d'un mouvement dans le 

sens de sa longueur. 

L'origine a un mouvement alternatif donné et l'extrémité est libre. 
On a, en conservant les notations du premier chapitre, 

v') ~dï=k M' 

{2) («)x^0 — r — rcos ωί, 

w UL,=i· 

Puis l'état initial donné est 

(4) (w)
t=

0 — 

et 

(5) (^-) =ο. 

On se rappelle que ce problème a été traité différemment dans le 
premier chapitre. 

Posons 

(6) u — u, -t- U, 

et soit 

(7) m
h
 = M -+- Nx + ^A,sin^ + B

(
cos^^ coscai, 

M, N, A, et B, étant des coefficients à déterminer. 
Je substitue cette valeur de u

t
 à la place de u dans l'équation (a) et 

dans l'équation (3), et j'ai 

M + B, cos ω t = r — r cosa>£, 

+ J\ COSy ~ B|Siny J COS tot = I. 
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relations auxquelles on satisfait identiquement en faisant 

M = /·, Ν = i, 

A, — — r et Β, — — r. 

La valeur de u{ est donc 

(8) ut = χ -h r — r 

On aura maintenant, pour déterminer U, les équations suivantes 

'9) dt2 dx' ' 

(ίο) (υ)
α

.
=0

 = o, 

<■■) (ÏL=°· 

et pour l'état initial, 

(ta) (U)
i=0

 = cp(x) 

et 

(
,3

> (?),
=

„
=

'
Mx 

>' 

où 

f{x) = x-(u,)
t=0

 et Ψ(λ·)'=— (^r)ra=0» 

soit 

(i4) ïW = -r+'' Zî 

et 

(ι5) Ψ(ΛΓ) = Ο. 
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Or, U s'obtient par les méthodes connues. Posons 

' 16) U = ̂ (A
m

sin mxsinkmt B^sin/nrccosAmi). 

Je ne mets pas de termes multipliés par cos mx, puisque, pour χ = o, 
on doit avoir U = o, de sorte que la condition (10) est déjà satisfaite. 
On satisfait aussi à la condition (ι i) en déterminant m d'après l'équa-
tion 

cos ml — ο 
ou 

I,7) ,/ · 

ou i est un nombre entier quelconque, que l'on peut supposer positif. 
I^es coefficients A

m
 et B

m
 se déterminent par les procédés d'élimina-

tion connus, et en appelant A,· et B, ce que sont ces coefficients pour 
chaque valeur de i, on trouve très-facilement 

Ai = o, 

= 7 J 9(-xjsm — dx. 

On a donc, en résumé. 

\ " - Λ ~ ' 77 

' +7Σ[Χ <?(*·)*">' 77 (Lx)sm 7Τ cos
 Τι> 

le signe ^ s'étendant à toutes les valeurs i depuis ο jusqu'à l'infini. 

Même exemple que le précédent, sauf que Γ origine de la tige, au lieu 
de recevoir un mouvement alternatif, a un mouvement uniformément 
varié. 

Les calculs étant très-simples, je me borne à énoncer les résultats, 
qui sont 

09) = + 

Terne IX (ae série). — Février j86.j. î Ο 
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et 

(ao) U = r2,( Jo yWsini ~ ■ r/.r Isin—cos^ , 

avec 

, . y l yx1 

y est l'accélération du mouvement de l'origine de la tige, de sorte 
que, pour oc — o, on a, quel que soit t, 

11= - "ji2. 

On a, d'ailleurs, pour toutes les valeurs de oc et de t, 

a 11, -f- U. 

PROBLEME II. 

Déterminer le mouvement d'une tige de piston dont l'origine a un 
mouvement alternatif et dont l'extrémité reçoit par Γ intermédiaire d'un 
piston l'action de la vapeur. 

Je conserve les mêmes notations que dans le chapitre Ier. 

Les équations du problème sont 

rit2 tlx2 

!d'u ,j d2u 

j («)Λ·=ο =
 r

 — rcostot, 

j P ld_x\ ■ _ Gsin 7 (cos<*) t + sin oit) -i-Ecr. 

Soit 

(22) u — u
{

. -t-U. 
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Faisons ici 

| =M 4- Nx 4- sin^ + Β, cos sin ωί 

I 4- ^C, sin ~ -+-D, cos cos ω Ε 

En substituant cette valeur de u
{
 pour u dans les deux équations 

de condition relatives aux extrémités, nous avons : 

( 2/4) M 4- B, sin 'j>t 4- D, coswi = r — rcosωΕ 

Ρω1 / . . ωΐ ^ ω A . 

1 — 1 sin y -+~D
t
 cos y j cos 03 ί 

(25) < 4- ΕσΝ 4- Εσ ^ cos y — Β, sin y j sin ω ί 

| 4-Ε (7 j ^C, cos y—D,siny^|cosoji 

= Εσ 4-G sin 7 (cos ω £ 4-sin ω 0. 

Or, on satisfait identiquement aux équations (24) et (25) par les 
valeurs suivantes des constantes 

M = r, N=i. 

Εσ— cos- Sin-τ-

B, = 0, 

GsmT — r kσ T sin —Η cos — 

D( = — r. 
10.. 
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Il résulte de là que 

u — ,τ -μ /■ -μ — —— 

I L· fj — COS — ( I — x) — sill -7 ( / — α: ι 

On a maintenant pour déterminer U les équations suivantes : 

, , rf2u ,,ί/'U 

(a8) (U)
J;=0

 = ο, 

. . Ρ /</*U\ /V/U\ 

(3o) (υ),
=0

=φ(α:) = JC· —(ίί,)
ί=0

, 

(
3

·) (£)„=tw = -(%L· 

On vérifiera l'équation (27) par une somme telle que 

(3a) U =2 ( A,„ sin sin kmt -+- B,„ sin mx cos hint . 

Je n'introduis pas de termes multipliés par cos mx, afin de satisfaire 
tout d'abord à l'équation (28). 

La condition (29) conduit ensuite à la relation 

ml sin ml — —f^· cos ml, 

ou, en appelant ρ le poids de la tige qui est égal à nj/, on a 

(33) m/tangm/=p» 

équation qui détermine les coefficients m. 
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En faisant ml — p, on a donc 

(34) ptangp = -· 

On voit de suite qu'il y a une infinité de valeurs de ρ : la premiere 

comprise entre ο et la deuxième entre π et π + la troisième entre 

27ret 2 π + -, et ainsi de suite. On a donc 

U =^^A,
x

sin y sin k~ -+- B„sin ycosy^j· 

Les coefficients A„. et B/Jt se déterminent d'après l'état initiai et par 
les méthodes d'élimination connues, en se fondant sur ce que, à cause 
de l'équation (34), on a toujours, pour deux valeurs différentes u.' et 
p" de p., satisfaisant à l'équation (34), 

j cos -y cos —— a.τ. = o, 

relation qui n'a plus lieu quand p' = p". On en conclut 

(351 - fl^lf}
C
o^dx, 

et 

( 36) B„ = cos 11 dcCw 

En faisant les calculs, on trouve beaucoup de simplifications : d'une 
part, à cause delà relation (34), et ensuite en ayant égard à ce que 

~k cos Τ g~ sin Τ ~ " cos τ l ρ - J j) ■ 

Ou obtient enfin 

ιλ(ιλ -j- sinficosp.) <χ-— (~7~) 
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et 

(38) =
 /,Îy1(-ir»

in
|

c05

."
+

»''·)■ 

On a donc, en résumé, pour la solution cherchée, 

Gain j sin ^ (coswt -t- sinwt) 

Κ Ε σ — cos - ( / — χ) r- sin — (/ — χ) 

a/'GgOJSin-^ eospsin !—sin 

I / Gfi· . π \ . μΧ A at 

PROBLÈME III. 

Oscillations de la corde vibrante. 

Les données sont 

(4o) -£ = ■&;· 

(4·) [4!»=o = o, (/)„,= r— rcosui], 

(42) [(j)i=e = O» (ï)
£=0

=°]' 

Je fais 

(43) jr = jr
l
 + Y, 

et 
y, — M 4- N.r 4- (A, sin — -f- B, cos —I coswi. 
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En substituant/, pour/ dans les deux équations de condition (40, 

on en tire immédiatement 

M = ο, Ν = j, 

A, = — et Β, = o. 

On a donc 

(44) = 

On a ensuite, pour déterminer Y, les équations 

j d'Y 0 d'Y 

, , g ■ ] (Y )
χ=0

 = O, (Y \
c=l

 — Ο, 

j (Y).<=0= φ(^) = - (/<);=<., 

1 (*)«-♦»·> — (*)« 

On y satisfait par une expression 

(46 j Y= JM AjSin — sin — h B* sin — cos -y- j , 

où les coefficients A,· et B,· se déterminent d'après l'état initial et par 
les méthodes d'élimination connues. On a 

A, = o et B(= — zr — —ρ , ,λ.,-Ί; 

et l'on a en résumé 

rsm —cos tat , ,. cosi?rsin—-—cos 
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PROBLÈME IV. 

Je passe maintenant à un exemple relatif à un autre type d'équations 
aux différences partielles. Il s'agit ici de celle qui régit les vibrations 
transversales des verges élastiques. 

Je suppose une barre, comme une bielle d'accouplement de machines 
locomotives, dont les deux extrémités reçoivent directement un même 
mouvement alternatif perpendiculairement à l'axe de la bielle. Il s'agit 
de déterminer les mouvements moléculaires de toutes les parties de 
cette bielle. 

L'équation aux différences partielles est 

(48) £ — 

ou k2 est un nombre très-grand dont la valeur est 

k2 = 

M étant le moment d'élasticité de cette bielle, g la gravité et m le 
poids de l'unité de volume de la matière. 

Les conditions imposées aux extrémités sont 

(49) (j^=o = rsi η»/, 

(5°) i£L
0
=°' 

(5i) (./).,·=; —' rsinui, 

(ϊ?λ„=ο-

Les conditions (5o) et (52) expriment qu'aux deux extrémités de la 
bielle, lesquelles ne sont pas encastrées, le rayon de courbure est 
infini. 

Je suppose de plus qu'à l'origine du mouvement on ait 

(53) = o, 
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et 

<
5/

'> (s)«="'·· 

Je ne suppose pas ici, comme dans les problèmes précédents, la 
vitesse initiale nulle, puisqu'il faut qu'elle soit compatible avec celle 
qui résulte des conditions imposées aux extrémités. 

Je fais maintenant 

(55) j = 

et 

| fl — Γα, 5ίη^γ/|Λ?^ -+- BjCOS^y/^^J 

f + C| H D, [sintoi. 

Je détermine les quatre coefficients A,, B
t
, C

(
 et D, en substituant 

y
K
 pour jγ dans les quatre conditions relatives aux extrémités, ce qui 

donne immédiatement 

'-"Vï' 

Β,=£γ, 

.rô'-.-V* 

D
l=

ir, 

d'où l'on conclut, après quelques réductions, 

5? 7, = -Γ8ΐη«ί y + m 

Tome IX (s® série). — FÉVRIER T8G4- I I 
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On a maintenant pour déterminer Y les équations 

— — — p £1 

(Y)x=0 Ύ (Y)χ~ι — o, 

(d'Y\ _ /^\ _ 

/ dY\\ <l*2 L=( 

Poisson a donné la solution, dans tous les cas possibles, de ce der-
nier genre de question, les conditions imposées aux extrémités ne 
variant pas avec le temps (voir sa Mécanique et son Mémoire sur l'équi-
libre et le mouvement des corps élastiques, t. YIII des Mémoires de 
VAcadémie des Sciences). 

On a ici 

ί Y = V Γ ( A,„ sinmx -t- A'
m
 cosmx -+- B,„ ——-—■ + B'

m
 ——— ) sin udkt 

I + ( C,„sin7na:-t-Cmcpsmaî-i-Dm-— hD,„—j cosm-kt l· 

Les conditions imposées aux extrémités conduisent facilement à 
cette conséquence que tous les coefficients sont nuls, excepté A,

n
 et C

m
, 

et que 
sin ml = ο 

ou 

(5g) m=y» 

t étant un entier quelconque. 
Mettant A, et C,- au lieu de A

m
 et C,

n?
 on a donc 

Y=^j^Aisin^sin (ppj kt H- Qsin ~ cos AfJ· 

Les coefficients A; et Q se déterminent par les méthodes connues 

et d'après les valeurs initiales de Y et de — » d'où il résulte 

C, = ο 
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et 

, /ω/®\3 ι — C0SÎ7T 

et l'on a en résumé 

1 ι . rcoV*(*~i) ev*(*~9 +rV*(* 9 

2Γ \ A· ) Σ , Γ /"^Vl ' 

ce qui est la solution générale de la question proposée. 
Il est à remarquer que les intégrations effectuées ont fait disparaître 

les exponentielles de dessous le signe d'où il résulterait qu'à 

moins de certaines valeurs particulières de ω, l'ordonnée r ne tendrait 
pas à croître indéfiniment. 

Il n'y aura lieu de tenir compte que des valeurs impaires de i, à 
cause du facteur ι — cosz'7r. 

Les données de ce problème pourraient être variées de bien des 
manières qui toutes se traiteraient par le même procédé. 


