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(LAY A SUVY ARAAAN AN M

MEMOIRE

SUR

LA DISPERSION DE LA LUMIERE;
Par M. Enne MATHIEU.

INTRODUCTION.

Dans ce Mémoire, nous nous proposons d’étudier le mode de pro-
pagation du mouvement dans }'éther qui est renfermé dans les corps
transparents, et de donner la théorie de la double réfraction de la lu-
miere, en tenant compte de la dispersion.

Nous allons expliquer en quoi consiste ce travail. )

Poisson ayant considéré un corps solide homogéne comme formé
d’un systeme de molécules, qui s’attirent ou se repoussent mutuelle-
ment suivant une fonction de la distance, trouva pour la représenta-
tion du mouvement vibratoire de ce corps, rapporté & trois axes rec-
tangulaires, trois équations que 'on peut écrire sous la forme :

[ d2H£+ d*H + J2H C_d?g
‘ du® dudu.n dudw > dit’
\ ! d?H d*H d*A diy
(a) awact T ST
d*H d'H d*H a3y
| dudwg -+ dvdwn -+ do? C — g’

&, n, ¢ étant les projections de la vibration, ¢ le temps, et H la fonction
la plus générale du quatriéme degré de u, v, w; aprés quoi, il faut

. . , . . e - d d
imaginer que u, ¢, w y désignent les signes de différentiation L
d . :

= qui se rapportent & &, &

Les équations (a) ne renferment que les dérivées du second ordre

Tome XI ( 2¢ série). — Fevrier 1866. 7
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des composantes &, n, § de la vibration; il en résulte que la vitesse de
propagation du mouvement ne dépend pas de la durée de la vibration,
et effectivement pour I'explication des faits de I'acoustique, il n’y a
pas lieu de se préoccuper de la différence de vitesse qui en provient.
Cependant, si I'on tient compte des dérivées d’ordres supérieurs, et que
I'on considére H comme pouvant renfermer non-seulement des termes du
quatrieme ordre, mais encore des termes d’ordres supéricurs, les équa-
tions (@) peuvent seulement représenter en toute rigueur le mouve-
meunt d'un systéeme de molécules, qui s'attirent ou se repoussent sui-
vant une fonction de leur distance. Cauchy les a écrites sous cette
forme, et supposant que I’éther peut étre assimilé au systeme de mo-
lécules précité, il put avoir égard a la différence de vitesse des ondes
lumineuses résultant de la différence de la durée de la vibration, et
exposer dans ses Mémoires de Prague une explication de la dispersion
de la tumiere.

Toutefois, comme en se bornant aux dérivées du second ordre, les
équations (a) ne sauraient donner en général méme approximativement
les lois du mouvement de I’é¢ther, 4 plus forte raison Cauchy ne put
calculer dans tous les cas la dispersion de la lumiére, mais il lui fut
permis de les appliquer au cas particulier d’un corps isotrope, c’est-
a-dire dont ['élasticité est la méme dans toutes les directions autour
d’un méme point.

A la vérité, dans ses Exercices d’ Analyse et de Physique mathéma-
tique et dans ses Exercices de Prague, Cauchy a ajouté aux premiers
membres des équations (a), respectivement les expressions

((,) Gg, G'fn G(:,

G étant un polynéme en u, v, w; et on a essayé avec ces nou-
veaux termes d'appliquer les équations (a) a la représentation des
phénomenes de la lumiére; mais il est aisé de voir que si I'on obtient
des conclusions qui ne sont pas en contradiction évidente avec les ré-
sultats de I'expérience, cela tient uniquement a ce qu’on se donne &
priori la surface de 'onde, et qu'on suppose qu’elle s'écarte trés-peu
d’'une sphére.

D’ailleurs, tous les géometres qui ont considéré un corps solide
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comme composé d'un systéme de molécules, qui s’attirent ou se re-
poussent mutuellement suivant une fonction de la distance, tels que
Poisson, M. de Saint-Venant, etc., et Cauchy lni-méme dans ses Eaxer-
cices de Mathématiques, 1829, ont adopté les équations (a) sans 'ad-
dition des termes (d), et il n’y a pas plus de raison pour les introduire,
quand on traite de la théorie de la lumiére.

Reportons nons maintenant 4 un travail de M. Lamé. Aprés avoir
établi les équations du mouvement vibratoire d’un corps solide, sans
faire aucune hypothése sur I'action de deux molécules, M. Lamé dans
sa Théorie de U'élasticité des corps solides, les applique au mouvement
de I'éther, en admettant comme Fresnel que 1'éther ne change pas de
densité, et il obtient ainsi par des considérations de pure analyse,
jointes au principe d’Huyghens sur la réfraction des ondes, les lois de
la double réfraction de la lumiére. Les résultats sont en parfait accord
avec ceux qui ont été obtenus d’une maniére woins analytique par
M. Neumann en modifiant la théorie de Fresnel; il trouve donc que
Ponde qui se propage est 'onde de Fresnel, et que la vibration est pa-
ralléle an plan de polarisation [*].

Ce travail de M. Lamé est la base de notre Mémoire.

Si I'on suppose qu'un corps solide soit ébranlé dans toute lu partie
renfermée entre deux plans paralleles excessivement rapprochés, cet
ébranlement se propagera daus les deux sens en trois ondes planes pa-
ralléles, qui ont des vitesses différentes, et sur chacune de ces ondes
planes la direction de la vibration est constamment la méme, mais elle
varie d'une onde & 'autre. Ayant imaginé que ces trois directions

[*1En général, quand on expose un cours sur la théorie de la lumiére, c’est au moment
oit Von recherche Pintensité des rayons refléchis et réfractés a la surface de séparation
de deux corps isotropes, qu’on fait un choix entre la théorie de Fresnel, qui suppose
la densité de ’éther variable d’un corps i I'autre, mais I'élasticité la méme, et par suite
la vibration perpendicnlaire au plan de polarisation, et la théoric de Neumann et
Mac-Cullagh” qui suppose la densité constante et I'élasticité variable, et par suite la vi-
bration paralléle au plan de polarisation. Li, on peut donner une préférence & ’hypo-
thése de Neumanu et Mac-Cullagh ; mais ce n’est que dans I'étude de la double réfrac-
tion que tout doute doit disparaitre.

* Voir leurs Mémoires dans ce Journal (17¢ série, t. VII).

. 7.
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soient rectangulaires, nous avons reconnu que les équations de I'élasti-
cité ponvaient se mettre sous la forme

de z do + doe ¢ = d?E
du?) + d{2uv) 1 d{2uw)> ar’
74c) de do dzy,

/ y =
&b) d(zuv}g—F d(v?) 0+d(2uw)§ de’

d® de . ) ;__ i:c
d(zuu')g+d(2vui)n T d{e?) T ode

que nous allons expliquer. © représente la fonction la plus générale
du second degré des six symboles «?, ¢*, w?*, avw, awu, 2uw, qui
peut par conséquent s’écrire

O=a(u*?+b(v)+c(w*)? +dauv.u®

+e2nw. v + Ut .w? + g (2uw) +...,

et pour avoir les termes des équations (), il faut prendre les dérivées
de © par rapport aux six symboles u?, ¢*,..., auv; ce qui donne, par
exemple
e
d ()

=aoau® +dauv + fw? +..;

enfin, dés que ces dérivées sont obtenues, comme dans les équations (a),
c'est u, v, w qu'il faut regarder comme des symboles, qui indiquent

. e d d d .
les signes de différentiation el portant sur &, ¥, &.

Les équations (), mais sans cette forme symbolique, out été cousi-
dérées par M. Kirchoff (Journal de M. Borchardt, t. 1.VI) comme
représentant les équations les plus générales de I'élasticité d’un corps
solide. Tl s’appuie, pour le prouver, sur ce que chaque élément d’un
corps ayant été déformé, puis étant revenu 4 sa premiére forme, il ne
s'est créé aucun travail, ce qui a évidemment licu, si la température
de cet élément n’a pas changé.

Si on suppose que, dans 'état vibratoire, les molécules d’un corps
solide sont sollicitées par des actions mutuelles fonctious de la distance,
et de plus, soumises 4 des liaisons exprimables comme en mécanique
par des équations [1, = o, II, = o,..., entre les coordonnées des diffé-
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rerites molécules, les équations du mouvement vibratoire d'une de ces
molécules, dont les coordonnées sont a +&, h+n, c+ ¢ {a, b, ¢
eétant constants), seront de la forme

AN S A 2

dv
det T d¥’ AP T dq dr . dg’

analogue a celle des équations ordinaires de la mécanique analytique.
Il est aisé de voir que &, v, § étant excessivement petits, on devrait
prendre pour V une fonction du second degré

AE* + Bn® + C&* + 2D&n + 2EEL 4 2G 4E,

et que, par suite, les trois vibrations correspondant 4 une méme onde
plane seraient rectangulaires; on en conclurait donc encore les équa-
tions ().

Si nous enlevons 4 © son caractére symbolique, de maniére 4 rem-
placer par exemple le terme a (u?)* par au' et la somme des deux
termes fu’.w* + g (2uw)? par un seul (f+ 4g)u*w?, nous aurons
une fonction F, et si nous v considérons u, ¢, w comme des coor-
données rectangles,

F=1

sera I'équation d’une surface que nous appelons surface indicatrice.
Lorsque cette surface représente une sphére

a(u®+ ' +w? P =1,

les équations (&) donuent le mouvement de U'éther enfermé dans les
corps cristallisés.

Mais les équations du mouvement vibratoire étant mises sous la
forme (&), il suffit pour calculer les phénoménes lumineux avec plus
d’exactitude, et avoir égard 4 la variation de la vitesse de propagation
avec la durée de la vibration, de prendre dans ©® non-seulement des
termes du second degré en u?, ¢, w?,..., 2uy, mais encore tous les _
termes de degrés supérieurs.

Pour que les équations (6) ainsi entendues soient susceptibles d’étre
la représentation d’un phénoméne physique, il faut que existence de
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ces équations, relativement a un systéme d’axes adopté, entraine les
mémes équations pour tout antre systéme de coordonnées rectangles.
Ainsi les équations (a) jouissent de cette propriété, et nous démon-
trons qu’elle appartient également au sysleme des équations (b).

Nous prouvons ensunite que les équations (4) renferment, comme
cas particulier les équations (a), lorsqu'il n’entre dans celles-ci que des
dérivées d'ordre pair. Cette propriété est curieuse en soi; mais il ré-
sulte aussi de la, que si le mouvement de I’éther était donné par les
équations (a), en adoptant les équations (4) plus générales pour repré-
senter ce mouvemcnt, une étude intelligente des faits raménerait
bientot aux premiéres; ce qui n’a pas lieu.

Enfin, dans le cas ou le corps est isolrope, nos équations coincident
avec celles de Cauchy, de sorte que la loi qu'il a trouvée pour la
dispersion dans ces corps, et qui a été confirmée par I'expérience, est
aussi une conséquence de notre méthode.

On voit, d'apres cela, combien notre induction est fondée; mais au
surplus, nous moutrerons quelle action élémentaire on peut imaginer
entre deux molécules, pour que le mouvement vibratoire soit représenté
par nos formules.

Pour que les équations (b) expriment un mouvement susceptible de
se propager sans changement de densité, il faut et il suffit quen étant
a la fonction @ son caractérve symbolique, elle se réduise 4 une fonc-
tion de & -+ v* + w?*; alors elles ont la dernicre forme quon doit leur
donner pour qu’elles représentent I’état vibratoire de I'éther.

La polarisation rotatoire, que I'on observe dans certains corps,
comme le savait Fresnel, dépend des dérivées d’ordres impairs, et prin-
cipalement de celles du troisieme ordre; pour ces corps, il y aurait
donc a ajouter des termes d’ordres impairs aux premiers membres des
équations (4).

On pourait peut-étre, au premier abord, penser que les ¢quations de
Cauchy ont sur ce point un certain avantage sur les notres, puis-
qu’elles renferment des termes d’ordres impairs; mais c’est le contraire.

En effet, il existe des liquides et des solides sans formes cristallines,
qui jouissent du pouvoir rotatoire, et si, cherchant & appliquer les
équations (a) a ces corps, on exprime que pour tout autre systeme de
coordonnées ces formules restent telles quelles sont, c'est-a-dire que
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H garde les mémes coefficients, on trouve que H est une fonction ra-
tiounelle de #® 4 v* 4+ w*, et ne renferme pas par conséquent de
termes d’ordres impairs, et les ¢quations (a), pour lesquelles on s’at-
tend & ce qu'elles dounent la polarisation rotatoire, n’en sont pas plus
capables que les équations (b).

Nous terminons ce Mémoire par le développement complet des
calculs relatifs 4 la dispersion de la lumiére dans les cristaux uniaxes,
en nous bornant anx termes du quatrieme ordre, et nous établirons
des formules déja données, mais sans démonstration, dans les Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, 28 novembre 1864.

PREMIERE PARTIE.

1. Soient £, 0, § les projections du déplacement d’une molécule
d’un corps solide vibrant sur trois axes de coordonnées rectangulaires,
et N,, N,, N,, T,, T,, T, les composantes des forces élastiques agis—
saut sur trois plans paralléles aux plans de coordonnées au point con-
sidéré. Les équations du mouvement vibratoire sont ( Théorie de I'élas.
ticité de M. Lamé, 2° lecon)

4N AT, dT. g

dz dy dz de?

dT, dN, aT, diy
(I) e -+ 'g}— -+ Pl T’

AT, AT AN, _ary

dz dy dz de?

b

en prenant pour wvnité la densité du corps.
Les valeurs des IN;, T; sout données (3¢ lecon) par les formules

d i
N,-=A,-§+Bd”+c C—|—D,- ﬂ’q—dc
dx

i+ G s
. [dg dE [ dE dxn

_ dE dy o 2t . [dn dg
Ti—-da,'a‘;%"l}]o,‘@—f-vi —d—z—l—(ic)i \2;"*—4—),)

L[]y dE 2 (dE | dn
-+ ¢ (Z'—'_ E)—i—r",(al—yﬂ-a)’

ou I'on doit faire successivement i égale 4 1, 2, 3.
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Posons, comme Cauchy,

= - ’ u(r—u)-+v(y—g)-+w(z—v)

§ (27:) ffffff‘?i(“aﬁﬂat)e deadBfdydudvdw,

(3) n= (i)afffff q02(&,@,7,I:)eu(-r—ot)—+—u(.7‘—,x’5‘)+w(z—;4)dadﬁd'yn,ud‘}du),
‘::(Zlv—ry‘fffff ‘Pa(a,ﬁ’%t)eu(‘I’“)W(y—’s)'“”("")dadﬁd'ydua’vdw,

les intégrales étant prises depuis — jusqu’a + oo , et nous supposons
u=UOy—1, v=Vy—1, w=Wy—1, s= Sy—1,

U, V, W, S étant réels. Substituons ces expressions dans les équa-
tions (1), apres avoir remplacé Ny, Ny,..., T, par leurs valeurs (2), et
supprimant le signe intégral, qui porte sur tous les termes des équa-
tions, nous aurons trois équations de la forme suivante :

de,

[ 0o=— — + Lo, + Mg, + P, gs.
, 4’9
(4) 0=— & +1agi+ Mags+ Pags,

0= — +L3q:>,+Ms<pg+P3go.,;

dr
pour abréger, nous n’écrivons pas les polynomes homogenes du se-
cond degré, en u, ¢, w, que représentent L, My, ..., Ps.

Multiplions les équations (4) par A, B, G, et posons

{a) Acp,—r—Btpg—l—Czpazé,

J

nous aurons, en les ajoutant,

d8 ;
— =0,

de

3 la condition de déterminer A, B, Cpar les équations

L,A+MB+PC L.,A + M,B+P,C LsA 4+ M,B +P,C R
A ey B = C = S
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qui peuvent encore s’écrire

g (L, — s*)A + M,B + P,C = o,
LA+ (M, —s*)B+P,C = o,
LyA+ M,B + (P, —s*)C=o,

(5)

et en ¢éliminant A, B, C entre ces trois équations, nous aurons une
équation qui sera du troisieme degré en s*, et du sixiéme degré en u,
v, w, et que nous représenterons par

(6) F(n, v, w, s)=o.

L équation (6) donne trois valeurs pour s°, les équations {5} trois
systémes de valeurs pour A, B, C; ¢ a aussi trois valeurs correspon-
dantes, et on a trois équations telles que (a), qui déterminent ¢,, 9,, v,

Considérons le cas ou A, B, C sont proportionnels aux cosinus des
angles que font avec les axes coordonnés, les axes d’une surface du se-
cond degreé, dont les inverses sont donnés par les racines s de I'équa-

tion (6). Nous avons alors

(b M,=1L,, P,=1L,, M,=P,;

et si on a écrit les valeurs de LL,, M,,..., P;, on reconnait que les trente-
six coefficients A;, B;,..., a;, tbs,... se réduisent a vingt et un, et 'on
trouve en employant de nouvelles lettres pour représenter ces vingt
et un coefficients

[ L= au® + ¢, +-b, w+ o fiow+ ok, uw + 2k, uv,
M,=c,t*+ bo*+a,w'+ ag,vw+ 2e,uw —+ 2k, uv,
Py=bh, 1 +a,v*+ cw’+agvw-+a2huw+2d,uv,

P fy 1 g -+ gt [ )0 Ry Juror (e, By,

P =l + e v* +h,w*+ (ky+d,) v+ (e+b, ) uw—+ (g, +/,) uv,

M, =k Pk, 0w (e Ry vw - (g, + [ uw+ (d+-c .
Tome XI (2¢ série), — Fevrier 1866. 8



58 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Pour simplifier I'écriture, posons

dx dn dy a

dz — = d—7 = Oy a7 02y
dE dn dE_+d§_ dn+d'g_
;5, -+ d_r = Py ”d_; E = MKz dz dy = Myzs

et les valeurs (2) de N, N,,..., T, deviennent

[N, = ad,+ dd, + ed, + g+ Ao+ ity
N, = dd,+ b0, + fO. 4 golhys + hypro: + kupheys
Ny = ed,+ fo,+ co‘; + g3 fhyz + Pyl + Ky,
Ty = g0, + 820y + 830z + @) Pye + i e + €4 Py
Ty = "0y + kol + Ry + s 4 by e + [

T3 - /{I o“.r + k? é\y -+ k:ié‘z + clp']‘z +j;p'.'rz + cﬁf)’zy'

2. Si nous supposons le mouvement simple, les projections du dé-
placement d’une molécule au lieu d’étre données par les formules (3),
seront fournies par les parties réelles des expressions

( 8) E. — Aeuz+vj+wz—st’ Beu1—|—u_r+wz-—st C — Cerz.r+u_r+wz —_ st’

‘q:

?

ou l'on prend
u=Uy—1, v=Vy—1, VV:W\/:T, s=8y—1,

U, V, W, S étant réels. Toutes les molécules situées dans un plan pa-
rallele a

(c) ux + vy + ws=o,

ont le méme mouvement, et un ébranlement situé sur le plan (¢) a
I'instant initial, se propagera en une onde plane, et sera au bout du
temps £ sur le plan

(d) ux + 9y -+ wz = st,

s étant donné par I'équation (6). A, B, C auront trois systémes de va-
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leurs résultant des formules (5), et si I'on admer les réductions (4), les
trois vibrations correspondant 4 une méme onde plane sont rec-

’

tangulaires entre elles. —— représente la vitesse de l'onde

Vi + v 4
plane (d), et puisque u, v, w, s sont liés entre eux par I'équation (6)

(e) F(u, v, w, s)=o,

on obtiendra la surface de l'onde, qui est I'enveloppe du plan (d), en
éliminant &, v, w, s entre les équations (d), (e) et

x _ _7-___ z
(/) T TF
de  dv  dw
Soit
(8) F(x, 7, 2) =0,

I'équation de cette snrface.

Le plan (d) est tangent & la surface de P'onde; donc u, ¢, w sont pro-
portionnels aux cosinus des angles que fait le plan tangent & la sur-
face (g) avec les plans de coordonnées, et 1'on a

[74 v w
() 7= az = ap
dx E -;i_z_

donc si Von élimine x, ¥, z entre les équations (), (g), (&), on aura
Péquation (e), et Yon voit que Pon peat déduire I'équation (e) de
Péquation (g), comme on obtient la seconde au moyen de Ia premiere.
Cette propriété est démontrée dans les Exercices d’ Analyse et de
Physique matheématique de Cauchy, t. 11, p. 102.

Faisons une transformation de coordonnées donnée par les équations

/

x=mx' + myy' + mn,7,
(A) y=nx'+ ny + 7,
? 2= px’ + p )y + py 7.
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De I, on déduit les formules symboliques

. d. d. .
=g + P
d. d. . d.
;l?:mg%—i—ng;[;-f—pza
d. d. d. d.
H:lnaﬂ—i—na@—l—paa‘

et d'apres les relations qui existent entre les cosinus m,, n,,..., py, on
a encore

cd. —m d. —m d. , d.
de UV dr 2y T+ iy dz’
d. d. d. d.
'(z; = n, Tt -+ 7, W -+ iy 2
d. d. d. o.
@ T P T Py T P
. . . oy . d d d
Si I'on représente les signes de différentiation -, =5 — par «, v, u-
2" dy dz

et de méme paru’, v', w', on aura les formules

d
dz'’ E’, dz!

u=mt + mo + myw,
(B V= nu 4 0,0 + n,w,

w= pu'+ p,v + pyw,

qui sont toutes semblables aux formules (A). D’apres cette notation,
les équations de I'élasticité peuvent s'écrire

12
L+ Mg+ PG — “F=o,
. ' id?
(C) ME+ Moy + Pof — 22 = o,
l!
P+ P+ P — =,

L.y, My,..., P; étant les polynomes homogénes du second degré en u, v,
w du numéro précédent, et x, v, w représenteront de véritables
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quantités dans le cas ou le mouvement sera simple et donné par les
formules (8).

D’apres les formules (B), on voit qu’il est permis de simplifier 'équa-
tion (e) par une transformation de coordonnées, et que pour cela, il
suffit de considérer u, v, w comme de véritables coordonnées.

3. On peut par un raisonnement fort simple reconnaitre quel est en
général le degré de la surface de 'onde.
Soit une surface du sixiéme degré

(1) flax, 7, z) =o.

Silon se propose de mener a cette surface un plan tangent paralléle au
plan ux + ¢y + wz =0, on aura les équations

(2) ==
2 I F A
e s o

et par conséquent les équations du cinquiéme degré en x, y, z

d aFf d) 1)
3) ¥ r_ o

U —V——=0, U2 — W

L = 0:
dz dx ’

on aura donc les coordonnées du point de contact au moyen des équa-
tions (1) et (3). En éliminant y et z par exemple, on aura une équation
du degré 6 > 52 =150 par rapport & x; et on en conclut qu'il y a
cent cinquante plans tangents paralléles au plan donné.

81, au lieu d’opérer de la sorte, on pose

(4) Uxr 4+ vy + wz =g,

et si on ¢limine x, ¥, z entre les équations (1), (2) et (4), on obtient
I'équation

(5) F(u, v, w,s) =o.

s

N représente la distance de V'origine des coordonnées & 'un
u? o - w

des cent cinquante plans tangents; s doit donc dépendre d’une équation
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du cent cinquantiéme degré. Or I'équation (5) est homogene, car (2) ¢t
(4) subsistant quand on remplace w, v, w, s par lu, lv, lw, ls, il en est
de méme de I'équation (5); elle est donc aussi du cent cinquantieme
degré par rapport a u, v, w.

Supposons ensuite que I’on reprenne l’équation
(6) Flu,v,w,s)=o0

du puméro précédent, qui, étant homogene, peat s’écrire

et que 'on recherche I'équation de la surface de I'onde, on aura les
mémes calculs que ci-dessus, et on trouvera pour cette surface 'équa-
tion

P

Flx, y,% 1)=0
qui est en général du cent cinquantieme degré [ |.

La surface de I'onde peut cependant étre quelquetois d'un degré
beaucoup moindre; ainsi, en particulier, il est possible que I'équa-
tion (6) ne soit que du quatrieme degré, et la surface de I'onde est au

plus du degré 4 < 3* = 36.

4. Rappelons que le mouvement vibratoire d'un corps solide est
donné par les équations (C) du n® 2, et écrivons la fonction symbo-

{*] A un certain point de vue, la surface de 'onde n’est pas plus compliquée que
la surface (6 du sixiéme degré, u, v, w étant les coordonnées. En effet, st la surface
de 'onde est rencontrée par une droite en cent cinquante points réels ou imaginaires,
d’un autre coté clle n’a que six plans tangents reels ou imaginaires paralléles a un
plan donné¢, ct ces nombres sont & intervertiv pour la surface du sixiéme degré. Par
wne considération semblable, on doit regarder comme plus simples ou plus remar-
quables les courbes des degrés troisiéme, quatriéme, etc., quand lenrs réciprogues
sont du méme degré. [L’onde et la surface (6) sont dites réciproques l'unc de
lautre. )
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b

0= g () + - (07)" + E(wz)2 + kyouv.u? + kyouy.v* + h, ouw. u?

* P
+ hyouw . w? + groow . 0 + gooow.w? + o1 0* + but . w?

f+a

+a, V. w? 4 [ 20w + e, 2uw.® + d, 2 up.w? +"———' (202
1 ] 4

+ b d —+ ks +d

2 auw)? + “aup) + 2T N auw aow
4 4 2

e, + A —+

o sup.auw + & ~ J. 2Up. 2 UW.

On obtiendra les quantités L, M,, P,, Py, P,, M, qui sont données par
les formules (7) du n° 1, en prenant les dérivées de © respectivement
par rapport a u?, ¢*, w?, 20w, 2uw, 2u.

Supposons que I'on fasse une transformation de coordonnées, in-
diquée par les formules

5 x=mx' + myy + m,7,
(A) Y= nx' -+ n,y -+ nz,
3= p, X'+ Py + p2;
alors tous les coefficients a, b, c, £,,... seront dans les trois équations
du mouvement changés respectivement en d’autres, que nous désignons

par

’ roa .
a,b,c,k,.
d’ailleurs u, ¢, w seront changés en ¢/, ¢, w/, et I'on a
w=mu + myv' 4+ in,w,
(B) v= mu + n,v' + n,w,
w= pu+ p,v -+ pw;

on obtiendra donc les quantités L', My, P, P, P, M| qui rempla-
ceront L, M,, Py, P, P,, M, et se trouveront dans les équations

d”q"__
E;———O, ciey

L&+ My + P ¢ —
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en prenant par rapport a &', ¢'*, w2, 29w/, 2w, 21V les dérivées
de la fonction symbolique

’ I3

a o b ~ / \ ] I
o = ;(u’”)' -+ ;(0’2)2 -+ C;(w”)’ + K 20/ v 0

' : g+
+ Ry u VLV P d o 2w

Or, écrivons la fonction

a b c .

K= wt + S v 4 -2-14"' 4+ 2k, uwt o 4+ 2hgu® + 2k, 6w+ 2lun?
+ 28,07 W + 2gv? + (d 4 2¢,) Ut + (e + 2b,) P w?
+(f+2a)v* 2+ 2(g, +2fi)uow + alh, 4+ 2e)0 v
+ 2 (hy + 2d, wPuy;

au caractére symbolique prés, O est la méme chose que 9t ; donc, puis-

que la transformation de coordonnées que nous avons faite change ©
en @', cette méme transformation change 9t en

’ ) b/ , ’ . , , )
W= Lo 2o S ok Wt 4 ok e
2 2 2 1 2
2 (R ad WY
Enfin, nous déduisons de la, que cette transformation de coordonnées
change le polynéme
F = ax* + by* + cz* + Gk, xty + 4hyxy® + Gl 2%z + flgaz?

FAg Y a+ 48 e +a{d+4 2¢) )t + 2(e + 2b, 27
2 (f+z2a)y 2 +4(g + 2/ )X y2+4 (fiy + 20, 0z
+ 4lky + 2d,)) Py,

qui se déduit de ¢ en le doublant et remplacant u, v, w par x, 7, z,

en le polynome
F=ax*+by*+czt+....

Considérons les deux équations

F=1 e F=o,
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qui représentent une surface du quatri¢éme degré que nous appellerons
surface indicatrice, et son cone asymptote, que nous appellerons le
céne indicateur; il est aisé de voir qu’une transformation de coor-
données, qui simplifie I'équation du cone indicateur, simplifie ordinai-
rement les équations du mouvement vibratoire.

Ce qui précede permet de déterminer les quinze quantités

’ N 1) ’ '
a, b, c, kK, .. kK, +ad,

au moyen des quinze autres
a, b, c, kyy..., ky + 2d,;

mais si on a en réalité a effectuer une transformation de coordonnées,
il faut aussi connaitre les six quantités @', &,, ¢, d',, €,, f',, et pour
cela, on observera qu’on déduit @ de 0, en substituant dans le der-
nier pour 12, ¢*, w?, avw, 2w, auv,

W =miu® 4 mio? 4+ miw? 4 mym, (20'W) A mym, (2v'ut)
+ mym, (20'v')
(E) {- v

2u=2m, N U> 42,1,V - 2mgny W2+ (M ng+myn,) (20'w)

L)

+ (man, + myng) (2w ') + (m ny + myn,) (2u''),

et regardant «?, ¢'*,..., 2u'¢' comme des signes indécomposables, de
sorte que, par exemple, 24/¢". 24/’ n’équivaut pas i 22/, 2 ' ',

5. Etudions le cas ou le corps posséde un axe d'isotropie, c’est-a-
dire un axe, tout autour duquel il posséde la méme élasticité; pre-
nons-le pour axe des z. 1l est évident que la surface indicatrice est de
révolution, et que son équation peut s’écrire

A(x?+ ) 4+ 2B(x?+ )22 + Cz* =1,
ou
Axt + Ay* +- Cz' + 2Ax%y* + 2Ba?z? + aBy?22 =15 .

et, en se reportant a 'expression de F, on en conclut

k4=k2:h|:hs:g2=g3=o, g4=—2f;, h2=-—'i2e‘, ky=—2d,,
a=b=A, d=A—2¢, ¢c=C, e=B—2b, f=B-—2q,
Tome XI (2¢ série). — FEvmier 1866. 9
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Mais la condition que nous venons d’exprimer n’est pas suffisante ; car
il faut, et cette condition renferme la premiére, que, lorsque I'on fera
tourner autour de l'origine I'angle droit des x et y, © ne change pas
de forme, j'entends que @’ ait les mémes coefficients que 8. Nous sa-
vons qu’on passe de l'expression de ® & celle de @ & I'aide des for-
mules (E); mais comme ici, les expressions (B) se réduisent a

u=mu' + m,, v=nu + n,d, w=mw
avec
My = 1, = COSQ, M,= — N, = — Si0,

les expressions a substituer dans © sont

‘ = m?u? + miv'? +mym, (200,

) = niu? + niv?+ non,(au'v'),

‘ 2wv = n, (20/ W) + n,{2v'w),
? 20y = m, (20/'w) + my (2vw),

2uv = 2n 0, 1%+ 20,0 + (myny, + nymy) (2007).
De ce calcul, on conclura facilement les nouvelles relations
a,=b, d=e=f =o.

Faisons ces réductions dans les expressions (7)de L,, M,,..., M, dun°1,
et portons-les dans les équations (C) du mouvement écrites au n° 2;
remplacons aussi a,, ¢, par «, 7, et nous aurons les formules

/(Au2+'yv2—+—aw2)é’;'+(A—7)uvv)—l—(B—a)uwg—%;7,5= )
D) { (A= p)wrt+ (A0 + w4 yu)n +(B— a) vt — 27 =,
| (B — a) uwé + (B — a)vivy + (Cw? + an® +av?)§ — -gzg = 0.

Si nous supposons le mouvement simple, les projections du déplace-
ment d’'une molécule seront données par les parties réelles des expres-
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sions (8) du n®2, ou'par

E=ucos(Ux+Vy+Wz—57), n=wcos(Uxr+Vy+ Wz—84),
§==¢€cos(Ux + Vy + Wz—St),

et dans les équations (D), u, ¢, w au lien de représenter des signes de

différentiation, représentent des quantités; nous pourrons en outre

remplacer S

der’ de " de

D’aprés la nature du corps, tout restant le méme dans un plan quel-

conque qui passe par I'axe des z, on peat, sans particulariser la ques-

tion, prendre le plan ux + vy + wz = o, perpendiculaire au plan
des xz, ce qui revient a faire v = o dans les équations (D).

La deuxiéme devient

par s*&, s%y, $*&.

.

(aw® + yu* — §*)n = o,
et les deux autres

@ 5 (A + aw® — s*)E+ (B—a)uwf = o,
a
) | (B— &) twk + (Cw? + au? — s2) § = o.
On peut satisfaire a ces équations :

1° En posant £ =0, { = o,
(b) aw? + yu? — s = o,

2° En posant» = o,
s* —[(A + a)u*+ (C+ a)w?]s* + Acu' + Caw?

+ (AC — B? + 2Ba) u*nw® = o,

()

£
7 £
La premiére solution donne une onde plane, dont la vitesse

cette derniére provenant de 'élimination de : entre les équations (a).

s

JIIQ -+ a?
résulte de (b), et qui contient la vibration; la seconde deux ondes
planes, dont les vibrations sont paralléles au plan des yz, et les vi-
tesses de ces deux ondes résultent de V'équation (c). -

9..
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Il est a noter que les équations (a) peuvent se mettre sous la forme

f—zr—ﬁ ’g‘-i—d—-':—'i;g:o, d'ﬁwﬂ dd:;)—s2 ¢=0
(w?) (2uw) (2uw) ()

en prenant

—_—a

() + (2—}(w2)2 + ar.w? 4 B (20ew)*.

En éliminant &, », § entre les équations (D), nous aurions eu une équa-
tion
F(u,v,w,s)=o,

et on sait par quelle méthode on peut en déduire I’équation de la sur-
face de I'onde. Si on applique cette méthode aux équations (&) et (c),
on se débarrasse d’'une dimension, et il est aisé de voir qu'on obtient
ainsi les méridiens des deux surfaces appartenant & I'onde, qui est de
révolution autour de I'axe des z.
De I'équation (), on déduit la courbe méridienne
x? 2?

-~ 4+ - — 1= 0,
7 24

et le raisonnement du n° & montre que I'équation (c) doit, pour la se-
conde courbe méridienne, conduire a une équation du degré 4<3=12.
Toutefois, comme les cinq coefficients de I'équation (¢) ne sont pas
indépendants I'un de l'autre, on pourrait avoir quelque crainte que
I’équation de 'onde tiat d’un degré moindre. Ayant fait le calcul direct,
qui est trop prolixe pour étre reproduit, nous avons pu reconnaitre
que celte équation est effectivement du douziéme degré.

On ne sera peut-étre pas faché de connaitre I'équation de la surface
de I'onde pour un cas particulier, relativement assez simple. Si I’on fait
A =o0,B = 0,7 =, on a pour 'équation (c)

§* —[a (2 + w?) + Cw?] s? 4 Caw' = o;

la seconde surface qui compose I'onde n’est plus que du huitiéme
degré; on trouve en effet par un calcul qui v’offre pas de difficulté, que
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I’équation du méridien est, en posant;t(E =D,
0=z +32'(1+D)(4x*— a)
+ z*[(6 + 4D + 6D*) x' — (3 + 26D + 3D?*) ex® + Do? ]
+ 222 {4 (1— D — D* + D%) x*
—(3+ 13D +13D*+ 3D*) ax® + 20Da? (1 + D)
+ x? (x? — a)[(1 — D)*x*+ 4Da]?.

Cette équation se décompose dans le cas de D = 1, et devient
[2* 4+ 8?3 +16 (&' — ax?)|(2* — «)* =o0;
mais nous ne nous arréterons pas davantage a cet exemple.

6. Occupons-nous maintenant du cas ou la surface indicatrice est
une sphere, et a2 pour équation

a(x®+ P+ 2P =1
ou
a(xt 4+ y* + 2 + 2?2 + 222 +2x%y?) = 1.
D’apreés I'expression de F du n° 4, on a les rclations
a=b=c=a k=hkh=h=h=g, =g =o,
d=a—2¢, e=a—2b, f=a—2a, g =—2f, ha= — 2e,,

k, = — ad,.

Les expressions de L,y My,..., M, dun® 4 deviennent

e
!

at® + ¢, v* + byw* + 2f, vw,

kS
I

c 4+ av? +a,w? + 2e,uw,
D) P, = b,u®> + a,v® + aw?® + ad,uw,

P, = fiu* + (& — a,)vw — dyuw — e, up,

Pi= e,v* —dyow + (a — bq)uw—f;w’,

M, =dw* — e,ow — fiuw + (& — ¢,) uy.
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Portons ces expressions dans les équations

L&+ M+ P { =156, ME+ Myn+ P,§ = sy,
P&+ Py + P, & =g,

et nous obtiendrons trois formules, qu’on pourra transformer dans les
suivantes :

(dior —e,0) (wn — 08) — (byw + f,0) (uf — wE)

+ (e,v 4+ fiw) (vE — um) + aw(ut + vg +w) = s,
(Jiu—dw)(ug —wE) — (c,u+ e,w)(vE — un)

+(ayw + e n) (wy — 00) + av(u + vy + w§) =sn,
(eyv — fiu) (VE — un) — (a,v + d,u) (wyn — v)

+ (byu—+d,v) (1wl — wE) + aw (uE + vy + W) =L

(G)

Multiplions ces trois équations par &, u, £ et ajoutons, aprés avoir posé
wy—~ol =X, ul—wE=Y, wE—un=12, uk+ vq+wf=0,
nous aurons

SE++)=af+a, X+ b, Y

{
() + ¢, 2 — of,YZ —2¢,ZX — 2d, XY.

Si on fait une transformation de coordonnées indiquée par les for-
mules

(= m o - myy 4 myw, E=mE + m,n + m,¢,
v n,u 4+ nyv -+ nw, = mE 4+ nym +nf,
W= pu 4+ p¢ + Py E= pi& + pov' + i
on a aussi

X=mX +mY + m,Z,
Y=nX+ nY+n?,
| Z= p, X'+ p, Y + p, 7,
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X', Y', Z représentant w'y’ — ¢'¢’, etc. D’apres la théorie des surfaces
du second degré, on peut, en choisissant les axes de coordonnées, faire
disparaitre les coefficients d,, e,, f; de la formule (d) et par suite des
formules (G) et des expressions (D), et les équations du mouvement
peuvent s’écrire

[a(e? + 0" +»2) + (¢, — a) v* + (b, — a) w* — s?]&

—(ci — a)uvn — (b, — a)uw = o,
(H) — (¢ — @) uvs + [a(u® + * 4+ w?) + (a, — ) w?
+(c,—a)u? — 5% g — (a, — a)owl =o,

— (b, — a) uwt — (a, — a) vy

L {a@ 0wt 4 (b, — a)ut+ (a, — ) v* | = o.

Par la forme (G), on voit immédiatement que ces équations sont sa-
tisfaites par

& fow
I
Sy

(1) 8 = a (1P + 0 4 w?),

et il en résulte que 'onde contient une premiére surface, qui est une
sphére
x?+ 9P+ 2P = «,

sur laquelle la vibration est longitudinale, c’est-a-dire normale &
Vonde.

Si Yon fait 2 =o, les équations (G) et (H) sont celles qui sont
données par M. Lamé dans la 17° lecon de sa Théorie de Uélasticite
pour représenter la propagation du mouvement de I'éther renfermé
dans les corps cristallisés. Or, si on observe la forme des équa-
tions (H), on reconnait qu’on passe du cas oll « est nul a celui ou il ne
I'est pas, en remplagant a,, b,, ¢, par a, — a, b, — a, ¢, — c et s* par
s — o (U + v P,

En éliminant§, u, § entre les trois équations (H) dans la supposition
deax=o0,0na

48t — [(b+ )t + (¢ + a) 9 + (a+ b) w?] s

+ (beu® + cav® + abw?) (u® + 0* + w*)| = o.
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et si on fait les changements qui viennent d’étre indiqués, pour passer
au cas ou o n’est pas nul, le facteur s? se trouve seulement remplacé

par
§? — o (u + v+ w?);

on en conclut facilement que I'on peut supposer « nul ou non, et que
Pon a toujours la méme onde, jounissant des mémes propriétés; on a
donc, d’aprés ce qui est démontré dans 'ouvrage de M. Lamé, auquel
nous renvoyons le lecteur, 'onde de Fresnel, sur laquelle la vibration
est transversale, ¢'est-a-dire située dans ’onde, et paralléle an plan de
polarisation.

Si la propagation du mouvement que nous étudions avait lieu dans
un corps solide, en ébranlant les molécules de ce corps, I'onde sphé-
rique qui se propage avec changement de densité serait seule capable
d’ébranler Yair et de transmettre un son. Au contraire, si cette propa-
gation s’cffectue dans I'éther d'un corps cristallisé, I'éther étant in-
compressible, on doit supposer &, 1, § nuls dans les équations (I), et
I’onde sphérique est invisible.

Nous terminerons cet article en faisant observer combien 'étude ac-
tuelle se distingue par sa simplicité de I'étude générale du mouvement
vibratoire qui se propage dans un corps solide, D’abord la surface in-
dicatrice se réduit ici 4 une sphere.

Ensuite il est ordinairement impraticable de déterminer au moyen
de ’équation

{e) F(u,v, w,s)=o,

appelée par Cauchy équation caractéristique, 1'équation de la surface
de 'onde qui est du cent cinquantiéme degré, et on doit se borner a
la construire par points. Pour cela, on construit d’abord la surface
représentée par I’équation (e), ot u, v, w sont censés désigner des
coordonnées, on méne en un point quelconque (z, v, w) de cette sur-
face un plan tangent, sur lequel on abaisse de P'origine o une per-

pendiculaire R; enfin on prend sur cette droite une longueur oP = ii"

et P est un point de I'onde. Cette construction permet de discuter la
surface de I'onde. Mais ici 'onde se réduit & une sphere et a une sur-
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face du quatriéme degré, et I’on sait déterminer son équation qui est

(% 45— s g7 4 ) (amt by cs?)
—[a(b+c)at+b(c+a)y*+c(a+b)z*]|+abel=o.

Dans le cas général, il n’y a que six plans tangents a U'onde paral-
léles 2 un plan donné; mais si 'on se propose de meuer par unc
droite tous les plans tangents, ce qui est un probleme plus général, il
n’est pas permis d’en conclure qu’il n’y en ait que six, et d’apres la
construction d’Huyghens on peut avoir plus de trois rayons réfractés
correspondants 4 un rayon incident : dans le cas actuel, au contraire,
on sait qu’il n'y en a que trois.

Enfin, il est encore bon de remarquer que I'on passe de I’équation de

[} . r . ro . u ¢ w
I'onde & I'équation caractéristique en changeant x, y, z en —» -» —»
s 8

eta, b, cen é, %, cl, é; de sorte que la surface caractéristique est ana-
logue a celle de 'onde.

Notons en passant qu’en général si la surface caractéristique a un
ombilic, il existe sur Vonde une courbe tout le long de laquelle un
méme plan est tangent, et vice versd; et il résulte de ce qui précede
qu’il suffit de constater que I'onde de Fresnel jouit d’une de ces deux
propriétés géométriques, pour en conclure qu’elle possede I'antre.

DEUXIEME PARTIE.

1. Nous avons vu que les équations

© p _do . do_. %

d (u?) (l(zuu))7 d(2uw)> — di’

) de do . _de ¢ = d*n
((l d{2uv) * + d(v?) f d(20w) = ae’
do de de d

T dGew) 1T T =

représentent ’état vibratoire d'un corps solide homogene, si © est un
polyndme qui ne renferme que des termes du second degré par rap-
port aux six symboles #?, v*, w?,...; 2uv, et qu'elles donnent le mou-

Tome XI { 2 série). — Fsynign 1866, 10
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vement de I'éther, lorsque © se réduit 4 une fonction de #? +v? -2,
apres qu’on a Oté  cefle expression son caractére symbolique.

Mais lorsqu’on veut étudier la question avec plus d’approximation,
il faut faire entrer dans les équations des dérivées d’ordre supérieur au
second; c’est ce qui est indispensable dans la théorie de la lumiere.
En effet, si ja vitesse du son ne dépend pas d’une maniére sensible de
la durée de la vibration, l'expérience prouve au contraire que cet élé-
ment a une influence notable sur la vitesse de propagation des rayons
fumineux, et détermine dans la réfraction la dispersion des diverses
couleurs.

© ayant la forme indiquée ci-dessus, la vitesse de propagation résul-
tant des équations (a) ne dépend pas de cette durée, mais elle en dé-
pendra, commie nous verrons, si conservant les équations (a) on prend
pour O une série qui renferme non—seulement des termes du second
degré par rapport aux symboles u®; v, ..., 2 uo, mais encore des termes
des degrés troisiéme, quatriéme, etc.

2. Toutefois, pour que les équations (a) ainsi entendues soient
susceptibles d’une interprétation physique, il est indispensable qu’elles
subsistent apres une transformation de coordonnées, et nous commen-
cerons par démontrer qu’elles jouissent de cette propriété.

A cet effet, comparous les équations (a) aux équations

) AN, & dH . di

du? * diedv K dudwC — ar’
. d*H d?*H g, diy
J’} ¢ dudu£+ “dot n+ dudwb_m’
' d*H d*H - 2z

duda S+ dv dw 0+ dwt 2 = Z't—’

H étant une fonction de u, v, w, et faisons une transformation de
coordonnées rectangulaires indiquée par les formules

’

* w== 1 v 4+ mgw, s W=mu+ nov+ pw,
‘( v= nu + n,v + n,v, ( V= U+ 1,0 4 pawy,
W= pd 4 py v+ pyw, W= My + 1y + paw.

.
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i} . ) ) 4 @H
Nous aurons a remplacer, dans les équations (8), &, # &, 55> —=»
d*H d*H
Zom 1 g par les expressions
‘ E=m,E + myn' + i, &,
() (0= mE-+ ny' +n¢,
( ¢= Plg’"“ P2'0/+[)3 ¢,
CAH A, dH
dat T dut my + do’? my 4 dwt My
+ 2 o d’H my g+ “ ¥ m,m
’(l' 2[3 Zmlﬂ’n +2ld, 29
A0 &R,  d*H_,  &H
ar T ot gE T g
d? d? d?
(d) ; +2mn2713+9d,1,ﬂ n,—+—2mn,n2,
d'H __ d°H d*H H
T = g o My Ny e gy
2 d? , 5
+ s (my ny +1121n3)+m\/n311,—{—nam,)

2
e (myny—+n,my),

et par cette substitution, les formules () se changeront en d’autres
que nous appellerons (B).

Indiquons ensuite le calcul semblable pour les équations (a), et po-
sons les formules symboliques

wr=m2ut+n} Ot +plwinp,(20w)+p,m,(2wu)+myn, 2uv),
P=miud+nlot - plwt -, py(20w) 4 pymy(20n) -+ myn, (2u0),
wi=mlu+no® £ plwl -+ nypy(20w)+pymg(2wn)+myng (2uv),
20V = 2m MUt 2R, 107 A 2P PVt - (1, Py + nypy) (20 W)
+ (pimy + pomy) (2wr) + (myng + myn, ) (2uv),

10 .
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Nous avons d’autre part

do _ de d(u") de d(v?) de  d{w'*)
da®) " da) d(u?) T d{) d{ut) | d(w'?) d&?)
de  d{2v o) de diow u') n d®  dizd ]
d(2v'w')  d(u?) daw'a’) d(u) d2d'v')  d(n*)

et nous en concluons la premiére des formules qui suivent, et les autres
de méme :

f

(| do __ _de n? A0 m2 4+ de—m2+2 mym
d(u?) - (l(u'—") ny+ dv2) 2 d{w'?) 3 d{20 o) 2
2 e msm, + 2‘ © m, nt
_— — i, m,
- diaw @) doaue) 1T
(e) { ae0 _ de - o e
d(2u) - d(u’f) Tyn, d(v’f) 272 dtw’;) Mty 75
; 4o (myny -+ nymy) + Mg 1, -~ 1y
T Gipwwy M Tt T Ra o) A s (g g
_de_ (myny+ 1, my)
d{2u'v') 1702 LR

En substituant les expressions (c) et (¢) dans les équations (a), nous
eu obtiendrons d’autres que nous désignerons par (A), et qui offrent
des caleuls identiques & ceux des équations (B). Or, les équations (b)
sont de la forme de celles qui représentent le mouvement vibratoire
d'un systéme de molécules qui s’attirent ou se repoussent mutuelle-
ment, suivant une fonction de la distance, et il résulte de cette signi-
tication physique, qu’'en combinant les équations (B), on pourra ob-
tenir celles-ci :

L PN) SV g ¥
S T T dran S T @

donc, en combinant de la méme maniére les équations (A ), on aura

de g de dae ., aw
o (u') d(2u’v')ﬂ + a’(2u'w’)g — ar

et c’est ce que nous voulions démontrer.
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Nous aurions pu effectuer les calculs que nous n’avons fait qu’in-
diquer, et donner ainsi une démonstration purement algébrique de la
proposition précédente; mais nous 'omettons, parce qu’elle n’est pas
nécessaire a notre objet.

3. 1l est fort remarquable que, dans le cas ou H ne renferme que
des termes des ordres pairs, et par conséquent les équations (4) elles—
mémes que des dérivées de ces ordres, le systeme des formules (5) soit
un cas particulier des formules (a).

Malgré I'importance de ce point, comme une démonstration s’en
présentera presque d’elle-méme dans la suite de nos idées, nous ne
ferons ici qu’indiquer la suivante.

Il s'agit de démontrer que, étant donnée la fonction paire H de u,

v, W, on peut toujours former une fonction ® des six symboles #?, v*,
2

w?, avw, awu, 2uvw, telle que I'on ait
¢ do  d*H d®  d*H de  d*H de  d*'H
. g d(u?) = dut’ dv?)  ae d{w?) — dwr’ ¢ (200) = dedw’
) d® _ &*H de  &'H
( d{2wu) dwdn’ d{2ne) dude

H est la somme de termes tels que Az o' k + [ -+ p étant un nombre
pair, il suffit donc de pronver qu’en prenant

H=Av'o'a?, k+{+p=2n,

il est possible de déterminer une fonction © qui satisfasse aux condi-
tions (/') : il n’existe pas qu’une fonction qui puisse convenir, mais on
obtient une solution en posant

I
o :AMEl.2...a><l.2...[3><l.2...7)(1.2...3}(1.2...E><I.A5;“.‘A;1

< (62) (o) (w2 ) (200) (2wue)* (2u0)?,

x.z...lr><1.2.,.l><1.2...p_

M= 2~11.3.5...(2n—3) '

le signeZdésigne une sommation qui s'étend i toutes les expres-
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sions (u?)”(v*)*...(2uv)", susceptibles, aprés la suppression dn sym-
bole, de se réduire 4 la forme 2f2f o507,
Pour plus de clarté, prenons un exemple, et posons

H = uv* v?,

nous aurons # faire
k=1, l=2, p=3, n=3, M=,
ce qui donne pour I'expression de ©
0= o .’ ouw + wi.avw.2uy + é (20w)? 2181,

et nous obtenons d’une part

8 CH L uw “H Gue?w
de: — dr T T2 dw? -
cH ., dH ., ., dH .
== (Y8 —_— X’ - 2 ¢y’
oy dw bu ' dwdu 30 ' dude 2PHT,

et de l'autre

de de 2 de o o
= o0, = i anuw, — = ¢ auw + 20w, 2ty = Guvtae
d{ut) d{o*) o ()

de 5 2
= Wi ane - 20w, 21wn = Guvi®,
d{2vw)
e I
—— = w4 - (2vw)? = 3vPul,
d{2wu) 2
4e 2 3
=t apw = aun?,
d{2uv)

On reconnait que ces six expressions sont identiques aux précé-

dentes.

%. Cherchons maintenant quelle forme particuliere on doit douner
a 1a fonction symbolique 8, pour que les équations (a) du n° 1 repré-
sentent un mouvement vibratoire, sans changement de densité du mi-
lieu dans lequel il s’opére. Multiplions ces trois équations respective-
ment par u, v, w, en entendant par 1a, puisque u, v, w désignent les
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. cppr .o d d d P .
signes de différenti: — —, = ; r rap-
g entiation —-, 2’ 4, que nous les différentions par rap

porta x, y, z, puis ajoutons, aprés avoir remarqué que
ug + vq +wi

représente la dilatation v du volume au point (x, ¥, z), et nous aurons

d?u_[d(a do o -t de ]

det 4[(7[’) - d{z2uv) + d(2uw)

() o _de -+ da o de ,

'8 Y R T A Tevm L L

+ d® de de ¢
d(2uw) -t d{20w) v ;l(;;T;) W s

Donc le mouvement vibratoire s’effectuera nécessairement sans chan-
gement de densité, si on a

de de de
ETIL—Q) “ d{2uv) v+ d {2 uw) W= 04
(i)) “dlu_*_ @._. v_{__._d_e_)_w—_—:o.
(d2uo) d {o?) d (2w) !
de de de v
d(zuu')u+ d{2vw) v+ d{w?) w=o0.

Si au lieu des relations (&), on a celles-ci,

/

do de de

d(a?) “ d {auv) ‘T d(2uw) w= ug (e’ 4 o' +n?),

(i) _do ., de, _do W= vy (U + v* + w?)
d{2ur) d (o*) d{20mw) i ’

ade ‘ de de B 2 2 2
d(zuw)u+ ;1'(\2(’(«!’) (L mi—) W:WSU(M -+ 07+ W ),

qui équivalent aux précédentes, au cas ot ¢ (1® + 0 + w?) est nul,
I'équation (g) devient

d*u

o = ¢+ o'+ whu.

D’apres cela, cherchons quelle forme on doit donner & @ pour satis-
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faire aux conditions (%), ou pour plus de généralité, pour satisfaire
aux conditions ().

Posons
O=0+5+6+...,

5,6, 5",... étant des fonctions homogénes de u?, v*, w?,..., 2up des
degrés n, n', n”,..., et rappelons-nous cette propriété des fonctions
homogeénes, que si / (7, s, ¢,...) est une telle fonction du degré m, on a

af | dfdf
5 = = { = 4
([r, + ds + dt + 'nf’
nous obtenons
de 2 de o e W
o) w - d(v) d{a?)

0
"y

@ de de ,
I QU e QWU e QU = nG +no +n"6" 5 ...

d(20w) d{2wu) d (2uav)

Si donc nous ajoutons les équations (4) ou (i) multipliées par «, ¢, s,
il en résulte

ng +n% +~n"G ... =

o
ou =o(u+ v+~ (W+ v+t
On conclut de 14, qu'ona 6 = o0, ' = o,..., ou
f=alu*+ '+ wt), §=>5b(u+ v+, . .

Donc si on a les équations (£) ou (i), en enlevant 2 © son caraclere
symbolique, il s’annulera ou se réduira a une fonction de #? +¢? 42,
Réciproquement, si aprés avoir enlevé a © son caractere symbolique,
nous obtenons une expression dont tous les termes se détruisent, ou
qui soit fonction de u* + ¢* + w* seulement, on a les équations (%)
ou (i).

Supposons d’abord que tous les termes de © se détruisent par la
suppression du symbolisme; alors @ est la somme d’expressions telles

que celle-ci

U :2(1 (u2)* (92)F () (200) (200 (2u0)?,
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qui est elle-méme composée de plusieurs termes se réduisant i la
forme mu* v'w#, k, I, p restant les mémes, et qui jouit de la méme pro-
priété que U, de sorte qu'on a

(k) Saa’ = o,

Prenant les dérivées de U, on a

dU e ‘ \ ] ;
d(u;‘) =2aa(u2) '(vz)fg,,_(zuv) —_— 291“”’20&2 +€+7)’

au__ 2Y% (2B 2=y __ U ka1 p St
W._Zan(u) (V) (2u0) T =~ o wZang ,

4U —Eas(lf)“...(nwu)’_' (209)" =

= k=1 pfpp—t Zaaz'”ﬁ”,
d{2uw)

1
2
et si on les porte dans V'expression

dU dU — dU
d(ul)u—*— d(2u0) d(2uw)w’

elle se réduit a
n € .
uh=t ol Za (o: + =+ ;) gf et
ou a

k
. w1 ot wP 2612“‘”””,

car ona 2a+ 19+ ¢ =k, et cette derniére expression étaut nulle
d’apres (k), on a
dU dUu dU

AT 6w’ T i)Y T O

© étant une somme d’expressions semblables 2 U, on a la premiére
formule (&); et par un changement de lettres, on a les deux autres.

Si aprés la suppression du symbolisme, © est une fonction de
u? -+ v* 4+ w2, il peut étre considéré comme étant la somme d’expres—
sions telles que U, et d’autres telles que

V=a(w®+ v+ wV=al[(u?) + n(u) v +...];
on a
dVv dv av

o 2 2 2\n—1 -0, —
rlf\lﬁ)_'”a(u et wHT d(2uv) 0 a(2uw)

Tome XI (2¢ série). — Mars 1866, .
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et par conséquent
av dv
d{u) wA d{2uv) v+ d (2 uw)
}T
on en conclut facilement la premiére formule (i), et de méme les

w = na (u® + v* + w? )" u;

denx autres.

5. Appliquons maintenant les considérations précédentes a 'étude
de la propagation du mouvement dans P'éther, qui est renfermé dans
les corps cristallisés.

Le mouvement de I'éther étant considéré comme représenté par les
équations (a), et de plus comme s’effectuant sans changement de den-
sité, on aura les équations (%) du numéro précédent, et tous les termes
de @ se détruiront, dés qu’on lui enlévera son caractére symbolique,

Cependant, faisons une généralisation qui ne compliquera rien, et
remplacons les conditions (%) par les condilions (i), qui les renferment;;
alors si on Ote 4 © son caractére symbolique, il se réduira 4 une fonc-
tion de «* + v* + w2,

Supposous ensuite que le mouvement soit simple et donné par les
formules

S E=—=Acos(ux + vy +wsz —st), 0= Bcos(ux+ v)y-+irz— st,

!
()f

¢ = Ccos (1x + vy -+ wz — st);

%a (%, ‘% seront égaux a — s*E, — s*y, — s*¢; deés lors ne regar-
dons plus dans les équations (a)u, ¢, w comme des signes de difté-
rentiation, mais comme des quantités, savoir celles qui sont écrites
dans les formules (I), et nous aurons, en changeant tous les signes, les

trois équations

de e 24c)

z , — r— g2Z
o (u?) s+ d(2uv) a+ d{2uw; > L
de de da 2
m ; _ — 2,
(m) d(2uv) &+ d(v*) s d(20w) &=,
deo . de de

\ d{2uw) s+ (l(z‘vw)n +oa
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Si on élimine &, 4. § entre ces trois formules, on obtient I'équation
caractéristique

(n) F(u, 0, w, s) = o,

qui est du troisieme degré en s2. Lorsqu’on limite ® aux termes du
second degré en u?, v*,..., 2uv, cette équation se réduit a 'équation
homogene par rapport a u, ¢, w, s

» s [82— a(w+ o+ whls* —[(b -+ )+ (¢ + a)v*+ (a+ byw*]s?
“

P f +(bew? +cav? +abw?) (1 + v* -+ w?)|=o0
du n° 6 de la premiére partie, si 'on choisit les axes coordonnés, et

k)

elle permet de déterminer les trois vitesses ———, avec lesquelles

u? 4 0 -k w?
peut se propager une onde plane paraliéle au plan ux + vy + wz=0;
si au contraire ® renferme des termes d'ordres supérieurs au qua-

trieme, 'équation (p) ne donne plus qu’approximativement ces trois
vitesses, et I'équation (n) renferme outre les termes de I'équation (p)
d’autres de degrés plus élevés; toutefois, il est essentiel de remarquer
que, d’apres la forme des équations (m), les trois vibrations corres-
pondantes & ces trois ondes planes paralleles resteront rectangulaires.
Or, d’apres les formules (i), les équations (m) sont satisfaites par
LS S st — g (U + v* + w?) = 0;
v W
donc, pour 'une des ondes planes, la vibration est normale 4 cette
onde, et, d’aprésla position relative des trois vibrations, les deux autres
sont transversales, c’est-a-dire situées dans Ponde, et on a pour elles

ug + vn + wg = o.
Si au lien des formules (i) on a les formules (%), il faut faire
¢ (4* +¢* -+ w?) = 0;

la premiére onde plane disparait, les deux autres restent les mémes.
Ii..
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Proposons-nous enfin de trouver la surface de 'onde, qui est I'en-
veloppe du plan

(r) : UX -+ VY + W3 =§

(1™ partie, n° 2); pour Vobtenir, il faut éliminer u, v, w euntre les
équations (n), (r) et

z

T . i _ =
() AF — dF — dF’
due  dv  dw
et on arrivera de la sorte a I'équation
(2) F(x, 7, 2, 8)=o0.

Au lieu d’appliquer cette méthode sur I'équation (n), on peut le
faire sur les deux équations en lesquelles elle se décompose,

=W+ v +w =0, {¢(u,v,w s)=o.

De la premiére on conclut une onde sphérique représentée par

5'2
2 P, —
S\ oA ) T O
x4+ y? -+ 2

sur laquelle la vibration est longitudinale, et qui disparait si
¢ (W + v +w?) = o.

De la seconde équation on conclut une onde pour laquelle la vibra-
tion est située dans le plan tangent (r), ou, si on veut, sur Ponde
méme. A

Quand I'équation () est homogeéne, s s’élimine en méme temps que
u, v, w entre les équations (n), (r), (¢), de sorte que 'éqnation (¢)
de I'onde est indépendante de cette quantité; c’est ce qui a lieu quand
on néglige la dispersion. Mais quand on y a égard, I’équation (n) cesse
d’étre homogene, et I'équation () contient s; d’ailleurs, si on désigne
par T la durée de la vibration, on a

2T
T: —
5
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comme on le voit d'aprés les formules (). Observons ensuite que,
tandis que dans acoustique la durée de la vibration constitue la hau-
teur du son, dans la lumiére elle produit la couleur, et tout le monde
sait que par la réflexion ou la réfraction la hauteur du son et la cou-
leur d’un rayon simple ne changent pas.

D’aprés cela, donnons dans I'équation (2) une valeur déterminée a s,
nous avons la surface d’onde sur laquelle se trouve la lumiére d’une -
méme couleur. Quand un rayon de lumiére simple passe de I'air dans
un cristal, la durée de sa vibration ou sa couleur ne change pas; or, la
vitesse dans I’air étant la méme pour les différentes couleurs, et étant
mesurée par le rapport de la longuenr d’ondulation 4 la durée de la
vibration, il s’ensuit que la longueur d’ondulation dans I’air est en
raison inverse de la durée de la vibration, et que dans I'équation (z) on
pourra introduire au lieu de s la longueur d’ondulation dans I'air de
la couleur considérée. La surface de I'onde ainsi définic servira donc
a déterminer la position des rayons réfractés d’une certaine couleur,
absolument de la méme maniére que la surface de 'onde est en général
employée & trouver la réfraction d’un rayon incident de lumiére
blanche, dont on néglige la dispersion.

Quand on tient compte de la dispersion, on n'a plus rigoureusement
pour surface d’onde la surface donnée par Fresnel, mais on a diffé-
rentes surfaces d’onde variables avec la couleur et trés-rapprochées de
celle-la, et, d’aprés ce que nous avons va, les vibrations lumineuses
se font rigoureusement dans les surfaces d’onde qui leur sont propres.

6. 1l est fort intéressant de connaitre quelles actions mutuelles on
peut imaginer entre les molécules d’un systéme, pour que le mouve-
ment vibratoire de ce systéme soit représenté par les équations

._di E -+ 46 N 4 de = s2E
d{u) d{2uv) “ d{zuw)> " ¥
4] d® /@
(m) = A

_— - et — 2

Taw)* ™t 2o " i) S= 0
de £ de de _
d{2uw) E d (20w) o+ d(w?) g— g

o
S

nous -allons donc montrer une action que P'on peut concevoir entre
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deux molécules, pour que ces équations en soient unc conséquence,
étant d'ailleurs bien loin de prétendre avoir trouvé le dernier mot de
cette question; au reste, la recherche que nous allons présenter est
encore utile, en ce qu’elle sert & démontrer que nos équations renfer-
ment celles de Cauchy comme cas particulier.
Désignons par p une molécule dont les coordonnées sont a-—+ &

b+, c+¢,a, b, cétant des constantes, et soient m, m’,... les mo-
lécules environnantes, puis posons

0=Sm¢ (g R*+ g, R* + g;R' +...),
R=1{(u®)+ m(v*) +n(w?)+ p(2vw) +q(2wu)+ r(2uv),

le signe S étant un signe intégral, s’étendant 4 toutes les molécules m,
m’,..., de sorte que ¢, quantité indépendante du choix des axes coor-
dounés, la fonction symbolique R, et méme les coefficients g,, gs,.-.,
peuvent étre supposés variables, quand on passe d'une des molé-
culesm, m’,... a l'autre.

Posons ensuite
2 _
28, R+ 3g,R* +...= A,
ot nous aurons

e s de

rl(.',"" ::qu)lA’ {1(u7J -SmLPmA m :SmLPnA7
de de o

Tiaw) = SWPA, Zoin = SmyqA, o = Smyrd;

les équations (m) deviennent donc

SmA (L& + rg+ g8) = s*%,

SmyA(r&+mg+ p§)=su,
SmyA(qE + pn+ nk)=*¢.

Si I'on change de coordonnées, ces équations deviennent

ire)

(w) SmyA (l'E +r'y +q'C)=sE,...,
en posant

H - ["fll":)—:" ,,lr(v-2) -+ ’l’((Vw)—f—pl('lv'W’) - {11(21‘/“1).’{ ,_/(2”“}:;‘

A = 2g, R+ 3g, R+
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et Iy m/, n', p', ¢, ' sont déterminés par I'équation

~1

‘( ) Uid* 4+ m'v'? + n'w'? + 2p W+ 2g'w + 20"t
v)
I =l + my* + nw® + 2pow 5 agwu + 2ruy.
Pour le démontrer, rappelons-nous les formules du n* 2, par les-
uelles on calcule =20, —*© 9©__ .u moyen de-1o, 40,
o ere ; s FERARER
q COCHC ) 2o’ d(a2dv) y A(a) d{v)
on en conclut facilement que des formules {«) on peut déduire les
formules («'), si 'on a les six égalités

(VA= A(Ims +mmi+ nm?+ 2pmym, + 2gmym, -+ 2rm,m,),
m A'==A(In? +mn2 + nn} + apn,n, + 2qn,n, + 2rnn,),
WA= A(lp} +mp3 +nps 4+ 3ppaps + 24papy + 21Papa),
(w) pPAN=A[lpym, 4 mp,ym,+ np,my + p(pms + myp,)
+ g (psmy 4 myp) - r(p,my - mp,)],

Si dans les égalités (w) on supprime les factenrs A et A’, on a six
autres égalités, desquelles on déduit 'équation (¢) et aussi R =R/,
A = A’; donc les égalités (w) sont satisfaites, en méme temps que ().

I} résulte de 14 qu’on peut écrire les équations (m) sous la forme (u)
et que I'équation

a l? - mov® 4+ nw? 4+ 2 peww + agWu —++ 271y = 1
q »

ou u, v, w sont pris pour désigner des coordonnées rectilignes, est celle
d’une surface du second degré 4 centre, propre & définir I'action qui
~ s’exerce entre les deux molécules u et m.

Les équations qui donnent le mouvement d’un systéme de molécules
qui s'attirent ou se repoussent mutuellement, suivant une fonction de
la distance, peuvent s’écrire, daus le cas ou elles ne renferment que
des termes d’ordre pair, sous la forme

- SmP(x*E + xyn + xz8) = 5%E,
() SmyP(xyE + y*q + yzg) = s*n,
SmyP (xz& + vay -+ 2°§) = §°§
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(voir Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique, t. 1°), en
posant
N N2 Ne

P= Ta T 1.2.3.4 + 1.2.3.4.5.6 e

N=xu®+ y*o® + 22w? + ayzow + 22xwu + 2xyuv.

On voit donc que des équations (z) on déduit comme cas particulier
les équations ( y); il suffit en effet de poser

l=x* m=y* n==2*, p=yz, q=12x, TIr=Xy,

I

1
28, = T 3g,= R AR

d’ot 'on conclut
R=N, A=P.

Les équations (u) et () sont identiques aux équations que nous
avons écrites sous les formes (a) et (b) aux n°*1 et 2, et la proposition
dont il a été question au n® 3 se trouve démontrée. '

Il résulte encore de ce qui précede que pour que nos équations se
réduisent & celles de Cauchy, il faut et il suffit que la surface a centre
du second degré (x) se réduise a deux plans paralléles dont I’'équation
soit

(xu +yv+zw) =1,

u, v, w étant les coordonnées variables.

Revenons au systéme de molécules auquel les équations (u) con-
viennent. Si nous considérons séparément I'action de la molécule m
sur la molécule p, nous aurons pour les trois composantes de cetle

action
myA (1§ + rn +4q8),
my A (r& +myq + pg),
m¢ A (g€ + pn + ng),
en posant

A=2gR+3g,R+. ...

8i nous choisissons pour axes de coordonnées les axes de symétrie
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de la surface (x), p, ¢, r seront nuls, et les trois composantes de 'ac-
tion se réduiront 4

(2) myAlE, myAmn, mAng,
et 'équation de la surface (x)a
0> + mo? + nw? =1.

Considérons la surface a centre du second degré

B sz .7,2 Z,
(@) Tt w

ui est réciproque de la précédente, I'origine des coordonnées x, », z
q t de la précédente, 1 s ¥s

passant par la molécule p; I'expression

B = lu® + mo® 4 nav?

représente le carré de la distance ¢ de la molécule p. au plan tangent
a Vellipsoide («), mené parallélement au plan

ux + vy + Wz =o0;

donc A représente une fonction paire quelconque de d, qui ne ren-
ferme pas de termes indépendants de ¢; et les trois composantes de
action sont proportionnelles a une méme fonction paire de d, a la
composante parallele de la vibration et 4 I’axe correspondant de Ia
surface (a). Deux des trois quantités /, m, n sont nulles, sil’action qui
s’exerce entre deux molécules est une fonction de la distance.

En retournant ce calcul, on démontrera que réciproquement, si
pour trois axes coordonnés rectangulaires choisis convenablement, et
variables d’une des molécules m, wm’,... & 'autre, I’action élémentaire
est formée de trois composantes représentées par les expressions (z),
le mouvement vibratoire est donné par les équations () ou (m).

Tome X1 { 2° série), — Mars 1366. 12
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TROISIEME PARTIE.

1. Leséquations (a) du n° 1 de la deuxiéme partie donnent le mode
de propagation du mouvement dans I'éther renfermé dans les corps
cristallisés, si © s'annule, lorsqu’on lui cnléve son caractére symbo-
lique.

(Si I'on supposait que @ se réduisit & une fonction de u* + ¢* + w?,
on trouverait la méme onde et, en plus, une onde sphérique sur la-

quelle la vibration serait normale.)
Si 'on réduit © aux termes du denxiéme et du troisieémme ordre en

u?, v*, W, 2vw, 29, 2uv, et qu’on suppose le mouvement simple, les
équations citées deviendront

o dU - | dU 7 [, AU
[_L' + rl(u"’) ]; - _4M‘ + d(zlm | Mt _I I (l(?.uw)J Rt
dU 7. ) dU ] [y . 40 .
(A) [Mﬂ“ J(’J,T)_]g M+ gy Jo | P d(zm.,)Jg =80,
dU [ dU 7] [ duy 7,
e~ _ — o o2
[P' - d(‘luw)]g+ _P2 + d(20w) | 0+ L_Pa + d{n?) J s S5

L,, M,,... ayant les valeurs (D) du n° 6 de la premiere partie, dans la
supposition de & = o, et comme nous savons, si on choisit les axes de
coordonnées, on pourra supposerd, e, f nuls, et il restera

L, =cv? =+ lw?, M,:=cu®+ aw?, P,=bu’+ av?,

(a)

P, = — avw, P, = — buw, M, = — cuy.
Quant a U, c’est une fonction du troisieme degré des six symboles

u®, 9*,..., 2uv, ct nous écrirons d’abord pour la représenter la forme
la plus générale du troisiéme degré de ces symboles :

U=, (P +w (e ) 2uv+ 2, (40" 4+ ®, (2uv)*1*
+ B, (¢?)* 21w + C, (22 )*1v? + D, (2uw)?2?
+ 3, (u* P avw ++ Tut2uv. 2w + Gl vt ouw

+ 5 (2u0)® + o, (2uv)’. 20w
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+ LUt vt 2uw + N ut. 2uv. 20w + K (2uw)?auw

+ Lyt whooww + M 2uw. 20w + 9 1. (20w)?
- g (97)7 - by (V7). 2000 + €, (02 )21 4 @y (2090)2 02

+ By (0*)?2vu + C, (9 )2u? + D, (20u)? o
+ 8, (0 2w + To 20w auw + G0 Wt 20w

+ 52 (2000)® 4 8¢, (20w) 2 0u
+ £ wiiaon + I, 0% 2vw. avn

+Ky(20u)? 20w + Ly 0% 1 20w+ M, 0%, 200, 200U+ , 0% (20u)?
Aoy (7)o (WP) 2 ne + €4 (2)20 + @ (2000)2 102

~+ By (w?)? 20w + Cy (w? 207 ++ Dy (2ww0)2 02
+ 33 (W?) 2uw + Tywi. 2wu. 20w + Gt ul awu

+ 5 (2wu)® + o, (awu)®. 2we
“+ Lawi ot 2w + Mk awu. auv

+ Kylanww)awu + Lyw? v awu + Myw?. awv. auw

9 3w? (2uv)® + JLut. 0 . w? + Rouv. auw. 20w,
Otant & U son caractere symbolique, nous aurons 'expression

o= Ayt + N, 0% + Aoy 4 24, U0 + 2, 0P - 2, i

+ 2B, udw 4+ 2B, v*u + 2B, why

+ (@i +4®,) u* 0 + (25 + @,) ' WP + (5 + 4@, ) whu?
+(C, 4+ 4D, u'w?

+ (Cy + 4Dy) ' u® + (Cy + 4D,) w'0? 4~ (25, + 47,) u* o
+ (28, + 4,)v'wu

+ (28, + 4T;)wruv + (2§, + 85,) 1 ¢?
+ (26, + 85,)v*w® + (26, + 88§,) wiu?

4+ (800, + 2L, + 4o, ) uP P w + (82, + 2L, + 4IN,) vl u
+ (80, + 2L + 4oL, ) Wiy

-+ (8K, +2L; +4M)e’w?o + (8K, + 2L, + 4 M,) 0% et
+ (8K; + 2L; + 4 M,) w?olu

AR +BR+ 42, + 42, +42,) PR,

(2.,
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Tous les termes de Z doivent étre nuls; on a donc

/ Ay =y = Ay =0, b = thy = Ay = B, =B, = B3 = 0,

e =—4® S:=—4®; S3= — 4@,
C, =—4D,, Cy=—4D,, C,= — 4D,,
B | Te=061—80 -4, — 42, —42,,
' 3y =-—2T,, 8= —2T,, 8= —a2F,,
o= — 48, Ya=—458: Gs= —485s,
Lozm =400, —200,, L£o== =490, — 2y, £,=— 4, — 201,,

L, =—4K,—2M,, L,=—4K,—2M,, L,=—4K,—2M,.

Dans le cas ou le cristal a trois plans de symétrie, qu'on prend pour
plans de coordonnées, il est aisé de voir que si on imagine deux mou-
vements par ondes planes, paralleles aux plans

ur +vy + wi=o et —uxr—+ ¢y -+ wz—o,

7 et  pourront étre censés rester les mémes, et £ changer de signe.

1l suit de la que les équations (A) ne doivent pas changer, si ony
remplace « par — u et £ par — &, et de méme elles ne doivent pas
changer, si on y remplace ¢ par — v, v par — », ou encore w par —i,
{ par — . Alors, avec un peu d’attention, on reconnaitra que U ne
doit conserver que des termes, qui, aprés la suppression du symbo-
lisme, soient pairs en u, en v eten w.

Donc, pour un cristal dont toutes les molécules sont disposées symé-
triquement par rapport aux plans de coordonnées, on a encore

Ji=o0, 5=0, ¥ =0, M, =0, K,=0, M =0,
() Jy=o0, =0, H,=0, M,=0, K,=o0, M,=o0,
J3=0, =0, Hy=o0, M=o, Ky=o0, M,=o,

et d’aprés les conditions (B) et (C), V'expression de U devient

U= — 4@, (u*)*9* + @, (2uv)*t* — 4D, (u?)*«® + D, Lo uw)* 1
+ 2, u*. (20w) — 4@, (V)02
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+ D2 (20W)2 0 — 4D, (02)20® + D, (20u)20* + 2,0 (2000)?
— 4@y (W) 1 + @, (200)*w?
— 4Dy (WP)20* + Dy (2w0)20? ++ 2 ;w0 (2u0)?
— 422 +2, + 2, + 2,)ut et

+ ® 2uv, 2 0. 2 WU,

On aura donc a substituer dans les équations (A ) les expressions sui-
vantes :
dU

T = 4DV =A@y — 4,0t — 4D, utw?
— 4 (2%, + 2, + 2,4) v w2,
d 2 .2 4 “
d(g) =—A® " — 4D — 4Dyt — L@, 000
—4(2% + 2,4+ 2,)wiul,
d 2 P
3‘(;—) = — 4Dt — [®,0" — LD, — 4D, 0t 00
—"4(2@—'_ 2, + Qz) u2v2,
dU

] = 4@y + ADyow?® + 4 (@ + 2, )uow,

dU0 5 .
T2ar] =4D,uPw —i—4©3ftw3 +4{(% +2,) vt au,

du s . ] .
d—_(zuv) e 40;).u v 4 4Dy u0® + 4((& . Qa)ﬂ’zu(’.

2. Supposons maintenant que I'on ait un cristal uniaxe, et que I'on
prenne pour axe des z I'axe d’isotropie. La derniére expression de U
doit subir de nouvelles réductions, et pour les obtenir, il suffirait
d’exprimer comme au n° 5 de la premiére partie, que Pexpression
de U reste invariable quand on fait tourner I'angle droit des x et y dans
son plan. Mais le calcul serait un peu long, et on peut arriver au
méme but de Ja maniére suivante.

Pour que l'axe des z soit un axe d'isotropie, il faut que la nouvelle

expression de U reste invariable par ’échange des deux lettres « et ¢,
et il en résulte

(5) =Dy, ®,=D,, 2,=2, o= Dy
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de méme on doit faire dans les expressions (a)
(e} b=a;

alors les dérivées de U deviennent

,I&ES-') = = 4Dyv" — 4D, 00" — 4D, 0P 0* — 4D, 0t v
(28 2, + 2,) e,

;ﬂ% = — 4Dyt* - 4Dy — 4Dyu0* — 4D, 0w
— 4 (29 +2, + ;) wPud,

dU

dlzen] = 4D, 0w - 4D ev® -+ 4(D + 2 ) wdow,

dU
o) = 4D 1w + ADgun® + 4(® + 2,) v vy,

U
Aam) = 4D ¢ + 4Duv® + 4 (D + 2 ;) wiuv.

Les conditions () et (¢) ne sont pas les seules qui conviennent 4 ur
axe d’isotroprie pris pour axe des z; il faut encore y ajouter la relation

@_‘_Ql:‘[)l’

qu'on obtiendrait par la méthode indiquée ci-dessus.

Toutefois cette condition n’est pas indispensable 4 connaitre, si on
remarque qu’il suffit d’étudier la maniére dont se propage le mouve-
ment dans un plan passant par I'axe des z, et pour obtenir cette sim-
plification, il n'y a qu’a faire v = o dans les équations (A).

On aura donc & substituer dans les formules (A) les expressions

I, =aw? M,=cu®+aw?, Py=au®, P,=o, P,=—auw, M,=o,

dU

FIr aw? — 4D, — 4D, 1Pk,
U . 2 D. D.wt & : 2,2
T = e 4+ an® — 4Dyt — 4Dt — 4 (20 + 9, + 2,;) wie?,
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dU 2 4 2,2
T = aw® — 4Dut — 4D, w3,
dU0 dU 3 . N dU
Tawe) = o, T(oum) = — auw -+ 4D uw -+ 4D, i) «

Pour simplifier I'écriture, posons

— 4D, = A, — 4D, =B, —4D;=C, — 2(2@"‘%1 + 323\):1-):
et nous aurouns enfin

(@aw® + Awie? + Cw' — *)E— (auw + Audw + Cuw’® )§ = o,

(D) « (cu® + aw® + Bu' + 2aDw?w?® + Co* — 52)n = o,

(au -+ A’ + Cuv*)wé — [u(au + Au® + Cwv?u) — s* = 0.

On peut satisfaire & ces équations,
1° En posant & = o, { = o,

(d) $* = cu® + aw® + Bu' 4 2Du?nv® + G,
2° En posant v = o,
(e) 8* = (u* + w?) (@ + Au® + Cw?),

. , . e . . 3 ,
cette derniere equation provenant de I’élimination de . entre les équa-

tions (D).

Nous savons par quels calculs on peut des deux équations caracté-
ristiques (d) et (e) déduire deux surfaces d’onde; mais la détermina-
tion des équations de ces surfaces ne sera pas nécessaire pour calculer
la dispersion.

Quand on néglige dans les équations (d) et (e) les termes du qua-
trieme ordre en u et i, on a les deux ondes d’Huyghens, savoir une
spheére et un ellipsoide de révolution tangents sur Paxe.

Quand on a égard aux termes du quatriéme ordre, on a pour ondes
deux surfaces excessivement rapprochées de celles d’Huyghens, et va-
riables d’une couleur & Vautre. Le rayon dit ordinaire ne serait donné
par une onde parfaitement sphérique, qu’autant qu’on aurait C = A.
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Si I'on fait # = o, les équations (d) et (e) donnent I'une et I'autre
§? = aw? + Cw*;

on en conclut que les deux vitesses de propagation suivant I'axe sont
égales, et il en résulte cette propriété remarquable que les deux ondes
sont encore tangentes sur 'axe.

3. Considérons d’abord le cas beaucoup plus simple ou le corps est
isotrope. Les ondes dont nous venons de parler sont alors toutes deux
sphériques et par suite coincident, et la vibration v’a plus de direc-
tion déterminée. On a

c=a, A=B=C=D;
donc
s = (W +w?)[a+ A(w + o),
et si I'on pose
) Y
on a
s!

(f) S =a AR

D'ailleurs le mouvement vibratoire étant donné par les équations
E=DMcos (ux +wz — st),
% = N cos (ux + wz — st),
¢ = P cos (ux +wz — s/,
s ’ . . I B -
7 représente la vitesse de propagation w dans le corps considéré, et si

I'on désigne par X la longueur d’ondulation, on a

27
]‘_T'

Soient w, et i, les mémes quantités pour 'air que w et ) pour le
0 0 q P q p

corps.
Si I'on désigne par n I'indice de réfraction, on a
o, Ho

n = = .

» e
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d’ou

a et B étant des constantes; la racine que I'on doit prendre est celle
qui a pour valeur approchée n = yo. L’expérience a confirmé cette
formule et prouvé que J est positif. Ce que nous trouvons pour les
corps isotropes est conforme a ce qui a été donné par Cauchy (Mé-
moires de Prague, p. 60).

4. Revenons aux cristaux uniaxes, et considérons encore les méri~
diens des deux ondes situés dans le plan des zx, courbes qui ont I'axe
des z pour axe de symétrie. »

Désignons par y, 'angle de la normale a I'onde plane

Ux + wz=3yg

avec I'axe des z, et par A la longueur d’ondulation correspondante;

posons encore
4w = ?
et nous aurons
w . t 2T
cosy =-> sinyg =7 /i':T-

Récrivons les deux formules trouvées ci-dessus
(e) &= (u® 4+ w?) (a + Aw* + Cw?),
() §* = cu® + aw® + Bu' + 2Du*w? + Cwt,

dont la premiére convient au rayon ordinaire, la seconde an rayon
extraordinaire.

Tome X] (2% série). — Mans 1866. 13
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Considérous d’abord le rayon ordinaire, et désignons par w :% la

vitesse de ’onde plane d’une certaine couleur, par v, la vitesse de la
méme lumiére dans Yair et par ), sa longueur d’ondulation aussi dans
Iair; enfin soit T la durée de )a vibration qui est la méme dans les
deux milieux. Nous aurons

et, d’apres (e),
4o,

25 2
WAy

2

w®=a + (Asin*y + Bcos®y)

Pour le rayon extraordinaire, employons les mémes lettres o et y en
les accentuant, pour représenter les quantités analogues a celles que
nous venons de désigner par ces lettres, relativement au rayon ordi-
naire, et nous aurons, d’apreés (d),

’2

w? = ¢sin®y’ + acos® y’
H 12 3.,/ *coch 47 w;
~+ (Bsin* ' + 2D sin? y’' cos® ' + C cos X’)m,—q:—”-
Posons
¢ a N [4 s
= =
(8)
dmiA E 4=°B. F {mC 42D H
TR T w; T el T T T aT =
les formules précédentes deviennent
/ A% 2 (2)? E sin? ST '
(;0 — ot (= +(Jsmx—+—(xcmx);§~o,
(v) o ‘—(ﬁ"sin2 '+ o cos?y’) )
” X 5
(Fsinty’ aHsin? v’ 2., o5t ') - e
+ (Fsin* y' + Hsmxcosx-l—G(,osx))z o,

!
. [0} o) . r
et 'on doit prendre pour —- et — les plus grandes racines de ces équa-
€ (]

tions.
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Cherchons maintenant la réfraction d'un rayon, en prenant d’abord
une face réfringente contenant I’axe, et le rayon incident situé dans
un plan perpendiculaire 4 I'axe; les rayons réfractés ordinaire et
extraordinaire seront aussi perpendiculaires & I'axe de sorte que I'on
aura

- « . . . ' .
et si 'on remarque que = et ~ deviennent des indices de réfraction
(2] w

n et n', on tire des formules (v) :

la vérification expérimentale de ces formules déterminera les quatre
constantes ¢, (3, E, F. Des expériences de ce genre ont ¢été faites par
M. Rudberg. : _

Ensuite, pour vérifier les formules (¢), nous supposerons que la face
réfringente du cristal soit normale & I’axe, que V'on ait fait arriver le
rayon incident sous diverses inclinaisons déterminées, et que l'on ait
pu déterminer par I'expérience les angles des rayons réfractés avec
I'axe.

Mais les formules (¢) renferment les angles y et y’ qu’il faudra savoir
calculer au moyen des angles ¢ et ¢ des rayons réfraciés avec l'axe et
que nous supposons des données de Pexpérience. Désignons par F = o
I'une des équations (e) et (d), et considérant z et w comme des coor-
données rectilignes variables, nous aurons I'équation d’une courbe.
Or, d’apres le n° 2 de la premiére partie, on obtient la direction d’un

w

rayon réfracté correspondant a une direction <%, 2_) de l'onde plane

en mepant la tangente & cette courbe au point z, w et abaissant sur
cette tangente une perpendiculaire qui donne la direction cherchée.
On a donc

dF
. N . du
(w) lango = —5-

dw

13..
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Appliquée a I'équation (e), cette formule donne

au+ aAu® + (A + C) uw?

tango =
8¢ aw + (A + C) w'w + 2Cw?
asiny — [2Asin®y + (A + C)sinycos?y | 4”,““
— ’ Wi
7, 2
acosy — [(A + C)sin’y cosy + 2C cos’y] 4:,;:"
e

ou encore, d’aprés les lormules (g),
. wy
«*— [2Esin*y + (E + G) cos*y] —
w'hy

(B) tango = tangy 2.

@ — [(E + G)sin?x + 2G cos?y] ;w)";

. . . . w ’
Bien que nous nous occupions du rayon ordinaire, — n’est pas égal
]

. sin . . . . ; . s
4 ==2; mais, d’aprés la construction générale d’Huyghens qui déter-
smz?

mine le rayon réfracté au moyen du rayon incident, on a

(«) v

Dans la premiére formule (v), les valeurs des constantes « et E doi-
vent étre supposées connues, et il reste a4 déterminer G.

Supposons qu'on ait fait arriver un rayon sous une incidence i et
que I'expérience ait donné ¢, angle du rayon réfracté ordinaire avec
P’axe. La premiére formule (v) et les équations (a), () renferment

I [ ’ . . .
trois inconnues G, —, x; on peut donc déterminer G. Mais ces trois
o)

équations ne sont pas sous une forme commode a ce calcul, dans le-
quel il faut profiter de ce que y différe trés—-peu de ¢.

Posons
sini
Y )

sing
1 est une quantité connue, puisque i et ¢ le sonl; puis taisons

(3} 1+

L=¢ +E —= ,17‘3

w!
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et pour transformer nos trois formules, considérons

E G
(£) :

Ty =3 =2
AN

comme de trés-petites quantités dont on peut négliger les carrés et les
produits deux a deux. L’équation («) devient facilement

(L) et

pour transformer (£), on remplacera dans la fraction y par ¢, puis

w? i+ 27 € t "y I ¢ductior
Py par —-—» tangy par tange + —-» et, aprés quelgues réductions
faciles, on trouvera

i

o

(M) x: E~(’sinq9(:0s;9.

2 2
n by

Enfin dans la prewmiére formule (¢), on remplacera respectivement

S\ 2 /
7o s) |
\ O X

Fle
N

par
T+ 27 T+ 47
go, 2 ’ PR
n n
et 'on aura
l 1 x? ) a? i
—_— e = . v 2 N .2 e

(P) = — =+ a1 (n‘ ”2> + (Esin®g + G cos?9) = o.

G - .
On pourra donc calculer ¢, 7 et 17 au moyen des trois équations du
¢

premier degré (L), (M), (P). On verrait aisément, ce calcul fait, com-
ment on pourrait, si on le jugeait utile, tenir compte d’apres la mé-
thode des approximations successives des carrés et produits deux 4
deux des quantités (¢).

Tous les coefficients de la premiére équation. (¢) étant maintenant
connus, concevons une expérience nouvelle qui ait déterminé une
autre incidence i et 'angle correspondant ¢ de réfraction; deux des
trois équations (L), (M), (P) détermineront z et ¢, qui devront satis-
faire 4 la troisieme.
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Occupons-nous ensuite du rayon extraordinaire. Appliquons donc
Ja formule (w) a I'équation (d) et nous aurons

tang o’ cu + 2Bud 4+ 2Daw?
ange -au'+2Du’W+2Cu”’

»" étant I'angle du rayon extraordinaire avec I'axe du cristal. De la
on déduira par le calcul qui a conduit a ()

g* — 2(Fsin*y’ + H cos®y’) —t:—”)
. N ) \
(7 tango’ = tangy’ 2 e,
a? — 2 (Hsiny’ + G cos’y’) 2;;
@'

Eufin nous avons
co siny’
ry ol A
Wy sin?
puisque nous supposons la face réfringente normale a I'axe.
Concevons une expérience qui ait donné un angle i et 'angle o’

correspondant; la seconde formule () et les deux équations (y) et (d)
’
. . . (0] .
contiendront trols inconnues = 2 et H, et pourront par conséquent
il

servir a déterminer la constante I, 1l faudrait encore transformer
ces trois formules pour rendre leur application facile; mais, pour
abréger, nous n’effectuerons pas ces transformations.

Tous les coefficients de la seconde équation (v) étant connus, de nou-
velles expériences serviront comme ci-dessus 4 vérifier cette formule,

Remarquons en terminant qu'on passe de la formule () & la for-
mule (e) en changeant ¢, B, 2D en a, A, A -+ C, ou en changeant £*,
F, aH en ¢, E, E+ G; donc on doit passer de méme de la seconde
formule (¢) a la premiére, et de la formule (7) & la formule (). Ce qui
montre comment ayant déterminé les formules qui convienuent au
rayon extraordinaire, on peut en déduire celles qui sont relatives au
rayon ordinaire.

Nota. — A la denxiéme page de la preface de notre Mémoire, nous aurions di
pour la discussion de Pintroduction des termes que nous y désignons par G§, Ga, G¢
renvoyer 4 un beau Mémoire de M. de Saint-Venant sur la théorie de I'élasticite, pu-
blié dans ce Journal {(aout 1863, p. 270).



