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MEMOIRE

SUR

LA REFLEXION ET LA REF RACTION CRISTALLINES;
Par M. Caaries BRIOT.

I.

1. Dans un Mémoire précédent (Journal de Mathématiques, ¢ série,
t. XI, p. 305), J’ai exposé une méthode qui permet de traiter le pro-
bléme de la réflexion et de la réfraction de la lumiére 4 la surface de
séparation de deux milieux quelconques, et je I'ai appliquée au cas
de deux milieux isotropes. Je me propose maintenant de Vappliquer
au cas ou le premier milieu est isotrope, le second biréfringent.

La méthode repose sur une extension du principe de continuité. Ce
principe covsiste en ce que, non-seulement les trois composantes du
mouvewment vibratoire, dans I'un et Pautre milieu, sont respectivement
égales en chaque point de la surface de séparation, mais encore leurs
dérivées premieres par rapport & une coordonnée perpendiculaire a
cette surface.

2. Prenons pour origine des coordonnées un point O de la surface
de séparation que nous supposons plane, pour axe des & une perpen-
diculaire 4 ce plan dans le second milieu, pour axes des y et des z deux
droites rectangnlaires dans ce plan, la premiere étant située dans le
plan d’ircidence. Nous avons vu que 'onde incidente donne naissance
dans le premier milieu, qui est isotrope, & deux ondes réfléchies, 'une
transversale, I’autre longitudinale, de sorte que I'état vibratoire de ce
milieu est représenté par les formules

—si)i —ux—+vy—st)i — —sl
g__:Ae(ua‘—-r—v_y “)'—i—A,e( ux—4vy s):+ae( u,Z4-vY §l,t,

7 = Be(uz+vy—st)i + B e(—ux+vy—75!)i g be(_“’x—'_w-s’)i
= ; i

(1)

’
C — Ce(ux+v_y—st)i + C| e(—ux+v,} —Sl)i’
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réduites 4 leurs parties réelles et auxquelles il faut joindre les rela-
lions

Au+Bv=o0, —A,u+ Bv=o,

3. 1l est aisé de voir que 'onde incidente produit dans le second
milieu, qui n'est plus isotrope, trois ondes refractées, deux transver-
sales, une longitudinale. Reprenons en effet le raisonnement que nous
avons fait pour établir le principe de continuité, ou de 'accord des
vibrations a la surface de séparation. Le mouvement vibratoire dans
I'un et 'autre wmilieu est représenté par une somme de mouvements

simples, tels que

__ UT -y ~- WL — st
£ = Ae ,

UL~ ¢y 4wz — st
n=Be” ™Y ,

—_ UX - OF ~+WE —st
§=2=Ce ,

caractérisés chacun par une exponentielle de la forme

Pu.r—i—v_r—i—wz—.u

I’accord des vibrations en chaque point de la surface de séparation
exige que les trois constantes v, w, s aient les mémes valeurs, ¢ = vi,
w = 0, § = si, celles qui se rapportent 4 I'onde incidente, dans toutes
les exponentielles qui ne différeront ainsi que par la constante u. On
peut donc représenter le mouvement vibratoire dans chaque milieu
par les formules

. VY -8 — $t —_— 2y g — i LY~z — S5t
g_gie , n__q,e" wz s, g:;,(’,‘j Wz —s

,
dans lesquelles &,, ,, §, sont des fonctions de la seule variable x.
Quand on néglige la dispersion, les équations différentielles du mou-
vement vibratoire sont des équations linéaires et homogénes aux déri-
vées partielles du second ordre des trois fonctions &, v, { des quatre va-
riables indépendantes x, y, z, ¢. Dans la question proposée, ces
éqnations se réduisent a six équations homogénes du premier ordre de la
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forme
T=he F=de B
d?i" = & + IMn, + 9, + PE, + 24, + KE\,
%‘ = L8, + N'n, 4 9'E, + RE, + 9", + AL,

Les coefficients £ , 9, 9,... sont des constantes dans I'un et P'autre
wilien ; mais ils changent rapidement, tout en conservant des valeurs
finies, quand on passe d’'un milieu & I'autre. 1l en résulte d’abord,
comme nous I'avons dit, que les quantités &, v, ', n’éprouvent que
des variations trés-petites, quand x varie de — &’ 4 + &/, x' étant une
quantité tres-petite, et a plus forte raison les quantités &,, u,, §,. Cest
en cela que consiste 'accord des vibrations a la surface de séparation
des deux milieux, avec I'extension que nous lui avons donnée.

Pour intégrer chacun de ces systémes d’équations différentielles, on
posera

(

E_I A eus, 1, = Be*. g’ — Ceux’

E,=ulde**, n,=uBe"®, { = uCe”;

la constante u sera assujettie a vérifier une équation du sixiéme degré;
les racines de cette équation fourniront six intégrales simples, dont la
somme constituera I'intégrale générale.

4. Lorsque le milien est isotrope, 1’équation du sixiéme degré en «
se réduit a une équation du troisieme degré en z* ayant une racine
double et une racine simple; pour préciser le raisonnement, nous sup-
poserons ces deux racines négatives; & la racine double correspond
une vibration transversale, a la racine simple une vibration longitudi-~
nale (I Mémoire, 7). Un milieu homoédrique quelconque différant
peu d’un certain milieu isotrope, qui représente en quelque sorte sa
constitution moyenne, I’équation du sixieme degré en u admettra deux
racines peu différentes, de la forme u’/, v”i, v’ et u” étant des quantités

24..
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positives, deux autres aussi peu différentes de la forme — u”i, — u"i,
les deux quantités positives u” et u™ différant peu de v’ et u”, et-enfin
deux racines telles que ;i et — u',i, les deux quantités positives v, et
u’, différant peu P'une de 'autre. Aux quatre premiéres racines corres-
pondent des vibrations transversales ou quasi-transversales rectilignes,
aux deux autres des vibrations quasi-longitudinales. La coordonnée x
étant positive dans le second milieu, on ne prendra que les trois ra-
cines w'i, u”i, u i qui fournissent des ondes planes s’éloignant du plan
de séparation. Ainsi 'onde incidente peut donner naissance dans le
second wiilieu & trois ondes réfractées, deux transversales ou quasi-
transversales, et une quasi-logitudinale, de sorte que I'état vibratoire
de ce milieu sera représenté par les formules

__ arfuzvy —s0)i u (U zvy—st)i y (o x4 vy —si)i
E=Ae ~+ A”e +ae )

(2) 0= By LV F vy —stji 4 B o0 TV —s0i _ b,e(u',r+v_y—st)i’

(1 W vy —st)i y (0" x+vy—st)i (0| x4vy —st)i
g=Ce + e >+c’e' R

réduites aussi a leurs parties réelles.

d¥ dn di
dz’ dz’ dx
I'autre milieu, sont respectivement égales pour x =o, on a les
six équations linéaires

5. En écrivant que les valeurs de &, v, &, » dans 'un et

A+ A 4+a=A+A+da,
B+B, +b=B 4B+ V¥,
C—+C, =C+C'+c.
Au—Aju—an,=Av—+ AV +au),
Bu—B,u—bu,=Bun +Bu 4+ b'u,
Cu—Cyu =Cu + Cu + c'u.
Si 'on appelle & Pangle d’incidence, «’ et «” les angles de réfrac-
tions, et de méme «, et o, les angles aigus que font avec Ox les nor-

males aux deux ondes lougitudinales, I'une réfléchie, 'autre réfractée,
on a '

I ”

I
u n u u u
- =cota, — =cotd, — =cota, -;' = cota,, - =cota,.
-y
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Soient Og, Og,, O¢', 09", O¢, les traces sur le plan d’incidence de
I'onde incidente, de 'onde transversale réfléchie et des trois ondes
’
réfractées, ces droiles faisant toutes avec Oy des angles aigus. On
pourra représenter la vibration incidente par ses projections sur les
deux axes rectangulaires Oz, O¢ situés dans son plan
V¢

c — Ce(ur+vy—-— st)i’ D8(|1x+v_7--st)i

qﬂ ==
d’ou
A=—Dsina, B=Dcosa;

de méme, la vibration transversale réfléchie par ses projections sur
les deux axes rectangulaires Oz, Og, situés dans son plan

g j— C‘ e(—-ux+v]——st)i, 0, = D, e(—ur—(—-v_y.—st)i’
d’ou
A, =D,sinez, B,= D,cosa.

Quant a la vibration longitudinale réfléchie, si on appelle e son am-
plitude, on a
a=— ecosa,, b=esina,.

Les équations (3) deviennent ainsi, disposées dans un autre ordre,

C+C,=C+0C+¢,
(C — C,) cot a = C'cota’ + C”cota” + ¢'cota,
(D4 D,)coset + e sina, =B + B"+ &,

2
(4) { —(D+D,)cosx + e % = A’cota’+A"cota”+a' cota,,
1

— (D —D,)sina — ecosaty =A'+ A"+ a,

cos?a :
(D —D,)—— — ecosa, =B cota’ + B"cota” + ¥cote,.

6. Cesont six équations du premier degré a six inconnues. On donne
la vibration incidente, c’est-a-dire C et D; la vibration transversale
réfléchie contient deux inconnues C, et D,, la vibration longitudinale
réfléchie une seule inconnue e; les trois vibrations réfraciées étant



1Go JOURNAL DE MATHEMATIQUES

rectilignes et s’effectuant suivant les directions déterminées, chacune
d’elles ne renferme qu’une seule inconnue, son amplitude; en tout
six inconnues. Nous avons supposé a la vérité que toutes les valeurs
de u relatives au second milien sont de la forme ui, ce qui donne
trois ondes planes qui se propagent sans s’affaiblir en s’éloignant de la
swface de séparation. Si, dans le milieu isotrope fictif dont le second
milieu différe trés-peu, une racine de I’équation en u?, par exemple la
racine simple, est positive, I'équation du sixieme degré en u aura une
racine réelle positive et une racine réelle négative, peu différente de
la premiere en valeur absolue; 4 la racine négative correspond une
vibration dont amplitude diminue rapidement, & mesure qu’on s’é-
loigne du plan de séparation, et qui par conséquent reste concentrée
daos le voisinage de ce plan (1" Mémoire, 8); il suffira de remplacer
dans les équations précédentes, et par suite dans les formules que nous

I

. . .U
’ ! . r ’ 1
en déduirons, v/, par U'7, ou cotd, par i el

1.

7. Il semble résulter de la théorie mathématique de la propagation
de la lumiére dans les milieux homoédriques quelconques, et c’est une
remarque qui a été faite par Cauchy il y a longtemps, que la vibration
ne peunt étre située rigoureusement dans le plan de 'onde, quesi la vi-
tesse de propagation est la méme dans toutes les directions, ce qui n'a
lieu que dans les milieux isotropes, et dans les cristaux & un axe opti-
que pour la vibration ordinaire. Dans tous les autres cas, les deux vi-
brations transversales font des angles petits avec le plan de I'onde, et
la vibration longitudinale un petit angle avec la normale au plan de
Ponde. Nous effectuerons d’abord le calcul, en négligeant cette dévia-
tion des vibrations dans le second milieu, c’est a-dire en supposant que
chacune des deux vibrations transversales est située rigoureusement
dans le plan de P'onde, et la vibration longitudinale rigoureusement
perpendiculaire an plan de 'onde.

Appelons §' et §” les angles que font avee Oz les droites suivant les-
quelles s’effectuent les deux vibrations transversales refractées, angles
comptés de Oz vers O¢’, ou de Oz vers O¢”, E’ et E" les amplitudes de

" [ e [T
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ces vibrations. Ces vibrations seront représentées par les formules

’ —st)i . ’ - -
; — F cosb’ e(u XtVY—S§ )l, (P’ — F/sin®’ e(u x4-vy s:);,

” i . "% 4-vy ——s )i
C = E’cos 6/; e(u L A-VY —3§ )z’ q)” E’sin 6” (u"x y 5’/”’
et l'on aura

C' =Fcost/, A'=—Fsin¢sine/, B =FE sinf cosa’,
C"=E"cost”, A”"= —E'sinf"sina’, B”"=E’sin6"cosc".
Quant 4 la vibration longitudinale, si I'on appelle ¢’ son amplitude,

on aura
a =¢ecosa, b =¢esing,, ¢ =o.

Ies équations (4) deviennent

{ C + C, =FE'cosd +4- E”cos§”,
(G — C))cot & = E'cost’ coter’ + E”cos§” cotel,
(D + D,)cosa + esin o,

= E’sinf'cosa’ + E’sin@”cosa” + e'sind,,

cos’a
— (D +D,)cosa + e -
sSma,
: ] ) cos’«,
(5) = — KE'sin6’ cose’ — E’sin§"cosa” + €' n L
[74

1

— (D —D,)sina — ecose,
= — E'sin¢’sin o' — E”sin 8"sin o” + ¢’ cos«,,

(D—D,)

cos?a

—— — €CoSsa,
sIino

. cos?a’ . cos? o”
= E'sin0’' — + E’sin §" ——— +- €' cosat’,.
Sin o S &
On a ainsi six équations linéaires entre les huit quantités C, D, C,, D,,

e, B, E’, ¢'. Deux de ces quantités peuvent étre prises arbitrairement,
les six autres sont des fonctions de ces deux-la.

8. Pour résoudre facilement ces équations, nous ferons usage d’un
procédé ingénieux qui a été employé par Mac-Cullagh dans son remar-
quable travail sur la réflexion et la réfraction cristallines (Journal de
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Mathématiques, 1842). Nous chercherons d’abord quelle doit étre la
vibration incidente pour qu'il ne se produise dans le second milieu
qu’une seule vibration réfractée; il faut faire E” = o, la quantité E res-
tant arbitraire. Les équations (5) se réduisent a

C + C, = F'cost,
(C — G,) cota = E'cosf’'coter,

(D + D,)cosa + esina, = E'sin@’ cosa’ + €'sind,
cos’a cos*a’
(6) — (D +D,)cosa +e — : = — E'sin¢’ cosa’ + €’ )
sina, sin o,
— (D —D,)sina — ecosa, = — E'sind’sin & + €'cosa,
c0s? o . cos?«'
(D—D,) =— —ecosa, = E'sinf’ —— + ¢’cosa,.
sino S1na

Mais ces équations sont précisément celles qui se rapportent au cas
de deux milieux isotropes et que nous avons résolues dans notre pre-
mier Mémoire. En appliquant immédiatement les formules que nous
avons trouvées (12), et posant o = @, — &, on a

| C =TFlc s,sm(a +ac)

‘ 251N ¢ COS &

sin {«’ + a) cos(a’ —a—|-—uy\
2.sin &’ cosacosa

D =Esind

sin (& — @
C,= F'cosg' & =4,
2sina’cosz
sin (of — &) cos (o + a« - )
; ’
26in &' o5 o COS &

D,= E'sin§’

ng sin (o + «) sin (&’ — ) sing,
sino’sin (&, + &) cos @

e =F's

e — F'sin &' sin (&' + o)sin (&' — o) sin &
’ sina' sin (¢, + « )cosw

9. En faisant E'= o et laissant E” arbitraire, on obtient des for-
mules analogues; il suffit de remplacer dans les seconds membres E’
parE’, et & par «”. On a ainsi deux solutions particulieres des équa-
tions (5), renfermant chacune une constante arbitraire; ces équations
étant linéaires, la somme sera aussi une solution, et comme elle ren-

i EETERE)
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ferme deux constantes arbitraires F’ et E’, ce sera la solution générale :
"; C = E’cose’ M -+ E”COSG” M ’

2sin«’ cos « 2sin «” cos «

. S0 4+« cos/oc’—
D = FE'sing S0+ ), & — «+ o)
2 sina’cos & cos o

+ E’sin 6" sin (z” + a) cos (a” — & -} =) ,
25in 2” cose cos o

sin (&' — o sin (¢’ — o
Cy=Ecos§ 20— | proogosinle’ —a)
2sin a’cos 2sina” cos

D, = F'sin ¢’ sin (@' — a)cos (« + 2 + @) -
(8) 1 2sine’cosz cos @

. sin (&” — a) cos {@” + o + )
-+ E”sin§” -
2in 2" ¢0s @ cos =

L

e — I/sind sin (&’ + &) sin (&' — o) sina,
- sina’sin («, + o) cos @

Sin (@” + o) sin (2" — o) sing,
sin &’ sin (&, - &) cos w

-+ E’sin§”

' — Fsinf’ sin (@’ 4- &) sin (' — ) sin &,

e > ot ’
sin &' sin (&, + o) cos &

—+ E’sin 6 sin (a” + o) sin(a” — @) sind/,’
sina” sin (&, + ) cos &

i

Dans la pratique, les données sont, non pas E’ et E, mais les deux
composantes C et D de la vibration incidente. Si 'on pose

A =sinf§"cos'cos («” — & + =) — sin cosf”cos (o — & + ) H

des deuxpremiéres équations on tire les amplitudes des deux vibrations
transversales réfractées,

’ 2sina’cosa CsinG’cos (o "
=" o' —a+w — Dcos§ cosm
(9) ‘ A51n(a’+a)[ ( + ) 0 ]’
. 2sin a” cos .
? B=— Rln—(a,,—_*_:i) [Csinf'cos (o — & + &) — Dcosf cosm].
[+4
\

Portant ces valeurs dans les équations suivantes, on a les deux com-
posantes C, et D, de la vibration transversale réfléchie, et les ampli-
tudes e et ¢’ des vibrations longitudinales.

Tome XII (2¢ série). — Juin 1867, 25
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10. Quand les deux milieux sont isotropes, I’angle & parait avoir
une valeur imaginaire trés-petite, au moins lorsque I'angle d’inci-
dence « est supérieur 4 une certaine limite; c’est 13 ce qui produit la
polarisation elliptique dun rayon réfléchi, telle qu'elle a été observée
par M. Jamin. Il est probable qu’il en est de méme lorsque le se-
cond milieu est cristallisé.

1l en résulte plusieurs conséquences remarquables. Supposons la
vibration incidente rectiligne, C =Ecosf, D =Esinf; les valeurs
de E' et de E” renfermant I'angle imaginaire =, les deux vibrations
transversales réfractées, quoique rectilignes, auront entre elles une pe-
tite différence de phase, 4 I'entrée méme du cristal. 1l en sera de
méme des deux composantes C, et D, de la vibration transversale
réfléchie, qui sera elliptique.

Considérons maintenant les formules (7), qui se rapportent & la ré-
fraction uniradiale, ¢’est-a-dire au cas ou une seule vibration trans-
versale réfractée se produit dans le second milien. Si I'angle = est ima-
ginaire, pour que ce phénoméne ait lieu, les composantes C et D ayant
entre elles une petite différence de phase, il est nécessaire que la vibra-
tion incidente soit elliptique. Posons tangs = — &i (1" Mémoire, 15);
les formules (7) deviennent

C =FE'cost sin (o + 2]
L 77 asina’cosa
( D=F sin&’w [cos (&' — &) + iesin (o’ — a)].
(Io) 28lna COS«
C.. — E'cos SN — )

— T
281na COos o

e sin (o — a)
D, =FEsinf —————
2sin & cosa

[cos (& + &) + fesin (&' + a)].
4

Dans l'expression de D, la partie imaginaire étant toujours tres-
petite par rapport 4 la partie réelle, la vibration incidente sera presque
rectiligne; Iellipticité sera peu accusée. Mais, dans la vibration réflé-

chie, lorsque I'angle o + « est égal a 1—;, la différence de phase des
deux composantes G, et D, devient égale 4 E; si en outre I'azimut §’ de

5 . ’ y .« . T .
la vibration réfractée est voisine de -, le rapport des axes peut acquérir
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une valeur sensible. C'est dans ces conditions que s’est placé M. Jamin
pour observer la polarisation elliptique & la surface des milieux trans-
parents isotropes; il est probable qu'on l'observera de la méme ma-
niére 4 la surface des cristaux.

11. En géoéral, dans le cas de la réfraction uniradiale, la vibration
incidente et la vibration réfléchie sont sensiblement rectilignes, et les
angles 0 et 9, qu'elles font avec I'axe Oz sont donnés par les formules
approchées
(11)

tangd = tang@’cos(o’ — a),
tang 6, = tang(’cos (o' + a),

que P'on déduit des équations (7), eny faisantz = 0. A ce degreé d’ap-
proximation, si la vibration incidente est rectiligne et dans la direc-
tion 6, elle donnera naissance & une seule vibration réfractée et i une
vibration réfléchie aussi rectiligne et dans la direction §,. On détermi-
nera les amplitudes de ces deux vibrations par les formules

2sina’ cosa
sin (&' +- )
sin (&’ — @)
_._—,—_,
sin (2’ < @)

g E cosb’ = Ecosf

(r2)
? E, cos§, = Ecosf

que Pon déduit aussi des équations (7). - »

La considération des transversales a permis & Mac-Cullagh de com-
prendre dans une méme loi géométrique 'ensemble des formules (11)
et (12), relatives a la direction et a amplitude des vibrations. Mac-
Cullagh appelle transversale d’une vibration rectiligne, une droite si-
tuée dans le plan de 'onde, et perpendiculaire a la direction de la vi-
bration; pour préciser cette définition, on se supposera placé sur la
normale i 'onde, les pieds sur le plan, la téte du coté vers lequel se
propage I'onde, et on portera un angle droit 4 partir de la vibration
dans un sens convenu, par exemple de droite & gauche. Dans la figure
ci-contre qui se rapporte au cas oll w > o, et par suite & > o', les vibra-
tions incidente, réfléchie ou réfractée sont OE, OE,, OF'; leurs trans-
versales sont OT, OT,, OT". Les formules (1 1) signifient que les deux tri-
angles sphériques ZT'T, ZI'T, sont rectangles en T', et par conséquent
que les trois transversales OT, 01", OT, sont situées dans un méme plan

25.,
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perpendiculaire 4 Ponde réfractée. On peut énoncer autrement cette
premiére partie du théoréeme, en disant que les droites OE, OFE, sui-
vant lesquelles s’effectuent les vibrations incidente et réfléchie sont les

projections de la vibration réfractée OE sur P'onde incidente et sur

Ponde réfléchie. Portons maintenant sur les transversales OT et OT,
des longueurs OF et OF, égales a E etE,, la diagonale du parallélo-
gramine construit sur ces longueurs OF et OF,, coincidera avec la trans-
versale OT’ de la vibration réfractée, et Vamplitude E’ de cette vibra-

tion sera égale 4 la longueur OF’ de cette diagonale multipliée par =.
w

Cette construction remarquable équivaut aux formules (11) et (12) qui

ne sont autres que les formules de Fresnel, relatives aux milicux iso-

ll‘OpES .
Fic. 2.

Pour la seconde réfraction uniradiale, celle qui correspond a I'hypo-
“thése E'= o0, on a des formules analogues; il suffit de remplacer ¢

par §”, & par a” et E' par E”.
Maintenant, si 'on donne une vibration incidente quelconque,
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rectiligne ou elliptique, au lieu d’appliquer les formules (9) et (8),
on pourra la décomposer en deux vibrations rectilignes suivant
les deux directions 5 chacune d’elles produira une vibration trans—
versale réfractée et une vibration transversale réfléchie que I'on calcu-
lera d’aprés les formules (11) et (12), ou que 'on déterminera d’apres
la construction géométrique de Mac-Cullagh. Ta résultante des deux
vibrations réfléchies sera la vibration réfléchie cherchée.

Si I'angle d'incidence « est tel, que les deux valeurs de g, soient
égales, c’est-a-dire que 'on ait

(13) tang@’cos (o' + &) = tang§” cos («” + a),

les deux vibrations réfléchies s'effectnant suivant la méme droite, la
vibration résultante sera aussi rectiligne, et dans la méme direction 6.,
quelle que soit la vibration incidente, rectiligne ou elliptique.” Cette
valeur de « est ce qu'on appelle I'angle de polarisation, et c’est par
cette considération que Mac-Cullagh I’a déterminé. Mais il est probable
qu’il n’existe pas rigoureusement d’angle de polarisation, et que la vi-
bration réfléchie est elliptique; car les valeurs de « - « et de « + 4"

. . ’ . o . 4
qui vérifient I'équation (13) sont voisines de 5 etl'on se trouve alors

dans les conditions de la polarisation elliptique. Clest pourquoi nous
n’insisterons pas davantage sur ce sujet.

III.

12. Nous avons négligé jusqu’a présent la déviation des vibrations
dans le second milieu, ¢est-a-dire que nous avons admis que les deux
vibrations transversales sont rigoureusement situées dans les plans
d’onde et la vibration longitudinale rigoureusement perpendiculaire.
Mais il est probable que ceci n’est qu'une premicre approximation;
nous allons supposer maintenant que les vibrations sont quasi transver-
sales ou quasi longitudinales, comme Findique la théorie. Nous appel-
lerons 7' et " les angles trés-petits que font les directions des deux pre-
mieres vibrations avec les plans d’onde, et 7, P'angle trés-petit que
fait la troisiéme avec la perpendiculaire au plan de l'onde. Nous dési-
gnerons d’ailleurs par §', ", ¢, les azimuts de ces vibrations, ¢’est--
dire les angles que font avec Oz leurs projections sur les plans d'onde.
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On a, pour une vibration quasi transversale,
A’ = E/(— cos7'sin§’sina’ + sint’cos«’),
B’ = E'(cost'sinf'cose’ + sint’sina’),
C' = E cost’cos¢’
’
et, en négligeant le carré de la déviation v/,
A’ = F/(— sinf’sina’ + sint’cosa’),
B’ = E'(sinf’cosa’ + sint'sina’),
C'=E'cosf".
On aura de méme, pour une vibration quasi longitudinale,
’ —_ ? . [ . . 1 4 [
a’ = €' (— sin7,sinf sina, 4 cost, cosaj,
b = ¢ (sint, sinf,cos &, + cost, sina}),
¢’ = €'sin7,cosf’,,
et, en négligeant le carré de 7,
' o 4 P . '
a' = ¢€'(cosol; — sintsinf sin &),
P ’ LN A 7 v
b = e'(sina; + sin?sinf cosa),
¢ = e'sint, cosf,. '
Les équations de condition relatives & la surface de séparation des
P

denx milieux deviennent ainsi

C + C,— E’cost’ — E”cos8” = e'sin< cos¥,
(C — G,)cota — E’cos®’ cota’ — E”cosb” cota” = ¢'sint’, cosf cot« ,
D + D,)cos« -+ esina, — E/sin9’ cosa’ — E”sin8” cosa” — €’sin«
] 1

— E’sin<’sino’ + E”sint”sina” + €’sint,sin ¢ cos«

cos*a, . . cos’d
— (D + D,)cosz + e — + E'sin6’cos«’ + E”sing” cosa” — ' ——+
sina, sina’,
., cos’d . cos’a” . .
(14) = Esint’ "+ E”sint” —— — €'sin7,sinf, cosa,,
S1D o 1N &

— (D — D))sina — ecosx, + E’ sin®'sino’ + E”sin6”sina” — e’ cosa’,

— E/sint’cos’ + E”sint” cosa” — €’sint, sing) sin«),

cos’a . coste ., co8%a”
(D —D) - — e cosa — E'sing’ —— — E’sing” ———, — e’ cosa,
sina 10 & .Sinax
. ’
. . . . cos’a
— E’sint cosa’ -+ E”sint”cose” -+ €'sin7, sinf, ——=-

| sind|

¢ o RN
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Les seconds membres onl des valeurs trés-petites ; les équations que
Yon obtient en égalant les premiers membres & zéro sont précisément
les équations (5) que nous avons trouvées en négligeant la déviation.

13. Dans le cas de la réfraction uniradiale, si 'on fait E’ = o, les
équations précédentes se réduisent &

C + C,— E'cost’ = ¢'sin7,cost’,,
(C — C,)cote — E'cos®’cola’ = €'sinT, cosd cota,
(D + D,)cosa -+ esinz, — E'sin®’ cosa’ — €'sin,

— F’sint’sina’ +- €’sintsin8,cosd,,

)
costa . ) cos’a
— (D +D,)cosu + € ——+ E'sinf’ cosa’ — ¢ —*
sine, sina,
orose s COSPQ <
(15) , = E'sinv’ ——- — €’sin7sin¥ cos o
y sin al 1 1 (4

— (D — D,)sina — ecosa, + E'sind’sina’ ~— ¢’ cos«,

= E’sint’ cosa’ — €’sin7,sinfsine’,

) cos’a ., coste
(D —D,) —— — ecosa,—E'sin¢’ ——— —e'cos <,
sinz sin
r
! . , . cos’o
a = F'sint’ cosa’ + €sin7, sin§, ——*
\ SN

3

- Dans ces équations E’ est regardée comme une quantité donnée, les
inconnues sont C, C,, D, D,, e, ¢/. Au degré d’approximation auquel
nous nous arrétons, c’est-a-dire en négligeant le carré de la déviation,
on peut dans les seconds membres remplacer e’ par sa valeur appro-
chée (7) tirée des équations (6). Appelons C, C,, D, Dy, e, ¢’ les va-
leurs des inconnues qui vérifient les équations (6), C + ¢C, G, + ¢C,,
D +¢D, D, + dD,, e + de, ¢ =+ de’ celles qui vérifient les équa—
tions (15); nous aurons a résoudre les équations )

8C + 3G, = ¢'sin7 cos¥,
(C—3C,)cota = €'sin 7, cos cota ,
(6D + 8D)) cosa + Je sinx, — Se’sine’, — E'sin «' sina’ + ¢’sin7sind, cos o,

I

cos?a €05%, cos’a

(16) { —(éD 3D \)cosz + de—— —de' — 1 —=FE'sint’ -——— — e'sin< sin ¢ cos o,
sina, sino, sina’
— (8D —8D,)sinx — decosa, — de'cose’, = E'sin ' cos &’ — e’sin7 sin® sin«’,
cos’a . . ., cosa
(0D —dDy) —Jecosa, —de cosx, = E’sin <’ cosa’ +e’sinsin ¢ -

: P
sina sine,
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Des deux premiéres, on déduit

sin (2, + o)

C = ¢'sint,cosf, ————>
281N o, COS &

. r
N - sin (&, — «
C' = e'sin7 | cos§ (e, — ),

)
(17) S
(o“

! o sina’, cosa

De la troisiéme et de la quatriéme, ajoutées membre 4 membre, on tire

de de’ E'sint’
. - - = _—
sine,  sina| sin &’
d'ou
sina . sinx
oe = de¢ — + E'sint’ ——.
sind, sina

Portant cette valeur de d'e dans la troisiéme et la cinquiéme équation,
on a les deux équations

(0D + 0D, )cosg -+ de 0t e sine
sina,
sin (o' — «,) sin (o' + o)

= E'sin?’ —
sin &

+ e'sintsinf cosa,,

. , sin (@, + o) cos
— (¢D — ¢D,)sine — de —1-—@—5—“%,1)—(:33
, sin (o' + ) cos(a’ — a,)

= E’sint F—
sSina

— e'sint sinf sine|.
1.’élimination de d'¢’ donne I'équation
d¢Dcos(a + w) + 0D, cos(x — w)

, 8in (&’ + a,)sin (' — )
sina’

= E'sint ~+ €'sin7 sing, cosa,.

D’autre part, de la cinquiéme et de la sixiéme des équations (16), re-
tranchées membre 2 membre, on déduit

. . sina
0D — 0D, = €'sint sinbd, —+

sin o,
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De ces deux derniéres éqnations, on tire

, 8in (@' + a, )sin{¢’ —a',)
2sina’ cosxcosw

' 0D = F'sint

. . cos (o — ) sin (&, + «
—+ ¢’sint, sinf (e ) sin (, )

S b
2.c0528iNnd, COS T3

(18) <'

. . ,
, sin (&’ + o, )sin (&’ — &)
2sina’ cosacosw

oD, = E'siut

g o (ot 4 &) sin (o, — a)
1 2cosasing, cosam

-+ €/sintsin

En remplacant daos les équations (17) et (18)¢’ par sa valeur appro-
chée donnée par la derniére des équations (7), on a enfin

! . . sin (¢ + «) sin (& — «) sin(«, +
. 0C = E'sin6’sin7’ cosb, ( ] ‘,(. Jsin (e, “)
2cosasing’sin{a, + «,)cosw

sin (&’ + &) sin (& — a)sin{e, — a)

0C, = E’sin’sint, cosd -
“ 1 1 ocosasineg sin (a, -+ o) cosz

. . !
, sin{e’ + «,) sin (o — &)
2cosa sina’ cosa

0D = E'sinz

(19) ., ., .y
. . . sin (o + &) sin{a’ —a) cos(x, —a)sin («, 4+ 2
+ E'sinf'sint,sinf, — + e)sin(c ,a.) (0 —2) 2( Rl

2cosa sina' sin (&, + &) cos’w

’

sin (o' 4+ &,) sin (&/ — &)
2cosa sing’ cosw

0D, = E'sint’

+ E’sin@’sintsind’ sin (o + a)sin (o — o) €08 (a, + a)sin(«, — o)
1 ! 2.cosz sina’ sin (, -+« )cos’ @

On ajoutera ces quantités petites aux valeurs approchées données par
les formules (7).

Comme les angles a, et &', réels ou imaginaires, paraissent étre peu
différents 'un de 'autre, on pourra sans inconvénient faire o', = ¢,
dans les formules précédentes, ce qui les réduit &

—_ L, .

T i i . sin{a + @) sin (&’ — «) sin (& -+ «)

?C =FE sinf sint, cosd’, S cosasing S ,

(20) .

sin(a’ + ) sin(&'— a)sin (e, — «)
2co5a sina’ sin 2 «,

dC, =F sin§ sint, cosf’ s
1 1 1
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0D =TL'sin? sin (&’ 4 a,) sin (&’ — «, )
- 2 cosa sina’

sin (o <+ a)sin (o’ — a)cos(z, — a)sin o+ )
2 cose sina’ sin 2 «,

+E'sin®sin, sinf,

OD. — F’sint’ sin(a’ +a,)sin(a’ — a,)
e 2 cosasine’
sin (a4 a)sin (2’ — a) cos (&, + «) sin (&, —«)
2c08a sina sin 2 «,

H

+FE’sin§'sin7  sind,

14. Nous avons ici en quelque sorte trois causes de perturbations :
1° celle qui provient de 'angle =, ou de la différence des vitesses de
propagation des vibrations Jongitudinales dans les deux milieux; 2° la
déviation 1’ de la vibration transversale dans le second miliea; 3° la
déviation 7| de la vibration longitudinale dans ce méme milieu. Nous
avons déja étudié l'influence de la premiére cause (n° 10); elle pro-
duit la polarisation elliptique.

Pour reconnaitre I'influence de la seconde cause, nous négligerons
les deux autres, c’est-a-dire que nous ferons = = o, ¥, = 0; on a ainsi

‘ ¢C = dC, = o,
(22) ' D = ¢D, = F'sint’ °

in (¢ + @) sin(a’ — a,)
2sin 2’ cosa

Si I'on désigne par w et w, les vitesses de propagation des vibrations
transversales et des vibrations longitndinales daus le premier milieu,
par o’ et w” les vitesses de propagation des deux vibrations transver-
sales dans le second milien, on a

. . . . w?—w?
sin(a + a,) sinfa’ — a,) =sin*a’ — sin* o, = ——Lsin*;
N ]
cette quantité est réelle. Les formules relatives & la réfraction unira-
diale se réduisent ainsi 4

, sin{a’ + o)

i

| C = E cost/ ——; ’
2 sinz’ cosa
. sin (&' + «) cos{a’ — a) . w'?—wl sina’
D = E'sing ! . ), ( -+ E'sint? —— )
( 3) 251’ cosa o't 2COSa
23)
5 sin (o — «
C, = ! cos§’ ———-—-( > )7
2sina’ cosa
M ’ ' 1/ 2 M !
. sin(a’ — &) cos(a’ + a) . w'?—w] sine
D,= E'sin#’ ( . ), ( S Esinty ———1 .
28IMa’ cosSx w2 2 ¢0S 2%
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La vibration incidente et la vibration réfléchie sont rectilignes; leurs
azimuts sont donnés par les formules

w2 — w?  sin’a’sine’
n ?
o2 cosb’ sin (o« + a)

5 tangf = tang¢’ cos(a’ — a) +
(24)

o't — w? sin?a’ sint’

tangf, = tang§’ cos{ v’ + a - .
87 ® (o' +a) + ®?  cosf sin{a’ — &)
Le rayon lumineux réfracté fait avec la normale au plan-de 'onde
un angle trés-petit 9, et les deux angles 7' et 7’ qui s’évanouissent
ensemble sont sensiblement proportionnels. Posons

0)'2—

o — ot sint’ = mtangy';
- 87

f2

les formules (24) deviennent

msin’z’ tangy’

- I ‘
tangl = tang§’ cos(a’ — a) + cos? sin(e & 2]

(25) m sin’a’ tangy’

( tangd,= tangf’ cos(a'+ a) + cosT S0 (@ — )

Sim =1, ces formules sont précisément celles qui ont été trouvées
par Mac-Cullagh, en partant d’idées tout a fait différentes de celles de
Fresnel, et qui ont été vérifiées par les expériences de M. Seebeck,
relatives a I'angle de polarisation. Mais ces expériences, comme nous
'avons déja remarqué au n® 41, ne paraissent pas avoir Vimportance
qu’on leur attribuait; il est trés-probable que, dans le voisinage de cet
angle, la vibration transversale réfléchie est non pas rectiligne, mais
elliptique, comme cela a lieu dans les milieux isotropes, et que M. See-
beck observait, non une extinction compléte, mais le minimum du
petit axe de I'ellipse.

Quant & la troisieme cause de perturbation, celle qui provient de Ia
vibration longitudinale réfractée, elle introduit probablement dans les
formules de nouveaux termes imaginaires; de sorte que le coefficient
d’ellipticité de la vibration transversale réfléchie résulte de la combi-
naison de deux termes qui s’ajoutent ou se retranchent; on concoit
que ce coefticient puisse méme changer de signe suivant la position du
cristal. C'est une observation qui a été faite par M. Jamin sur le spath.

26..
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15. Jusqu'a présent nous n’avons traité que le cas de la réfraction
uniradiale. Les formules (1g) donnent une solution particuliére des
équations linéaires (14), avec une constante arbitraire E/. L’hypothese
E' = o fournira une seconde solution particuliere, avec une aufre
constante arbitraire E”. T.a somme de ces denx solutions particuliéres
sera la solution générale :

C iEE’cosﬁ’M
2 cosa sina’
. . sin{a’ + a)sin{a’ — a) sin{a’, +a
-i—z E’sin6’ sint’, cos?, ( ) ,(. Jsin(e, )
2 cosasina’sin{a, + « ) cos@

Y

D = EE, sind’ sin (¢’ 4+ x) cos(a’ —a -+ @)
2c0so.sina’ cosw
sin(a’ + a)sin(«’ — ;)
2 cosz sina’ cosm

+2 E sint’

. Sin(z’-i—a)sin(a'—-a)cos(:c.——a)sin(a/l—}—a)
t in o' si g 2 T
2coszsin «'sin(«, + &) cos’@

k4

+ ZE’sin §'sint sind

sin{a’ — &
Co =S F costy e =)
7 2cosasine
sin{a’ + ) sin (' — a) sin{z’,—=)
2 cosa sina’ sin {a, + «) cos@

+Z E’ sin6’ sint, cos,

sin{e’ —a)cos(a’ + a+ @)

D,=2E’sin@’

2 cosxzsina’ cosSw

sin (& + &) sin (& — &)
2 cosa sine’ cosw

+2 E sint’

. . . sin (&' -4 2} sin (&' — &) cos(a ~+ =) sin( o, — «)
‘- +2E’sm@’smr’151n€‘ ( )sin( ,,) (2 )i (o, =)
2cosxsina’sin(«; + o' ) cos’s

Le signeZindique la sommme de deux termes; pour avoir le second

terme, il suffit de remplacer dans le premier E, af &, © par
" ”
", a", 68", 7.

Dans la pratique, on donue le rayon incident, c’est-a-dire G et D;
des deux premiéres équations on déduira E’ et E’, et ensuite des deux
derniéres C, el D,. Mais on peut simplifier la résolution en négligeant

) ) }
les quantités petites du second ordre.

- G a—



