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MEMOIRE

Sur le choc longitudinal de deux barres élastiques de grosseurs
et de maticres semblables ou différentes, et sur la proportion
de leur force vive qui est perdue pour la translation ultérieure;

Et généralement sur le mouvement longitudinal d’un SYs-

teme de deux ou plusieurs prismes élastiques;

Par M. DE SAINT-VENANT.

Lu & Académie des Sciences le 24 décembre 1866.

PREMIERE PARTIE.

EXPOSE. — CHOC DE DEUX BARRES DE MEME MATIERE ET DE
MEME SECTION.

A. Exposé et principaux résultats. — Coriolis, en étudiant soi-
gneusement le phénoméne du choc, avait fait, dés longtemps avant sa
publication de 1829 [*], cette simple et judicieuse remarque, qu’a la
fin de celui de deux corps parfaitement élastiques, la somme des forces
vives, évaluées en attribuant i ces corps les vitesses de leurs centres
de gravité respeclifs, ne pouvait étre égale a la somme des forces vives
possédées avant le choc, que si ces mémes corps restaient aprés leur
séparation sans mouvement vibratoire comme sans compression; que,
par conséquent, quelque entiére que fut leur élasticité, et contraire-
ment & ce qui est ordinairement enseigné, il y avait généralement des
pertes, méme considérables, de force vive utile ou translatoire; idée
que Binet avait eue de son coté en considérant seulement le son que
toute collision fait entendre.

[*) Du caleul de Ueffet des machines, n° 66, ou Rapport de Navier sur cet ou-
vrage, p. 4.
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Cauchy ayant été prié par Coriolis de calculer la force vive ainsi
perdue pour le mouvement de translation ultérieur des corps qui se
sont heurtés, répondit & cet appel par une Note de deux pages déposée
a PAcadémie le 19 février 1827, et aussitot imprimée [*]. 11 y consi-
deére le choc longitudinal de deux tiges ou barres cylindriques ou pris-
matiques de méme matiére et de méme grosseur, supposée petite, qui
se heurtent avec des vilesses opposées et réciproques aux longueurs
(cas auquel les antres peuvent se ramener); et, sans.indiquer ses pro-
cédés de recherche, il donne le détail de ce qui doit se passer depuis
Vinstant de la rencontre des deux barres jusqu'a celui ou I’ébranle-
ment, ayant parcouru aller et retour la plus courte des deux, arrive
a lui donner partout une vitesse égale a celle que possédait primiti-
vement la plus longue; et comme celle-ci, au point de contact, a une
vitesse alors plus grande et tendant 4 la séparation, il conclut que le
choc est alors terminé. Ses autres conclusions, relatives a la perte de
force vive, sont : 1° qu’elle n’est zéro que lorsque les deux barres ont
la méme longueur; 2° que cette perte s’éléve aux trois quarts de la
somme des forces vives primitives quand I'une des deux barres est
double de l'autre; 3° qu’elle serait de moitié seulement (continue-t-il)
si 'une des deux barres était infiniment plus longue que I'autre. '

Coriolis cite les deux premiéres de ces conclusions finales de Cauchy,
mais non la derniére, que sans doute il soupgonnait d’erreur ou,
pour mieux dire, de malentendu quant 4 la maniére de concevoir la
force vive résidue (n° 7 ci-apres).

Poisson traita peu de temps aprés, mais non en vue d'évaluation
de force vive, le méme probléme du choc longitudinal de deux barres
élastiques, aussi de mémes grosseur et matiére, en donnant une expo-
sition compléte de son procédé de solution, qui le conduit a des
expressions en séries trigonométriques susceptibles de sommation [**].
1l trouve, comme Cauchy, que lorsque les deux barres d’égale
section sont aussi égales en longueur, elles se séparent en échangeant

[*] Bulletin des Sciences de la Société Philomathique pour décembre 1826, p. 180;
et plus tard aux Memoires de I’ Institut.

[**] Traité de Mécanique, 2¢ édition, 1833 ; n° 49qg 4 504.
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intégralement leurs vitesses, et le choc se termine sans qu’elles conser-

-vent ensuite ni un mouvement vibratoire quelconque, ni une com-
pression qui en engendrerait un ultérienrement. Mais, pour tout autre
cas, il y a désaccord avec Cauchy quant au fait présumé de la sépara-
tion. Poisson, en effet, donnant une double condition a celle-ci, a
savoir que non-seulement la vitesse de la barre qui va devant arrive a
surpasser celle de I'antre 4 leur point de contact, mais encore que la
compression soit nulle dans U'une et dans I’autre au méme point et au
méme instant, croit pouvoir conclure que, pour peu que les longueurs
de ces deux barres soient inégales, elles ne se sépareront point a I'in-
stant indiqué par Cauchy ni 4 aucun de ceux qui suivent jusqu’a celui
ou le temps écoulé est devenu double de ce qu’il faut a I’ébranlement
pour parcourir la somme des longueurs des deux barres. Et comme, a
ce dernier instant, les formules donnent des vitesses partout égales 4
ce qu’elles étaient initialement, Poisson en infére que leur choc recom-
mencera en quelque sorte pour se reproduire périodiquement, en
sorte qu’elles marcheront et vibreront ensemble indéfiniment comme
une seule barre.

Comme I'égalité absolue de deux longueurs est physiquement im-
possible ou n’a qu'une probabilité zéro, il s’ensuivrait que deux barres
parfaitement ¢lastiques se comporteraient constamment de la méme
maniére, quant a leurs vitesses de translation, que deux corps sans
élasticité. La perte serait de toute la force vive possédée quand les
vitesses d’arrivée étaient contraires et en raison inverse des masses;
c'est-a-dire qu’alors il y aurait, aprés le choc, immobilité, sauf les
vibrations dont le systéme resterait animé, et aucun rebond.

II ne faut pas (comme on pourrait ére tenté de le faire) chercher
la raison de ce désaccord réel ou apparent de Poisson et de Cauchy
dans ce que dit Coriolis, sans s'en étre probablement bien rendu
compte, « que celui-ci a eu égard 4 la dilatation latérale qui accom-
pagne la compression. » Le fait est que cette dilatation des barres
dans le sens transversal n’entre nullement et-ne devait point entrer
dans les résuliats de Cauchy, relatifs au détail de ce qui se passe
depuis le choc, ni dans la maniére dont il a di les obtenir; et elle n’a
aucun besoin d’étre prise en considération dans la déterminatiou des
mouvements longitudinaux, pas plus que dans les évaluations des
forces vives dues aux mouvements des centres de gravité.
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Désirant, depuis longtemps, trouver quelle est la vraie solution de
celte intéressante question de mécanique physique, j'ai, par une inté-
gration en termes finis des équations qui la régissent, et par une som-
mation des séries de Poisson, reconnu tout d’abord que les deux
illustres géométres s'accordaient complétement, comme cela devait
étre, dans les résultats analytiques relatifs au temps embrassé par
Cauchy. Ils ont méme tous deux raison, celui-ci lorsqu'il prononce
quau bout de ce temps le choc est terminé, car les deux barres
cessent complétement (comme on verra) d’agir I'une sur l'autre, et
celui-1a lorsqu’il soutient qu'’il faut prendre en considération la com-
pression conservée par la seconde, comme pouvant étre cause que
leurs extrémités restent contigués; et c’est ce qui a licu effectivement,
car elles marchent ensuite avec la méme vitesse, bien que le centre de
gravité de la seconde barre prenne 'avance sur celui de Pautre. Mais
cette contiguité des extrémités dure peu, et elles s'éloignent infailli-
blement I'une de l'autre dés qu’arrive un deuxiéme instant, celui ot
I’ébranlement a parcouru aller et retour la barre la plus longue.

En effet, et c’est ce que Poisson n’a pas apercu, si les deux
barres sont considérées comme restant unies au.dely de ce dernier
wnstant, les formules montrent qu’a I'endroit du contact leurs com-
pressions deviennent négatives, en sorte qu’elles exerceraient I'une sur
I’autre une traction. Or cela est impossible, puisque les deux barres,
sans adhérence I'une avec Pautre, peuvent bien se pousser, mais non
pas se tirer mutuellement. Aussi elles se quitteront alors. J’ai trouvé,
a cette occasion, quelle est en général la vraie condition de séparation
de deux barres & un instant quelconque; condition & substituer & celle
de Cauchy, d’excés de vitesse de la barre allant devant, qui est insuf-
fisante, et a celle que Poisson exige en outre, de compressions nulles,, qui
(méme avec la restriction ou négatives) est surabondante. Les tranches
comprimées tendent 4 se dilater, comme on verra, avec des vitesses
égales aux produits des compressions par les vitesses de propagation
du son dans les barres.. C’est seulement aprés qu’on a diminué ou aug-
menté de ces produits, ou de ces wvitesses de détente, les vitesses pos-
sédées par les tranches a 'endroit du contact, que la comparaison de
leurs deux grandeurs peut indiquer, 4 un instant donné, s'il doit y
avoir ou non séparation. Il n’y a donc nullement lieu 4 ce renouvelle-
ment périodique de I'état primitif que Poisson a cru reconnaitre, et
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qui s’opérerait effectivement si les deux barres étaient soudées de ma-
niére 4 pouvoir agir 'une sur l'autre aussi bien par traction que par
pression. Leur choc, lorsqu’elles sont d’égale section et de méme ma-
tiére, a bien l'issue qui a été annoncée par Cauchy.

Mais, d’un autre c6té, en ce qui regarde la force vive aprés le choc,
le grand analyste, comme on voit par sa troisiéme conclusion ci-des-
sus, prenait pour telle celle qui est due aux vitesses effectives des
tranches des barres. A ce compte il n'y aurait jamais aucune perte,
car en ajoutant, comme il convient, a cette force vive actuelle celle
qui est en réserve ou accumulée sous forme de potentiel ou de travail,
c’est-a-dire celle que la compression opérée est capable d’engendrer
ou de restituer ensuite, on a, a chaque instant, une somme égale a
toute la force vive primitive. 1l faut évaluer autrement la force vive
résidue utile, & savoir, et suivant I'idée de Coriolis, en attribuant i tous
les points de chaque barre -la vitesse de translation possédée par
cette barre, c’est-a-dire la vitesse de son centre de gravité. Tout le
reste ne produit qu'un mouvement vibratoire qui, destiné a étre dis-
sipé au dehors, pourra bien dans’avenir, apres étre devenu atomique,
se trouver utilisé comme chaleur dans quelque machine capable de ie
transformer et de le rendre translatoire, mais qui n’en est pas moins
entiérement perdu pour la translation prochaine de la barre a laquelle
il appartient présentement.

Or, en évaluant la perte de cette maniére rationnelle, elle n’est pas
seulement de moiti¢, comme dit Cauchy, lorsqu’une des deux barres
est considérablement plus longue que 'autre, elle s’éleve alors jusqu’a
la zotalité de la force vive imprimée, les vitesses étant toujours suppo-
sées, comme il le fait, de sens contraire et en raison inverse des lon-
gueurs des deux barres.- o

Nous allons dans une premiére Partie (n°* 2 a 7) démontrer ces
résultats, et déterminer la suite des vitesses et des compressions en
montrant la conformité énoncée des résultats de Poisson et de Cau-
chy. Nous calculerons méme ces deux quantités jusqu’a toute époque,
en supposant avec Poisson que les deux barres restent unies ou n’en
font qu'une seule; nous attribuerons méme d’abord aux vitesses et aux
compressions initiales des grandeurs fonctions quelconques de I'ab-
scisse ou de la distance de chaque tranche a une extrémité.

) Tome XII (2¢ série).— JuiLLer 1867. 31
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Punis, en supposant une barre composée de deux ou plusieurs parties
qui possédaient initialement une witesse et une compression uniforme
données, nous établirons des formules qui nous mettront 4 néme,
plus loin, de calculer, et de figurer clairement par une épure, ce que
deviennent deux barres apreés leur choc, et de bien déterminer si leur
séparation se continuera ou si leurs vibrations pourront étre causes
qu’elles se rejoignent.

Nous prouverons de cette maniére, sans aucune espéce d’incerti—
tude, que quand les deux barres sont de méme grossenr et de méme
matiere, la plus courte prend finalement et uniformément, en perdant
toute compression, la vitesse primitive de la plus longue, ce qui permet
de calculer immédiatement la vitesse du centre de gravité de celle-ci,
et par suite la perte totale éprouvée par la force vive de trans-
lation.

Ge résultat, découvert analytiquement par Cauchy en 1826, a été
tronvé aussi derniérement et démontré d’'une maniére élémentaire
par MM. William Thomson et Tait, dans un ouvrage sous presse [*
ce que j’ai appris, depuis la lecture de mon Mémoire et son insertion
par extrait aux Comptes rendus et aux Mondes [ **], par 'envoi qui m’a
été fait d’'un puméro du journal The Engineer [***], ot le savant
M. Macquorn-Rankine, aprés avoir cité, dans des termes dont je le
remercie, mon travail auquel il attribue une grande importance non
moins pratique que scientifique, donne, du premier des principaux
résultats analytiques de la seconde Partie, une démonstration élémen -
taire ingénieuse, qui difféere un peu de celle que je venais d’envoyer &
Pimpression.

Cette seconde Partie ci-apres (n™ 8 et suivants) est relative au cas
général du choc ou du mouvement simultané de deux barres qui sont
de grosseurs et de matiéres différentes. Je donne une solution en série
transcendante qui convient méme quand leur forme est celle d’un tronc
de pyramide ou de cone, et s’étendrait méme 4 deux fuseaux ou autres

[*] Intitalé 4 Treatise of Natural Philosophy, sections 302, 303, 304, 305.
{*"] Numéro du 10 janvier 186, p. 6g.
[***] Du 15 février 1867, p. 133.

T X B S R R



PURES ET APPLIQUEES. 243

solides composés de pareils troncs, et une solution en termes finis ap-
plicable quand les formes sont prismatiques. Alors, si I'ébranlement
ou le son parcourt leurs deux longueurs dans le méme temps, la perte
de force vive est nulle et les vitesses finales sont celles que donunent les
formules de la théorie ordinaire, enseignée dans tous les Traités de
physique. Lorsque cela n’a point lieu, il y a une perte, et il faut re-
courir, pour avoir les vitesses, 4 des formules nouvelles. Le choc des
“deux barres se termine, si lenr matiére est la méme, lorsque 1'ébranle-
ment ou le son qui s’y propage a parcouru aller et retour celle des
deux qui est la plus mince ou dont la section transversale a le moins
de superficie; et, plus généralement, si leurs maticres sont différentes,
lorsque le son a ainsi parcouru celle des deux dont la portion ébranlée
ou comprimée & chague instant a-la masse la plus petite. Quand cette
barre est aussi celle des deux que le son met le moins de temps & par-
courir dans toute sa longueur, elle se sépare de I'autre sans garder de
compression, et I’on a des formules trés-simples pour sa vitesse et pour
celle du centre de gravité de 'autre barre. Mais lorsque le contraire a
lien, comme le son, 4 P'instant de la séparation, peut avoir parcouru
en deux sens plusieurs fois 'une des deux barres en se réfléchissant a
son extrémité libre et en se réfractant en quelque sorte pour passer
chaque fois dans la plus longue avec une autre vitesse, 1'état de com-
pression et de mouvement des deux parties de la premiére des deux
barres, au moment de lenr séparation, s’exprime en des termes néces—
sairement plus composés, ou le nombre des doubles réflexions entre
en exposant. Toutefois leurs vitesses de translation, apres le choc, peu-
vent étre exprimées encore sous une forme assez simple.

Je donne, des formules de ce second cas comme de celles du pre-
mier, des démonstrations élémentaires susceptibles d’étre introduites
dans les cours de physique. Et je démontre & cette occasion, d'une
maniére trés-simple, Uexpression connue de la vitesse de propagation
du son, due 4 Newton, ce qui n’a pas été fait & ma connaissance
depuis qu’il en a lui-méme indiqué une démonstration qu’aucun pro-
fesseur n’a jugée acceptable et susceptible d’étre introduite dans I'en-
seignement, méme en en modifiant les termes.

Une discussion délicate prouve, comme on verra, que l’état vibra-
toire final des barres ne produit toujours pas de rencontre nouvelle

31..
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entre les extrémités qui se sont quittées, en sorte que les formules
données pour les deux cas généraux représentent bien les vitesses défi-
nitives des centres de gravité apres le choc, et permettent de calculer
la force vive qui est perdue pour la translation ultérieure.

2. Détermination, en expressions de forme finie, du mouvement
longitudinal d'une barre élastique prismatique et homogene, libre, en
partant d'un état initial quelconque. — Soient :

a la longueur de cette barre;

m sa masse par unité de longueur;

k la vitesse de propagation longitudinale du son ou d’'un ébranle-
ment & travers sa matiére, vitesse qui est égale, comme on sait, a la
racine carrée du quotient de son module d’élasticité d’extension ou
de contraction par sa densité;

x Vabscisse d’'une de ses tranches ou sections transversales, ou sa
distance au point ou se trouve 'extrémité de gauche dans I'état naturel
de la barre, ou avant toute compression de ses parties;

x + u la méme abscisse au bout du temps ¢, ou u le déplacement
éprouvé par la section ou la tranche infiniment mince;

. du

] =" &
la méme tranche au méme instant;

ox, ¢ les fonctions de x exprimant les valeurs initiales, ou pour
t = o, du déplacement u et de la vitesse v.

I’équation différentielle indéfinie du probléme est

du . . . .
et v=_ la contraction ou compression, et la vitesse de

d*u du
(1) w =R

et les équations définies, vu qu’il n’y a aucune contraction a des extré-

Ca e , . dl
mités libres, et en désignant par (EZ) » (1)¢=0y etc. les valeurs de
T=a

1
:—1;, u, etc., pour x = a, t = o, etc. (*), sont :

|*] Cette notation commode est de M. Phillips. Nous emprunterons encorc tout i

. , . a\ . A
Pheure, sauf un léger changement, les notations telles que f{%) (0> A un Mémoire

[ y e
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(2) Aux limites : (2% =0 du O
) dz[e=y ' dx)y=a
(")t———o = ﬁox b)
(3 ) Initialement Ju
\ <z>,=o— b,

On y satisfait par
(4) w=f (x4 kt) + F(x — ke),
si_J et Fsont deux fonctions telles, que
(S (k) F'(— kt)=o0
{ f @+ kt)+TF (a—kt)=0

[ f(x)+F(x)=ox
| kf" () —hTF'(2) = x

(5)

de t=—0 a [

(6) ; de =0 a2 x=a

Comme u est simplement somme de ces fonctions f, ¥, on peut,
sans altérer sa grandeur, ajouter une constante quelconque & 'une
pourva qu’on la retranche de P'autre ; d’ou il suit que toute constante
peut étre arbitrairement ajoutée a leur différence f'— T, sans qu'il en
résulte aucun changement dans la valeur de l'inconnue u.

Il résulte de cette remarque que si 'on veut avoir le déplacement «
a un instant quelconque, on peut, analogiquement 4 ce que Poisson
indique d'aprés d’Alembert et Euler pour obtenir les déplacements
transversaux de la corde vibrante [*], intégrer les deux membres de
la seconde équation de condition (6) multipliée par dx, pour une

de 1864 (Journal de Mathématiques pures et appliguées, p. 25) ot le méme Savant a
appliqué A la Solution de divers problémes de Mécanique, d’une nature délicate, avec
le talent qu’on lui connait et en les généralisant d’une maniére remarquable, deux
méthodes employées pour la premiére fois, 'une par Poisson en 1819 (Sur le mouvement
des fluides élastiques et la théorie des instruments & vent, Mémoires de DInstitut, 1817,
§ 2, > 18 et 1g), V'autre par M. Duhamel en 1843 (Sur ur phinoméne relatif @ la

" communication du moupement vibratoire, Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, t. VIII, p. 122, formule 17).

[*1 Meécanique, n°® 484, 485.
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limite inférieure choisie arbitrairement, zéro par exemple, ce qui, en
faisant

(7) fxq;xdx=‘{’x,

et en appelant d’'une maniére générale, avec Poisson, & la variable des
fonctions f, F dont il s'agit de déterminer la forme, fournira

(8) fE—Fy=-v5.
On en tire déja, en combinant avec la premiere (6),

o I L
\ /e =508+ 7 ¥C |
(9) ¢ » pour & = de 0 A a.
) = l 0l — Ly
(Fg—z‘o; 2&‘{’5/\
Ou obtiendra ensuite les valeurs des deux mémes fonctions hors des
limites o, a de leur variable en intégrant depuis § = o les deux équa-
tions de condition (5) multipliées par dt; d’oti, eu égard a ce que (8)

donne f(0o)—F(o)=o0, f(a)— F(a)= %‘I{a, eten écrivant ensuite

¢ au lien de — k¢ dans la premiére et de a + At dans la seconde,

F(g):*:f(—;) pour = de 0 4 — o,

(I O) . o ) G P .
f&)=F{2a— )+ Z—_\Pa pour = de @ & -,

La premit¢re de ces deux nouvelles équations dounera F¢ pour
¢ = de 04 — a, puisque par (g) ona f(—§)pour —& de o i a; ct
la seconde donnera f§ pour £ = de a 4 2a, puisque par (g) on a
F(2a — ) pour 2a —{ = de a 2 o. Ensuite la premiere (10) don-
nera F¢ pour §{ = de —a a — 2a au moyen de ce que la seconde
vient de donner f(— &) pour — ¢ = de a a 2a; puis la seconde don-
nera /& pour { = de 2ai 3a au moyen de ce que la premiére a
donn¢ F(2a — {) pour 2a — { = de o a — a; et la premiére donnera
ason tour F¢ de { = — 2a 4 — 3a puisqu’on vient d’obtenir f(—¢)
de —§{=12a 4 — { == 3a, et ainsi de suite jusqu’a I'infini.
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En sorte qu’on aura tout ce qu’il faut pour déterminer les valeurs

du déplacement u relatives a tous les points de la barre et & tous les
temps 2. '

Mais, pour notre objet, il est surtout nécessaire de connaitre la suite
des vitesses et des contractions

du y ,‘
o= 2 kf' (2 kt) — kF' (2 — ki),

(1) lj= =% = — frla+ke) = F (e — ko),

dx

qui, une fois connues, fournissent d’ailleurs facilement la suite des
déplacements. Il nous suffit, ainsi, de déterminer les dérivées f* et F’
des deux fonctions. Nons n'avons donc pas besoin d’intégrer trois des
quatre équations de condition (5), (6); elles donnent directement, en
différentiant au contraire la troisiéme,

(12) {

F:C.__:_f'(_?;) pour {= de 0 3 — oo,
f’(‘;:—*F’(2(l_“§) pour,gz de @ A + 0.

(13)

D’ou successivement, en opérant comme on a dit tout & I’heure, et en
désignant généralement ainsi

”

B

§=Z,’ 2¢ -—C=:,, ‘ E=nr ,..
(14) ';
Ple=t) wams=2)e r(s=E )

les valeurs de § ou de 2a — &,... comprises entre deux nombres 7,
n' oun’, n’, et celles de leurs fonctions f’, F’, on aura le tableau sui-



vant

(15) F/ <c .2>:§?'c—§,;%
f’(c~z>f—?'t+ 7 1%
f'(g ««««« 7:)» F' za-—g::Z):—lzp’(za-—i)-i——4’(2“—4):

contenu dans ces deux formules, ot i représente un nombre entier
positif ou nul, et on1 chaque expression du second membre est relative
aux intervalles correspondants des valeurs de § dans les premiers :

- - o
(24 2)a — 2o | @itaje—t=" |+ Ly | ira)e—t="2|;
2 1) 2k a |
f’ 'gt—f:(zi—{»r)a o= — _ N N
2l t—aia=" 4+ Lyl t—2ia="1]5
(16) 2ia L 27 o) 247 "o
T
—(2i+1)a 1 L[ . ] 1 [ . L, al.
——2? —21a—-§__0 —ﬂxp —2”1“@""0"
F'| ¢ —oia — - - - o0
T, ; ,_ 0 1 . .
- ¢ — _— + =
—(2f—1)a ( 27 B 2ta 46 @ z/{'xp | 2ia ¢ a

La périodicité de ces expressions, encore plus manifestée par les
- deux formules promotrices suivantes, qui sont la conséquence des
deux formules (13), .

| /(¢
| ¥

{

I

=1 2a),

(17) -
a>:F'(§+2a),

es}
2a

uy
1
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permettrait, pour composer les valeurs successives (11) de ¢ et de j, de
se servir d’'un procédé graphique comme celui qu’indique Poisson
( Mécanique, n° 486) d’apres Euler (4cadémie de Berlin, 1743) pour
avoir les formes successives de la corde vibrante, procédé au moyen
duquel Monge avait constrnit un relief représentant clairement la
suite de tes formes [*]. Mais on obtiendra numériquement des valeurs
exacles en divisant le temps ¢ ou I'espace k¢ parcouru par I'ébranle-
ment dans les deux sens, en une suite de parties, dépendant de I'ab-
scisse a du point considéré, et entre les limites desquelles chacun des
deux bindmes x + kt, x — kt se trouve compris dans les intervalles
a 2a 3a o —a —2a

H ’ se -5 O 9 » 9
o I3 2a a o —a

assignés & ¢ au tableau (15). Ces divisions sont données par le double
tableau suivant, ot l'on a di distinguer les pointsen deca et les points
au dela du milieu de la barre :

[*] ¥ai construit moi-méme deux de ces reliefs, dont il se trouve des exemplaires
en plitre aux collections de 'Ecole Polytechnique, des Ecoles des Ponts et Chaussées
et des Mines, du Conservatoire des Arts et Métiers, et de la Faculté de Poitiers. Je les
avais faits & Poccasion du modelage d’un relief bien plus compliqué, qui se trouve aux
mémes collections, et qui représente la suite des états d’une barre élastique appuy¢e
aux extrémités et heurtée transversalement au milieu,

Tome XII (2¢ série). — JuiLLer 1867. 32
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3. Cas particulier o, initialement, denx ou plusieurs portions
Ay, Ay, ay, ... de la barre d’une longueur a =a, + a, +a, + ... ont,
en tous leurs points, des vitessses V,, V,, Vs, ... avec des contractions
ou compressions respectives J,, J,, 15, ... par unité de longueur, — Ce
cas, dont la solution donne uaturellement ce qui arrive dans le choc
de deux ou plusieurs barres de méme watiére et de méme section
transversale avant qu’elles se séparent, mérite un examen détaillé, parce
que la méme solution nous servira a4 connaitre sans incertitude ce que
deviennent, aprés une séparation, deux barres quelconques qui se sont
heurtées, et a déterminer par conséquent si cette séparation est défi-
nitive ou si elle est suivie d’une jonction nouvelle.

Si nous prenons a I'extrémité libre de la premiére portion a, (sup-
posée celle de gauche quand la barre est horizontale ou celle du bas
quand elle est verticale) I'origine des x comptées positivement de la a
Pextrémité libre de la derniére portion, les vitesses étant comptées
positivement aussi dans ce sens, la solution s’obtiendra au moyen des
formules (15) du numéro précédent, en scindant, aux limites des por-
tions diverses, les intervalles

O a —a 2a —2a 3a

2 ? 2 b ? )
a (¢} 0 (] —a 2a

s ve

dans lesquels varie £, c’est-a-dire en faisant

a, —+a, + a, s—J ' a4 a, 4 a, \V
(20) (p, g:—_a,-{—n: :/—-J“ (‘P 'g:al+,,2 S ALY
a 7 a V.,
\ ! 1
\ o —7J; o ) V..

Il en résaltera, en supprimant la désignation ¢ devenue inutile :



(21)

(22)

'
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§'il n’y a que deux parties :

a, + a,

— k \
2 :i—kizi&’-
o 1 19
20+ 24,
AT, + ¥,
2kf' a, +2a;, | = ?
kT 5
a, -+ 2 Vi
3a, + 3a :
2hf7 3a.+2a: :s—k12+V2,
aa, -~ 2a, — kN + V¥,

S’il y en a trois :

a, -+ a4 a;)

o — RI, -V,
2bp( R 3
o \_l.Jl_‘i_Vl;
2a-4-2a, + 24a; K-V,
VT H B E T EE TS
S A V3 A
a -+ a4 ay
3a,+3a,~+3a,\ o RT,4Y,
e 3a,-+-3a,+2a, =) ALy,
3a,+2a,-+2a, {-A‘J1+V1;

2d-4-2a, -+ 2a,

Et ainsi de suite.
Bornons-nous d’abord 4 deux parties a,, a,.

On voit que f" ou F’ garde une méme valeur quand sa variable
§ = x £ kt reste entre deux des limites consécutives =i, a, =i,a,
des intervalles spécifiés, et change de valeur brusquement quand une
des limites est franchie. Or, si 'on considére une valeur de ¢ et une
valeur de x pour lesquelles la variable x == k¢ est égale justement a
une de ces limites, elle lui restera égale quand ¢ croitra d’une quantité
At pourvu que x décroisse ou croisse en méme temps de kAt¢, c’est-a-
dire pourvu que le point déterminé par x recule ou avance, sur la
barre, avec une vitesse 4.

253
o
— k), —V
" ] »—_:‘ 1 Iy
24F' | a, a—/sz——Vg;
a; - Q.
e\ gy
AF | — . 27 V1
2 F( a, “Jl_“v”
—2a,— 2a, (— 4 v,
Y3 _ S [ H
2kF 24a, _’)—A-JQ—V“
—3a — Ba,\
- 3a‘—2a2 fAI— Vs,
' VTR — VL
— 2a,— 2a,
© (A=,
2k N=l—t5—v,
@+ a ?—H —V,;
a, -+ a,+ a, ’ .
— = Ay — @\ 4] v
37 Y39
2| T T ::\‘/rJZ—V-l,
—- !A‘J. v,
_0 ,
—a2a—2a,—2a, kv
D kT a,— 20, — 24, ‘VAJ~V”
— a— a,—2a, ' R, —V.,
— a— ay— a, ' ’
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Qu’on imagine donc quatre points mobiles qui, en partant des deux
extrémités de la barre, et de la jonction (« = a,) de ses deux parties,
la parcourent dans les deux sens avec cette vitesse k et se réfléchissent
avec la méme vitesse quand ils arrivent aux extrémités; ces points, que
nous appellerons points d’ébranlement, marqueront les endroits ou
I'une des deux fonctions /' (x + kt), F'(a — kt), et par conséquent la
vitesse v ou la compression j, passe brusquement d’une grandear a une
autre le long de 1a barre 4 un instant donné quelconque.

Pour nous reconnaitre dans cette complication et déterminer sans
méprise la suite des valeurs de ¢ et de j, constantes entre des limites
qui varient, figurons la marche des quatre points d’ébranlement en
prenant pour abscisses les temps ¢ ou plutét les produits

kt
comptés sur une droite OT, et, pour ordonnées, les a comptés paral-
(23)
3
o S
l\'—E” St =0 AN
L=, ra, At =a, Flma,va, At = z2a,+a; At=zapza, AN
A - ﬂ=’;+l'J, %‘1’ e=b +LiJ
- -~

J=0

O \-.:.‘1' htaa,va, At=ma,vzay it-m,o-mﬁ“’f:"'r
RN \V’,
A% ’

lelement a une orthoganale OA, A dont les portions
OA, = a,, A,A = A,
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représentent les deux parties de la barre. Portons, & partir de A et
de O, sur une paralléle AA’ & OT, et sur OT elle-méme, des longueurs

At =a,, a,+a,, 2a + a, 2a,+ 2d,,...

a,, a,-d,, a, + 2da,, 24, + 2d,,...,

et joignons leurs extrémités entre elles etavec O, A,, A, A’ ; les lignes
inclinées 4 45 degrés ainsi obtenues donneront les traces que laisse-
raient, sur le plan de la figure, nos quatre points mobiles, si tois les
points materiels de la barre OA, A étaient transportés sur ce plan, dans
des directions transversales ou paralléles & OT, avec une vitesse 4,
égale a celle avec laquelle ces points fictifs se déplacent le long de Ia
barre (en négligeant ici ce qui résulte des petites contractions qu’elle
éprouve); et les équations

x+hkt=a,, x+kt=a +a, x+kt=a, -+ 2a,,...

x—kt=a,, x—ht=o0, x—kt=—a,, x—kt=—a, —a,,..

de ces lignes, que nousy avons écrites, ou les valeurs de x en ¢z qu'on
en tire, donneront pour chaque instant la situation de ces mémes
points mobiles sur la barre, ou leur distance x a son extrémité x = o.

Or, un point quelconque de la figure, situé entre deux des lignes
qui descendent de gauche & droite (prolongées au besoin au dehors) a
son x compris entre ceux

x=1i,a, +iya,— kt,

tirés des équations écrites sur ces deux lignes inclinées, en sorte que la
valeur de & + Akt relative a 'instant et au point matériel qu’il repré-
sente est comprise entre les deux valeurs

lia, -+ iy @y

occupant les seconds membres.

Le méme x de ce point particulier de la figure a sa valeur comprise
entre celles qu’on tire des équations & — At = ..., écrites sur les deux
lignes ascendantes qui comprennent aussi ce point; la valeur de x — 4¢
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qui y répond est donc comprise entre les deux seconds membres cor-
respondants mondmes ou polynomes de ces équations.

Ainsi, par exemple, en considérant les points du tablean & Vinté-
rieur du rectangle 4 gauche, dont un des angles est en A,, et dont les
deux cotés descendants ont pour équations

x+kt=a,, x+kt=a,+ a,,
et les deux coOtés ascendants ont pour équations
x —kt=a,, x—kt=o,
on aura nécessairement, pour tous ces points,

a, -+ a, (8]
: 27 x — /\t: "
a, a,

x + kt =

et par conséquent
o ,a|+ﬂ1\ A o

o= k(0T ) kT ()

. afeta) o, 0

=) = ()
De méme pour tous les points de la barre et tous les instants se trou-
vant représentés, ordonnées x et ahscisses kt, par les points de I'inté-
rieur du rectangle situé symétriquement au premier, sur la droite du
tableau, on aura

o ]ff" (3a.+2a2> — kF (—-a.—za,)’
20, + 24, —a — a,

. L 3a, + 24, . —a, —2a,
— — F .
] f (2:1.—|—2a2 —a, =
Substituant a ces f’ et F’ leurs valeurs en V,, V,, J,, J, données par
les suites (21), on a pour le premier rectangle, par exemple,

:—A‘J,—}—Vg_—kJ.—V|:v|+V2+kJ|_J:’
2 2 2

_ —‘_A‘Jg_'_vz__lrJl_Vl__Jl'—{’_J? Vl—Vz

1= 2k 24 2 ok

Si I’on opére de méme pour les autres rectangles du tableau, et aussi
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pour les triangles de ses bords en se servant, pour ce qui est relatif 2
quelques-uns, des équations

x—kt=a,+a, x-+kt=o,

x+kt=3a,+3a,, x—kt=—2a,— 2a,

des quatre lignes inclinées tracées hors du tableau a partir des coins,
on aura les diverses valeurs de v et de j que nous avons écrites dans
Uintérieur de tous ces espaces, et qui fournissent les vitesses et les com-
pressions pour tous les points de la barre et pour tous les instants

Cette sorte de diagramme offre la solution compléte de la question;;
car on voit, par ce qui est écrit dans les deux triangles le plus a droite,
2a, +

2021 1 .
a barre se trouve avoir, sur des

qu’a ce dernier instant t =

longueurs respectivement égales a ses deux parties primitives OA, = a,,

A A = a,, précisément les mémes vitesses et compressions gai’en com-

mengant, en sorte qu'elle repassera par les mémes éiats, et Jera de

N . . 20,4+ 2a

méme a des périodes successives L7272,

Cette périodicité, au reste, résulte aussi des suites (21) des valeurs
de 2kf’%, 2kF'Z entre diverses limites de valeurs de &, car elles rede-

viennent les mémes lorsque § = x + kt augmente de 24, -+ 2a,, et

{=x —ktde — aa, — 2a,. )
Voici un autre tableau ou diagramme relatif au cas de trois parties

iy, a as.

1l fera encore mieux comprendre P'opération précédente et sa facilité
pour tous les cas, parce qu'on s’est contenté d’écrire I'une au-dessus
de I'autre, dans chacune de ses cases, excepté dans les trois triangles 2
droite, les valeurs constantes de

2hf"(x + kt) et 2kF (x — ki),

qui donnent immédiatement celles de ¢ si 'on retranche la deuxi¢me
Tome XII (2F série). — JuiLer 1867, 33
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de la premiére en divisant par 2, et celles de j si on les ajoute en
changeant les signes et divisant par 2k. On aurait pu se dispenser

{
{24)
=a,+dzrds hima, ktoasrag klsasayeag Ktazas ageay Alegarsapcy kt:w,ua{m;A,
DN A= hSs +¥ ) Ay ¥ \ 2“/'*'&.}1"1’; ;
RNk Pk sV NG RL
) oy
2
sty SN\ 1AL A
J=fs A FukSy-Vs
s
W
£ e hfh-kdy+Vy AJyrly ,
"y ‘:'a’?kFA-k.I,-V, /A
DY
*
RN hirey
r -k, =¥, ALY
J 2
4
87 2k e -kptVy -kJy+Vy .
‘: 2R PRV, A, -V,
> N
vk, 2 ~kJy+¥y ~AhJstly
724 0 kS,=¥, Y A Jr~Vy o
3 gy
yﬂ‘ NI A kI N Ry
&Y Y il Y AV
JAl=0 e, Atearay

d’écrire, sur les lignes inclinées, leurs équations en x et ¢, car pour
avoir les &= i,a, = i,a, = iya, qui en forment les seconds membres,
il suffit de prendre: 1° pour les lignes partant de poinls de OA, les
x de ces points; 2° pour les autres lignes descendantes, les k¢ des
points ou e€lles coupent AA’, augmentés de a, + a, + a,; 3° pour
les autres lignes ascendantes, les k¢ des points ou elles coupent OT,
avec le signe —.

On y voit trés-bien que le f” est le méme dans tous les espaces com-
pris entre les deux mémes lignes descendantes, et lg F’ est le méme
dans tous ceux que comprennent deux lignes montantes consécutives,
en sorte que la construction d’un pareil tablean on diagramme se fera
promptement pour quatre parties et plus au besoin.

Ce diagramine, comme le précédent, prouve, par Vinspection des
triangles inférieur et supérienr de gauche, qu'une compression J, ou
J, d’une partie extréme engendre, par détente, une vitesse addition-



PURES ET APPLIQUEES. 259

nelle — 41, ou -+ kJ,, dont le signe dépend du sens ou les vitesses sont
comptées positivement, et qui est égale a cette compression multipliée
par la vitesse de propagation du son dans la barre (voyezlen®15).

4. Probléme du choc longitudinal de deux barres de longueur a,, a,
parfaitement élastiques, de méme matiére et de néme section, animées
primitivemnent de vitesses uniformes V,, V, sans compression initiale.
— En prenant, comme au numéro précédent, le sens de a, & a, pour
celui selon lequel on compte positivement les vitesses, ainsi que les
abscisses &, dont I’origine est placée a I'extrémité libre de a,, il faudra,
pour que les deux barres puissent se rencontrer, qu’on ait, quels que
soient les signes de V, V5,

(25) V,—V,> o
Supposons aussi que
(26) a, < da,

ce qui est toujours permis, car celarevient a prendre pour origine des
x et du sens des vitesses regardées comme positives Vextrémité non
heurtée de la plus courte des deux barres.

Comme elles resteront quelque temps jointes bout a bout, leur mou-
vement, au moins en commengant, sera le méme que celui de deux
portions a,, a, d'une méme barre. 1l se déterminera en faisant dans
les formules du numéro précédent

J,=o0, Jy=o0.

Cela réduit le diagramme (23) & Pun des deux suivants, ol ne.
figurent plus les quatre lignes inclinées parties de O et de A, puisqu’il
n'y a a considérer que les deux points mobiles d’ébranlement partis
du point de jonction A,. On y a tracé, pour la discussion ci-apres,
dans les positions O'A’, 0”A”, O"A”, en lignes ponctuées, la barre
transportée parali¢lement i elleméme avec une vitesse transversale £,

a, 20, 2a,

aux distances repondant aux temps i = T 7

On voit par la partie de gauche qu’a partir de Vinstant £ = o qui est
- ’ 33..
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celui de la jonction, et de part et d'autre du point & = a, ou elle
s’opére, les vitesses initiales V., V, disparaitront dans deux portions

(27) Cas 24, < a,.
A A kl:ax/ &f:zr!,-fa,: A" B

EETRYN

/

ft=a,+ra, bt za +2a,

St eeesesniasaean. g
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égales et uniformément croissantes k¢ des deux barres; et ces portions
offriront dans chaque tranche une nouvelle vitesse

V, 4V,
_—““2 H

avec un degré de compression mesuré par

Vi—V,
EEYER

Mais, apres un premier temps

t = 7
la portion de la seconde barre, qui est la plus longue, continue seule
de croitre; la portion de la premiére, qui est venue 4 en embrasser la
totalité, décroit avec la méme célérité k, 2 commencer de son extrémité
x =0 ou O, et elle est remplacée par une portion, de longueur
kt — a,, dont les tranches ont la vitesse V, possédée initialement
par la deuxiéme barre, et n’ont plus de compression.

a
En sorte qu’au bout d’un second temps -7 ou pour

a,
t__
——27)

toute la barre a, se tronve avoir la vitesse primitive V, de la barre a,
avec une compression nulle partout; tandis que la barre a, a encore

. V, -4V, . V,—V, .
la vitesse —,— et la compression —, 7 Sur une certaine longueur

comptée & partir du point de jonction. Cette longueur est

2a, si 2a, < a;, cequiestlecasdu diagramme (27);

et a,—(2a,—a,)=2a,—2a, si 2a,>a,, cequiestlecasdu diagramme (28).

Le reste de cette deuxiéme barre conserve sa vitesse primitive V, dans
le premier cas et prend, dans le second, celle V, que possédait initiale-
ment la premiére barre a,.
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C’est identiquement, et sauf I'hypothése d’'immobilité du centre de
gravité commun faite par Cauchy, le détail de ce qu’il annonce avoir

e N . a A . o
trouvé jusqu’a linstant £ = 2 TI ou il s'arréte.

Avant d’examiner si les deux barres se sépareront, comme il le
pense, & cet instant ou a I'un de ceux qui suivent, ou si elles resteront
unies comme le pense Poisson, assurons-nous qu’une seconde méthode
de caleul, celle que ce dernier Savant a employée, fournit exactement
les mémes résultats.

5. Solution du méme probléme en série trigonométrique. Accord
avec Uautre. — Gette solution, donnée par Poisson, du probleme du
numeéro précédent, c’est-a-dire de I'équation

d*u o Al
(29)  wm =R
avec

(du  fdu
(30) (B)._=o (%), =0
(QH) (u)t::O =0,
o du svi de x =0 a x=a,
(32) (¢)im0 = (7) =
t [ =0 'Vn de x—=a, a x=a,+ a,

est, m désignant le rapport de la circonférence au diametre, et 2 une

somme relative 4 toutes les valeurs dn nombre entier positifi de 1
A =, donnée par

. a,V, -+ a,V. V,.—V, | ina inr in ke
(33) o =" 42 —'——12—. sin ‘- COS— - COS )
a,+ ™ ¢ a,—+ a, , —+a, a -+ a,
34 . vV,.—V, 2 1 sin ina, sin itx sin ikt
( 4) ] = rk i a,+ a 4+ a, a4y

) “du du R s .
formules obtenues en tirant —- = ¢ et — —- == de 'expression
dt d.r

), - cosS ——— - § - ’
a, -+ a 7t A 2 a, - a, a,—+ ay, a0

aV, 4 a,V, a+a, Vi—Vagr1 . iwa imx ., imht
(35)([:_‘_1__)—5¢.+_Q ! LML ¢ in

' [ ] TR ENEN
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qui satisfait évidemment aux quatre premiéres proposées (2g), (30),
(31); et qui vérifie aussi la derniére, relative aux vitesses initiales :

car, si aprés avoir fait £= 0 ou cos =1 dans I'équation (33) et

a, + a,

. e ' inzx , e
Pavoir multipliée par dx €OS ———» 'on intégre ses deux membres de
2

a2,
X =0 ax =a,+ a, en mettant, a la place du premier membre o, V,
pour la partie de lintégrale de o 4 a, et V, pour la partie de a, &

a,-+-a,, le Ese réduit 4 un seul terme, savoir celui pour lequel 7 a la

méme valeur que dans le multiplicateur introduit, tous les autres
termes s’annulant; et il reste

v a, +(1,S.n ira,
'

a, 4+ a, . ina V. —V,a,+a, . ira
v, o ’(— sin ‘ ):: T T in —y

i a4y [£:4 T 2 o, -+ a,

ou une identité. Le premier des deux termes de 'expression (33)
de v disparait dans cette vérification ; mais on en justifie la composition
en intégrant de o a @, + a, les denx membres multipliés simplement
par dx.

Maintenant, pour reconnaitre la conformité des résultats de ces deux
formules en série (33) et (34) avec ceux du tableau (27) ou (28), sommons

Iesz en nous servant, comme Poisson, d’une formule générale

i=® .
2 I . .
(36) I——@:—Z—,smlrcs quand 0 = de 0 & 2;
™ 4
=1
qui se constritit ou se démontre en posant d’abord

.

1——6:2A sinirf, -

et en déterminant le coefficient inconnu A an moyen d'une intégra-
tion, de § = 0 4 § = 2, des deux membres multipliés par df sin inb;

" car ]ez du second membre se réduait 4 un seul terme puisque

2
f d9 sin inf sin i’nf = o lorsque i’ est un nombre entier différent
o



264 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

de 7; il reste, en tirant A,

2 2
f ddsinixh ﬂf Ocdbsininb
4] [i] 2

A= = .

2
f d6sin? ind "
0

Pour faire usage de la formule (36) ainsi prouvée, décomposons en
sommes de quatre sinus les produits de trois sinus ou cosinus des
expressions (33), (34) de ¢ et j, nous avons

. a—}—z—f—ﬁt 2 ; a—x + At
2— sin / -+ - ——sm T
|+ﬂ3 ™ a, —+— a,

(—I——Z—smzr s :_—ﬂft ‘_z—smlrr—; 1:2“
I R O R R R )

les quatrez étant respectivement les mémes dans j que dans v.

_aVi+aV, V, V2
<37)‘7 a, -+ a, *

’

H

Or, 1° lorsque, comme dans le triangle inférieur de gauche des
diagrammes (27) et (28), k¢t variede 0 2 a, et x de 0 & a, —k¢, ou que

@ —
x -kt =" a—kt= Y
0 a,
I'on a

20 2a,

a, +~a&+kt=""% a—a+k="",
a, [
o) 0

a,+x—hki=_ a,—x—hkt=".
270 a,

Comme ou suppose toujours a, < a,, les quotients de ces quatre tri-
nomes par ¢, + a,, ou les quatre fractions qui multiplient ix sous les
signes sinus des formules (37), (38) donnant v et j sont au-dessus de o
et au-dessous de 2, en sorte que la formule de sommation (36) est

applicable aux quatre se’riesZ; et 'on a, va que la somme de ces

quatre fractions est et que I'excés de la somme de la premiére

@, -y

) ' [N [ N AR
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et de la derniére sur la somme des deux autres est zéro,

.

. H|Vl+aavz Vl—vz 4?11 _ .
o= 7 @+1+1+1—ZIE>—W,
. V,— V.
j=— i ‘f—1—1+41)=o.

2° Lorsque, comme dans le rectangle de gauche de (27), (28),

+ —
.1'+l€t:a1 ga,, x — kt = a,,
ay @,
I'on a
+ 2a,
a,+x+kt=2""2" g —x+hkt="",
2a, o
o — 2
a, +x —kt=__, a, —x — kt = i
2a, o

Les quotients par a, + a, des trois premiers trinomes sont entre o
et 2. Celui du quatriéme trindme est entre o et — 2; le sinus de son
produit par in est le méme au signe prés que si I'on changeait le signe

de ce quotient, et ce changement rend le 2 qui le contient sommable

par la formule (36); on aura & retrancher de 1+ 141 —1 toujours
la somme des quotients des quatre trindmes par a, + a, comme si l’on
n’avait changé le signe d’aucun d’entre eux. Donc

_ a, V- a,V, V,—V

| V,+V,
’(1—!—1-}—!——1—— ba >= Al i}

a, -+ a, 4 a—+ a, 2
. V=V, V-V,
=% (1—1—1—1)= ——
- ;o a; + 2a a, 4 a,
3° Triangle supérieur de gauche; x+ht="" a—kt="T"
a, a,
d’ou
2a; -+ 2a -_—
a,+x +kt="" hoa,— a4+ kt = T
24, o
2a, - a — 2a,
a,+x—kt="_""'""", a,—x — kt= %
2a, o

On peut appliquer la formule (36) de sommation en changeant les
Tome XII (2° série). — JuiLLeT 1867, 34
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signes du second et du quatriéme sinus; et il y a toujours a retrancher
la somme des quatre quotients comme si P'on n’avait changé aucun
signe. Donc

_ aV,+aV, V,—V, 4a, .
= ara T i) =Yy

j:—-Yi;{—_Vf(l—i—l——[—l):o.

En général, quand aucun des quatre sinus ne sera 4 changer de signe

on aura, comme au (1°),
v=V,, j=o.

Quand un sinus sera 4 changer de signe on aura, comme au (2°),

p ViV ViV,
- PR By

Quand deux sinus seront & changer de signe on aura, comme au (3°),

v=V,, j=o0
4° Grand triangle inférieur & droite du point k&t =a,. On a pour
x + kt = a: T k= :‘ T 2%, les lunites suivantes des
quatre trindmes
a, +x+ kt = :Z:+2"’7 a, — x + kt = 2: e
a.—|—x—kt:0—2-”’, a,—x——kt—_—;'m’-

Deux sinus sont a changer de signe; donc
v=V,, J=o.

5° Comme exemple d’un cas ou il faut diminuver de 2in I'arc d’un
des quatre sinus, prenons les points de la barre et les instants figurés
par les divers points de I'intérieur du triangle supérieur a droite du
point x = a,. On a
da, -+ 2a, — a,

x -+ kt = — kit = :
~+- a - 24, sy X kt a, ;

[ [ ] et
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ct les limites des quatre trindmes sont :

ba, + 2a,

2a
a, + & -+ kt = y a,—x+kt=""
2a -+ 24, [¢]
O —~—2a — 2a
a, +x —kt=_, a, —x — kt = ' %
2a, _ — 2a,

En divisant par a, + a,, on voit que la premiére des quatre frac-
tions a ses limites plus grandes que 2, ce qui rendrait la formule de
sommation (36) inapplicable. Mais le sinus du produit de cette frac-
tion par ixw sera le méme que si I'on retranchait 2 avant de multiplier
par im; et, apres cette soustraction, on pourra sommer.

Alors la somme des quatre fractions sera

a, — 2(a, 4+ a, .
é_‘______(..~l__—') au lien de _4.L.
a, 1+ Q. a;, |+ a,

Donc comme le signe du quatriéme sinus doit étre changé, on aura

:alvl+a2v2 o+ Vi—V, (I+]+I—I;4al_2ul_i@ =V4;
a, + a, 4 a; + a,

. V,—V, 24, 24\

]—————4k— l——l—l—l—}'m pond

: (. Vi—V .
6° Afin de confirmer le résultat négatif — ——— que Poisson n’a
pas apercu et qu’on trouve pour la compression j aprés l'instant
2a . . .
t‘—_——}—2 de part et d’autre dn point de jonction x = a, des deux
barres, faisons
kt = 2a, etsuccessivement x = a,— ¢ e =—=a, -} &

¢ étant une longueur infiniment petite,

Les quatre trindmes numérateurs entre accolades de la formule (37)
sont ‘

2a, + 2d, F¢& 2d4,*t¢ 2d, —24,FE — 20, T ¢
Avec les signes supérieurs, leurs quotients par le dénominateur a, +a,

sont respectivemenl compris entre oet2,0et 2, o et — 2,0et — 2;

34..
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deux sinus sont a changer de signe comme aux 3°, 4°, 6°, d'ou il suit
que dans la premiére barre, immédiatement en dech du point de jonc-
tion, ou

pour kt = 2a,, x =a,—zs ona 9=V, j=o.
Avec les signes inférieurs, les quotients fournis par les trois derniers

trindmes restent entre les mémes llmltes mais celui du premlel‘ trindme
est > 2; en en retranchant 2 (comme au 7°), on a

.V, +aV, V,.—V, 2a,— 2a,) V,+V,
= 1 I —1I—-—1— =

a, + a, + 4 (+ a, + a, >
. Vl —V, 2a,+ 2a,\ V,—V,
I= T (‘“‘“"*m)-* Y

7° Comme preuve que le méme résultat s’étend 2 tous les points de
la barre et & tous les instants figurés par les divers points de Vintérieur
g P p
du rectangle de droite, faisons

3a, + 2a —a, — 2a
x4+ kt="" o — kt = ' '
a, + 2a, —a,
ce qui donne

a, + 24, 2~ 20,

a, +x+kt»ﬂ4 Soa,—ax - kt="" Y
2a, -+ 2a; 2a,
— D, — 28, — 24,

a, +ax -kt = 3 a, —ax—kt = o .
o —3a,

Les quotients de ces limites par a, + a, sont respectivement entre
2etf,oet 2,0et — 2, 0et — 2. Onaura donc, comme au deuxiéme

cas dn 6°,

V, 4V, . YV, —V,
== —_— U —
2 2k

2
conformément a4 ce qui est écrit dans I'intérieur du rectangle consi-
deré,
8° On vérifierait de méme ce qui est relatif aux deux triangles de
a,+ a
A

entier quelconque, la formule (34) donne j =o et la formule (37)

droite. Mais, plus généralement, pour t=2i’ *, i’ étant un nombre
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se réduit a
aV + aV, V.—V,/2 1 . . a—+x 2 1 . . a—x
= - ~SINIin - E-_—Slnlﬂ——-—
a, -+ a, + 2 1':21 a1—|—a,+1r H a, + a, ?

dont la parenthése,

o . .
pour X = ‘ devient 141 -~ —"—5 dott ¢v=V,,
(4] @ -+ gy

a +a .
! Y odevient 1 — f — —

onr X =
P a; a4+ a;

en sorte que la barre revient périodiquement & son état initial.

La solution en série transcendante de Poisson donne, comme
cela devait éire, tous les résultats analytiques annoncés en 1827 par
Cauchy, et, de méme, tous ceux que nous avons tirés d’une solu-
tion en termes finis et qui sont résumés aux diagrammes du n° 4.

6. Séparation des deux barres de méme section et de méme matiére
qui se sont heurtées. — A Pinstant

ou I'ébranlement, apres s’étre réfléchi ou avoir fait écho (comme dit
Poisson) en O ou i l'extrémité libre de la barre la plus courte, est
revenu pour la premiére fois au point & = a, du choc, on a, d’apres
les diagrammes (27) et (28) du n° 4,

Dans toute la premiére barre @, .............. ¢ = V,, j=o.
Dans la denxi¢me @, sur une longueur 2@, ou
; . . N V, +V, .V, —V,
24, — 24, i parlir du point de jonction..... ¥y = ——, j= —L—A_J
2 24

Quand les deux barres sont égales en longueur, comme le sommet
commun des deux rectangles se confond avec A, A", on voit que la
pfemiére barre a tout entiére la vitesse V,, et la seconde barre la
vitesse V, qu’on a du supposer moindre pour qu’il y elt rencontre.
Les deux illustres géométres cités reconnaissent qu’alors le choc est
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terminé; les deux barres, qui ont échaugé leurs vitesses primitives, se
séparent en ne conservant aucune compression, et il n’y a pas de perte
de force vive translatoire.

Si elles ont des longueurs inégales, comme la vitesse V, de la pre-

.. . V.+V ‘s
miere barre est moindre, au contact, que celle —‘-?—2 de la deuxieme,

Cauchy conclut encore qu'elles se séparent et que le choc est ter-
' 2a

miné, toujours quand ¢ = —‘-7', a, étant, avons-nous dit, la plus courte
des deux. .

Comme on a, au méme instant, j = o ou nulle compression dans la
premiére barre a,, « elle ne change plus de forme, » dit Cauchy,
tandis que la seconde a,, « composée de deux parties dont les vitesses
sont différentes et dont une seule offre des compressions nulles, conti-
nuera de vibrer dans V'espace, » et, par suite, aura une portion de
force vive qui se trouve perdue pour la translation ultérieure.

Mais Poisson n’admet pas alors la séparation des barres, car il
exige, pour qu’elle se fasse, « le concours de deux circonstances [*], »
savoir : qu’au point de contact, non-seulement la vitesse de celle a, qui
va devant soit la plus grande, ce qui a bien lieu ici, mais encore que
les compressions soient nulles dans toutes deux, condition qui n’est
remplie qu’a I'égard de la premiere a,, puisqu’on a dans la seconde

L V=V,
I= %%

Et comme les formules trigonométriques (33), (34) de Poisson
montrent que les deux circonstances exigées par lui ne se présentent
ensemble 4 aucun instant jusqu’a I’époque

ou les deux barres inégales reviennent [diagrammes (23), (27) et
(28), et fin du n° B] & I'état ou elles étaient a 'instant ¢ = o de leur
choc, il conclut que pour peu que leurs longueurs aient d’inégalité,

[*] Mecanique, 1833, n° 500, p. 234.

" ! I T TR F N
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leur choc recommencera périodiquement, et elles ne pourront pas se
séparer [*]; d’out il suivrait que la perte de force vive translatoire,
excepté dans le cas physiquement impossible d'une parfaite égalité
de longueur, serait constamment la méme que dans le choc de deux
corps dépourvus de toute élasticité. .

Cette conclusion singuliére n’elit certainement pas été tirée par l'il-
lustre savant s’il avait apercu une particularité que mettent en lumiere
les deux diagrammes (27), (28) reproduits ci-dessous (page suivante),
a savoir : que passé linstant

a, + a,

tz—k—’

il se produit, dans la barre la plus longue a,, une compression négative
l ) P 23

V. —V,
2k
c¢’est-a-dire une dilatation, et que cette dilatation, qui en affecte une
longueur croissante, atteint son extrémité A’y en contact avecla barrea,,

4 I'instant
2da,
t = —/—-

A.

Une dilatation a pour effet, non plus une pression, mais une traction ;
or, deux corps solides distincts et sans adhérence peuvent bien se
presser, mais ne se tirent jamais I'un ’autre; une traction ne saurait
exister a leurs extrémités en contact, pas plus qu’aleurs aulres extré-
mités. La double condition exigée par Poisson, de nullité de pression
au point de contact dans les deux barres, et de supériorité de la vitesse
de la deuxiéme barre sur celle de la premiére au méme point, se

trouve donc remplie, sans qu’il I'ait apergu, a I'instant

et elles se sépareront infailliblement.

[*1 Meécanique, 1833, n° 504, p. 341.
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I.a rétraction, sur elle-méme, de la deuxieme barre qui était dilatée,
I'éloignera méme aussitdt de la premiére. Elles ont pu continuer,

(27 reproduit) Cas 24, < a,.
_A‘ 1\" /c(:ax/ &I:?n,d'{r‘ Am B

“‘ rra+a,

#t=a, kt=z2a, ki=ra, ktza,+ra, ht=z2a,+24a,

(28 reproduit) Cas a, << a, < 2a,.
A ft=a A" A" ld=za, +a, B

A

Za v a
g (ll (Z

2
kt=o k=a, kt=2a, lt=z2a, a,+ra, ktmza,+aa,
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2a,
k
d’une vitesse commune V, (voir les diagrammes), quoique sans action

mutuelle et déja tout 4 fait indépendantes 'une de Vautre. Mais, a

depuis l'instant £ = ==, de marcher contigués et juxtaposées, en vertu

. 24 1. '
I'instant ¢ = T’, ou I’ébranlement a parcouru aller et retour la plus

longue des deux, leur séparation devient complete.

Reste A savoir, afin d’élucider pleinement cette matiére délicate et
controversée, si leur séparation sera définitive, ou bien si la marche
vibratoire ultérieure de leurs parties ne les portera pas a occuper par-
tiellement plus tard les mémes points de I'espace, et par conséquent a
se rejoindre de maniére a produire, avec d’autres vitesses, un nouveau
choc. ,

Pour nous en assurer, nous n’avons qu'a chercher, par les formules
dun® 3, ou de son diagramme (23), relatif 4 une barre unique dont
deux parlies ont eu 4 un instant donné des vitesses et des compressions
ou dilatations uniformes aussi données, ce que les deux barres a,, a,

R . . . 2a
deviennent isolément apres Vinstant ¢ = T’

Nous arriverons au méme but et nous tirerons d'un seul coup des

conclusions plus étendues en appliquant cette méthode a I'état ou les

. . 2a N .
barres se trouvent a 'instant £ = 7-', a partir duquel nous avons vu

qu’elles cessaient d’avoir une action quelconque 'une sur Pautre.
Cette application n’a pas besoin d’étre faite pour la premiére barre a,,
qui continuera de se mouvoir sans compression avec la vitesse

vV,
"affectant uniformément toutes ses tranches.
Mais la deuxiéme barre a, se compose, a cet instant £ = -2—;' [voir
les deux diagrammes (27), (28) reproduits] :
1° Sioa, < a,
Vl—V,.
2k !

)\ D’une partie de longueur @, — 2 @, ayant une vitesse V, et une compression 0.

V.+V,

‘ D’une partie de longueur 24 ayant une vitesse et une compression

Tome XII (2 série). — Aour 1867. 35
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2° Sia, <a,<2a,:

\ . . ViV -V,
5 D'une partie de longueur 2@, — 24, ayant une vitesse ————
: 2

2 N
et une compression —-- H
2 4

( D'une partie de longueur 2@, — @, ayant une vitesse  V, et une compression 0.

Remplagons donc successivement, dans le diagramme (23) du n° 3
relatif & une senle barre,

a, 3y Vn V;, le J:‘, [ Zy
s o Vl+v2 VI ‘*‘Vz 24,
(39) 1° par 2a, a, — 2a,, P Vi, el 0, t—T, 2 —a;
V.+V V,—V, 2a
2° par 2@, — 24,, 24, — a, '2 5 V., '2& *y o, t——T', z—a;

nous aurons les deux suivants, qui ont quelques lignes séparatives de
moins, et par conséquent un moindre nombre de formules distinctes.

Ces deux diagrammes, comparés aux parties de ceux (27), (28) qui
sont relatives a la barre a;, c’est-a-dire qui se trouvent, apres kt = oa,,
au-dessus de la ligne ponctuée o = a,, leur sont semblables (sauf la ré-
flexion en A"), quant aux lignes des ébranlements. Cela devait étre, vu
que ceux qui affectent les barres, au moment ou elles se quittent, con-
tinuent leur marche; en sorte qu’on aurait pu se dispenser de calculer
par les substitutions (3g) relatives a a,, a,, ¢ et a, les abscisses des
points ou ces lignes rencontrent les horizontales x = a,, x = a, + a,.

(40) Ce que devient la barre @, : 1° quand 24, <Z a,.

A" dt=a, L ht=za,+a, A

reata,

kt=za,42a,
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(41) Ce que devient la barre a, : 2° quand a, < 24, mais a, < a..
] mn
A kezzara, k=da,
.E-?(l,*dk T
o= V'I
I:Zﬂ,‘i‘a& J: o :2.0-2‘1’
Q—u Y}‘
‘i't f(
os 2
2
vV
i
0=Va
.A:,‘ J':o
g M::m_/ . kz:zaz M:.ea/lozaﬂ_

On voit que ces diagrammes sont encore semblables aux parties
supérieures de ceux (27), (28), pour les vitesses et les compressions,

de kt—=aa, 3 kt=2a,.

Celamontre que I'excés devitesse de la barre a, au contact, pendant

. . « e . ’ 24 ” . ’
un instant indivisible dont I'époque est ¢ = "/Tl’ n’a produit qu'une se-

paration infiniment petite, et que les deux barres, se mouvant comme

isolées a partir de cet instant £ = 3?, restent juxtaposées bout 4 bout

en vertu de la vitesse commune V,, quoique sans action l'une sur
l'autre.

« . . 2a o .
Mais, depuis I'instant £ = —/:—’, la deuxiéme barre a, ne se meut plus

comme unie a la premiére a,, ou comme il est marqué aux diagrammes
(27), (28). Elle perd sa dilatation, ou sa compression négative
Vi—V )

——;—;———’, sur une longueur qui croit uniformément a partir de son

extrémité x = a, primitivement en contact avec la premiére barre.
Cette extrémité prend en méme temps une vitesse V,, et, en consé-
quence, s'éloigne de la barre a, qui en conserve une moindre V,.

35..
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La deuxiéme barre garde cette vitesse V, pendant un temps -

24
1 = —
A‘ H
. [N TN . T ] o
ou jusqu'a l'instant k¢ = 2a, + 2a,, ce qui I'¢loigne de la premiere
barre d’une distance

20
20V, = V).
Puis, comme on voit, par la droite des deux nouveaux diagrammes
(40), (41), que la deuxiéme barre a, reprend 4 cet instant

kt=2a,+ aa,

les mémes vitesses et la méme compression partielle qu’elle avait a
instant k¢ = 2a,, elle repassera par les mémes états que ces nouveaux
diagrammes indiquent, en sorte que les deux barres marcheront 2 la

. V.—V A . .
distance 2a, — ~— avec la méme vitesse V, toutes deux, pendant le
temps
- 2a, 24, .
T TR

puis elles s’éloigneront de nouveau P'une de I'autre avec une vitesse
relative V, —V, pendant un temps

2a,
-

‘.
et ainsi de suite.

Leurs extrémités heurtées ne se rejoindront pas, et le choc, terminé
oy g 2a , .
de fait a instant ¢ = —/r—-' fixé par Cauchy, puisqu’elles cessent alors

d’agir I'une sur I'autre, ne recommencera point.

Nous pouvons maintenant figurer d’une maniére compléte les états
etles mouvements des deux barres a,, a, depuis un instant précédant
un peu leur rencontre jusqu’a un certain temps apres leur séparation,

ou donner I'épure détaillée (42) des traces que laisseraient dans I'es-
pace leurs divers points matériels si une vitesse transversale £ était
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composée & chaque instant avec les vitesses longitudinales réelles que
ces points prennent successivement, vilesses que nous avions abstraites,
ainsi que les petites contractions et dilatations, en tracant les lignes des
diagrammes purement indicatifs ci-dessus.

oa,, a,a figurent, un peu avant leur choc, deux barres qui sont,
pour les longueurs, dans le cas 2a, < a, des diagrammes (27) et (40).
Vu leur transport fictif transversal, OA,, A, A donneront leurs situa-
tions quand elles se rencontrent, si leurs vitesses d’arrivée V,, V, sont
les produits de la vitesse & du son par les tangentes des angles des
droites a,A,, a| A, avec I’axe OT des temps, ou des abscisses k¢; et

—~
L
¥
S

4]

T
I —0 fk_‘? | |

] % /____._—5( i ATY | i) ==V

/

y Y E
—j/%/— _ — - o Tov

4R R | [ N R 1

ki=o) 2a; vy Gytap 20;+0320s 041 3aa 323 a,+3ag 4ag 20y +4ag kt=fag T
=0

kt=2ay+2a,

les distances des points de la figure a cette ligne OT sont celles ou, a
chaque instant, les divers points des deux barres se trouvent de 'em-
placement primitif de 'extrémité libre O de la premiére si elles se
sont mues dans leur direction commune sans ce transport latéral que
nous supposons pour figurer sans confusion leurs états successifs.

Les lignes brisées pleines qui se suivent donnent la marche de
divers points atériels; leur rapprochement ou leur écartement dans
le sens vertical ou perpendiculaire 4 OT indique, par comparaison
avec les distances ou sont ces lignes sur OA, A, les contractions posi-

Vi—V, . . d .
———— successivement pﬂS(—)S, per ues et repnses.

tives ou négatives +
2k
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Il n’est pas besoin de dire que nous avons exagéré, pour les rendre
sensibles, ces contractions et dilatations, qui sont généralement trés-
peu considérables ainsi que le rapport de la vitesse V, — V, de I'im-
pulsion & la vitesse & de propagation du son ou des ébranlements dans
la barre.

Les lignes ponctuées qui coupent les Iignes pleines, et qui forment
une suite de parallélogrammes et de triangles, répondant & ceux du
diagramme (27) jusqu’a O”A” et ensuite a ceux du diagramme (40),
donunent la marche directe et réfléchie des deux points d’ébranlement
ou les vitesses et les contractions changent brusquement de grandeur.

O”A” représente la situation et I'état des deux barres a I'instant

2a A . \
1 = —— ol elles cessent d’agir I'une sur I'autre et ot leur choc est
terminé, mais a partir duquel elles marchent contiguément pendant

20 . ’
_A—l en se mouvant comme séparées.

le temps 28—
in " I - 2 A} ’ -
0" A" donne leur état & instant ¢ = % ou elles s’éloignent I'une

de l'autre, la premiére continuant 4 se mouvoir sans contraction avec
la vitesse primitive V, de la seconde, et celle-ci ayant, sur la plus
grande partie de sa longueur, une dilatation, oun contraction négative,

. V.+V . . \ TP Ca
avec la vitesse —'——2——’ qui devient V, & son extrémité inférieure aussitot

. . 2a \ x
apres cet instant £ = —-, ou elle commence 4 perdre graduellement

sa dilatation en bas comme vers le haut.

' . 2 2.
O™AY, ATA™, OV AY, AY A" sont les barres aux instants ¢ = 22— 2% nakad)

A.
(4 A - 2
t = i/:ﬁ; leur état est le méme qu’aux instants ¢ = %, t= 3/?’ La

, s oy , ’ 2 a .
période de retour, pour la deuxiéme barre séparée, est ~—» etl'on voit

qu’en vibrant dans I'espace d’une maniére particuliére elle s’éloignera
de la premiére de plus en plus.

7. Conséquences. — Force vive translatoire perdue dans le choc
des deux barres élastiques de méme grosseur et de méme matiére. —
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Vitesses de translation aprés le choc. — A Vinstant
a,
t— 2 7

ou le choc est, disons-nous, terminé, et ou la premiére barre a
uniformément la vitesse
Va,

les deux parties de la seconde barre a, ont

v,

V,+
si 2a,<a,, deslongueurs 24, et ay— 24, avec des vitesses ~—— et YV,
2

(43) .

si a;< 2a,, deslongueurs 2a,— 2a, et 24, — a, avec des vitesses

t V.

11 en résulte dans les deux cas, pour le centre de gravité de cette
seconde barre, la méme vitesse

i VY,V A\ V.,
2(1‘—2—2—#(02—2{:.)% (zag——zn,)-—i: !

(44) _ a, - a,
=V,+ 2(V, = V,);

“+ (2za,—a,) V,

ce qui élait nécessaire, en effet, pour la conservation de la somme des
quantités de mouvement.

La somme des puissances vives (demi-forces vives) [*] dues aux
vitesses des centres de gravité apres le choc, vu que

m

désigne la masse de I'unité de longueur, a ainsi pour grandeur
ma ma a
I'V) Z[Vz :(V —_ v2)]

< .
[ = [a,V3+ nng-—-a{(I—-ZJ)(V, - V.-

2

(43)

[*] Ou si I'on veut, comme les appelle M. Thomson, des énergies cirétiques, on
provenant du monvement actucl.
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Comme la somme des puissances vives imprimées était
N m .
(46) —?—((ZiV? ‘*" agvg),
la perte de puissance vive translatoire est

(47) (- ) (V=

2

La proportion de cette perte, quotient de (47) par (46), est
(48)

. ols . . , V
Si l'on en différentie 1'expression par rapport a {,—3, on trouve, en
]

égalant 4 zéro, que le maximum de cette proportion de perte a lien
pour

V. a,

V(:_(_I-z, ou a,V,+a2V2:o,
c’est-a-dire pour le cas, envisagé par Cauchy afin de fixer les idées, ou
les vitesses du choc sont de sens opposés et réciproques aux longueurs
des deux barres, en sorte que le centre de gravité général du systéme
soit immobile.

Et cette proportion maximum de la perte a pour grandeur

Rl

N

(49) 1 —

Elle est bien des > comme il le dit, lorsque @, =24, (n°1).

4

Mais on ne voit nullement que cette méme perte proportionnelle
TR : s
soit réduite a ~» comme a avancé le méme Savant, lorsque la barre a,

est infiniment plus longue que la barre a,. On voit au contraire qu’elle
est alors égale a
I *
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ou que la perte est de la totalité de la puissance vive primitive; ce qui
s’explique en considérant qu'alors les deux vitesses des centres de
gravité respectifs des barres sont infiniment petites du premier ordre
aprés le choc, d’oti il suit que leurs carrés sont infiniment petits du
second ordre, et qu’en ajoutant les demi-produits de ces carrés par les
deux masses, dont I'une est infinie, I’on a pour la somme des puis-
sances vives un infiniment petit du premier ordre, c’est-a-dire zéro,
quelque considérable qu’ait été la vitesse primitive V, de la barre de
longueur finie @,. On peut considérer aussi que la séparation définitive

. . ' . 2a .
des barres, qui n’a lieu, avons-nous vu, qu'alinstant £ = Tz, n’arri-

vera jamais si la longueur a, est infinie.
2

Si Fon calcule la puissance vive totale due, non plus a des compo-
santes de vitesse prises égales i celles des centres de gravité de chacune
des deux parties a,, a,, mais aux vitesses réelles ou effectives des di-
verses tranches immédiatement aprés le choc, I'on a

Quand 24, < a,, % [a.Vi —I—za,(vl—_:-&)z—i— (a,—za.)V§]7
Quand g, < ay < 2a, g [a.Vf + (24, — 2a,) <V'——:E)2+ (2ai— a;) Vf] 5
en sorte que la puissance vive réelle, qui était primitivement
5 (@Vita,vy),

se trouverait diminuée par le choc

m _(V,—V,)2

Dans le cas 2a, < a,, de 5 @ —
(50) m (V, — V)
Dans le cas a, < 24,, de 5 (a;— a,) —

Tome XII (2° série). — Aovur 1867. 36
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Le rapport de cette diminution a la puissance vive primitive est

si 2a, <a;, de - az(“);

1} a, comme le rapport (43), son maximum pour

v, a,
2= = ou a,V ,V, = 0}
v, @ A Pl AR y

ct la grandeur de ce maximum est représentée par les deux expressions

2
(52) %([—}—%) si 2a,< a,; et 1’—([—2—5) si a,< 24,

2a, 2

s I - . .
La premiere a pour valeur 5 lorsque a, est infiniment plus grand

’ 3
que a,, et elles ont I'une et l'autre, quand a,= 24, la valeurZ; ce

qui est fortuitement la méme chose que ce que donne, dans la méme
supposition, la formule (49) exprimant la perte proportionnelle au-
trement entendue.

Ces résultats montrent que Cauchy évaluait la perte par la diminu-
tion, dont nous venons de donner la formule, de la puissance vive
effective, ou due aux vitesses individuelles réelles des tranches au mo-
ment ott le choc est achevé.

Mais, ainsi envisagée, observons que la perte serait méme foujours
nulle; car la diminution en question se retrouve tout entiére dans le
potentiel de compression, c’est-a-dire dans le travail qui a comprimé
dans une proportion

(53) ;:V';V*

o ;
: ' i [T ] )
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une portion de la seconde barre; travail qu’elle peut restituer et
qu’elle restituera effectivement en puissance vive vibratoire.

En effet, si
Eew

représentént le module d’élasticité de compression et 'aire de la sec-
tion de la barre, une compression j exige, pour étre maintenue, un
effort statique d’une intensité

Ewj;

et le travail nécessaire pour la produire sur une longueur quel-
conque [ de la barre est mesuré par 'accourcissement total jI multi-

., Ewj . L . ! .,
plié par —=, moyenne des intensités des forces qui ont comprime,
depuis l'intensité initiale zéro jusqu’a Vintensité finale Ewj. Or,

p= E) 6tant la densité de la barre, ’on a, comme on sait (voyezn® i6),
)

E Eo
(54) p=bole

Le travail ou potentiel de compression est donc, d’aprés la valeur (53)
vV, —V,

1

2k

de j, .

., Eoj 5 mk* ., m, (Vi—V.)
]l > —l."z—l El-—T

I

Mettant pour [ la longueur comprimée qui est (form. 43) 2a, dans le
cas 2a, < d,, et aa, — 24, dans le cas a, < 2a,, 'on a, pour ce po-
tentiel, précisément les grandeurs (51) des diminutions de puissance
vive effective; en sorte que le théoréme général de conservation de la
puissance vive jointe au potentiel se trouve satisfait, comme on pou-
vait le prévoir.
Tl n’y a ainsi; et cela devait étre, aucune perte quand on estime,
“apres le choc des barres élastiques, la puissance vive effective en y
joignant comme on le doit celle qui est en réserve sous forme de po-
tentiel ou de travail de compression effectuée [*]. Mais une partie de

[*] Ou en joignant, & Pénergie cinétique ou actuelle (sir W. Thomson), V'énergie
potentielle.

36..
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cette puissance vive tant actuelle que virtuelle est ou sera vibratoire,
et se trouve en conséquence destinée i se dissiper dans I'air ou dans
les autres corps environnants; on doit la regarder comme perdue pour
le mouvement de translation, puisqu’elle n’y servira qu’éventuelle-
ment et dans un avenir indéterminé apres étre devenue atomique on
calorifique et avoir été utilisée, comme telle, dans quelque machine
4 feu pour opérer une translation, mais d’autres corps que ceux ou
présentement elle réside.

La force vive translatoire résidue et la proportion de sa perte
doivent donc étre estimées, selon I'idée de Coriolis et comme nous
avons fait, par les expressions (45), (48) et (49), établies en attribuant
A toutes les molécules des corps qui se sont heurtés, les vitesses V,
et (44) de leurs deux centres de gravité; vilesses qui sont, au reste,
encore les mémes 4 I'instant

de la séparation définitive ou de l'éloignement I'une de I'autre des
deux extrémités juxtaposées, comme on peut le voir par la symétrie de
chacun des deux diagrammes (39), (40) et I'égalité des longueurs

. . . . V,+V
de la deuxiéme barre, animées respectivement des vitesses ~- "~ "* ot

2a

V,ou V, a cet instant et a celui ¢t = ==. Qn trouve méme, entre ces

deux instants—1a, une vitesse constante pour le centre de gravité

210, 2¢a,

de a,, puisque les deux barres, pendant tout le temps —— — 7 se

meuvent comme isolées ou sans action I'une sur autre.

Mais on se fera mieux que par les expressions (47)s (48), (49) l'idée
des grandeurs diverses de cette perte occasionnée par le choc des
deux barres élastiques, en la comparant 4 la perte qui aurait lieu si
ces barres étaient des corps dénués d’élasticité. Cette derniére perte est

m . 9 N m aV,+a,V,\?

S (a Vi+a,Vi) — S (a, + a,) (———al s
. m / aV,+a,V,\?2 m aV, 4+ a,V, o\ 2
=G (V- = ) e (M v,
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ou

(55> ma, ma, (V.—Vz)"
ma - ma, 2

Le quotient de I'expression (47) % (1 "‘) (Vi—V,)* par celle-ci

a,

est
(56) : | (ﬂ>2

ou précisément égal a la proportion maximum (49) de la perte. Ses
valeurs sont :

5 .
Pourn—Q:l, Y 2, 3, 4, 5,..., ».

a,
a\? _ 9 5 3 8 15 24
1 — ;l; = 0, ;—57 -9-7 47 -:q-: —1—65 2—5)"-7

I.

Telles sont les grandeurs du rapport de la perte de force vive trans-
latoire dans le choc de deux barres parfaitement élastiques de méme
matiére et de méme section, ayant des longueurs a,, a,, 4 celle qui
aurait lieu, et qui est connue de tout le monde, si ces barres étaient
deux corps dénués d'élasticité ou restant indéfiniment unis aprés leur
rencontre.

Et si 'on appelle, pour la premiére et pour la seconde barre,

{ Uy, U, les vitesses de translation aprés le choc,

(57)

M, =ma,, M, = ma, les masses,

on doit prendre, la premiére ayant alors partout (n° 8) la vitesse pri-
mitive V, de la seconde, et celle du centre de gravité de la seconde,
donnée par 'expression (44), pouvant étre tirée également de la con—
dition M, U, +~ M,V, = M,V, 4+ M,V, de conservation de la quantité
de mouvement,

U = V2a )
M

U2:V2+%(V|_V2):V2+Mi(V|““V2>,

(58)
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au lien de U, =V, — %(V. —V.), U, =V’f+M,Tiv1,
qu’on trouve dans tous les ouvrages qui traitent du choc des corps
parfaitement élastiques.

S$i V, = o, ou si la harre la plus longue était immobile avant le

choc, on a aprésle choc,

(Vi=-¥a)

- a M,
U, =o, U?:;:V,:EV.;

etsiV,= o ou si ¢’était la barre la plus courte qui se trouvait en
repos, il faut prendre
a, M
U, =V, Qz(l—a—)vg——’(l-—ﬁ—;\)vz.

I

. . M
Nous verrons plus loin que les expressions (58), avec —M—' daus la se-
. 2

conde, s’appliquent méme pour deux barres de matiéres et de sections
différentes, si les masses ou I'ébranlement se propage a chaque instant
sont les mémes pour toutes deux ; et nous en donnerons, a la fin du
Mémoire, des démonstrations élémentaires.

——

DEUXIEME PARTIE.

CHOC DE DEUX BARRES DONT LES SECTIONS ET LES MATIERES

SONT DIFFERENTES.

8. Probléme du mouvement que prennent deux barres juxtaposées
bout ¢ bout lorsquielles sont de grosseurs et de matieres differentes, en
partant d'un état initial quelconque. — Regardons-les d’abord comme
formant deux parties d’une méme barre, et appelons respectivement

(3 (@, @ my, M, = m,a,, E,, u, pourla premiére,
39)

’ ’_u?, wg, My, My = m,a,, E,;, &, pourla seconde.

1° La longueur; 2° la section transversale; 3° la masse par unité
de longueur; 4° la masse totale; 5° le module d’élasticité d’extension
et de compression longitudinale; 6° le déplacement longitudinal, au
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bout du temps ¢, d’'un point & la distance x de Pextrémité libre (ou
de gauche) de la premiere.

Et faisons
/ du, . du, 3 E, v, . a,
) \U,—Z‘t—a ]4—-—‘(7;’ k‘_—llr, T’-‘-Es
(60) i .
. du, . clu, fe? E, o, a,
=g T T g M= TR
ke , 2

ou désignons par les lettres v, Jy &y 7, 1° la vitesse et 2° la compression
au méme point et au niéme instant; 3¢ la célérité de la propagation
longitudinale du son ou des ébranlements, et 4° le temps nécessaire
pour qu’il parcoure la longueur de chaque partie.

Faisons enfin, pour abréger,

E, 0,
k, m, &,
I r— —_——
(61) s Eoo,  m, ks
ky

Cest-a-dire appelons r le rapport des masses de portions des deux
barres qui s'ébranlent simultanément ou que le son parcourt dans le
méme temps. ‘
Et choisissons constamment pour la premiere des deux barres, ap-
pelée a,, a 'extrémité libre de laquelle nous plagons I'origine des x,
celle qui est parcourue d’un bout 4 I'autre par ’ébranlement ou le
son dans le moins de temps; en sorte que nous supposons toujours

a, a;

(62) Ty < To ou —A_l < E'
Les équations 4 résoudre sont, les lettres ¢ et ¢ désignant des fonc-
tions de x qui représentent ’état des barres a I'instant ¢ = o,

(63) d’llll — f2 d?u, d*u, /{2 d’u,,

de U de’ de 2 gzt

60 (%), =0 (D)o,

du, . E; 0, (du, _ ky {du,
(65) (’li )x,—;a, - (lt2>_t=ﬂi’ (;l;>1:a‘-_ Elwl (jd;)x:a‘-—- r I('( <g;)_r:a‘,

I

0,
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enfin

v du du

6 == -——I = ey —2 = :
( 6) (ua)t_o P47, @ ) o ‘-I"l x, (u2)t_0 . X, at ) s doa;
conditions initiales qui, dans le cas du choc des deux barres avec les
vitesses positives ou négatives V,, V,, telles [comme au n° 4 (25)] que

(67) V“_‘V-_) > o

se réduisent a
(68) (g)w=0, (F)_=Vo (mheo=o, (%) _v,

J'ai donné, dans un autre Mémoire, pour les déplacements tels que
u;, Uy, des expressions en série transcendante, applicables 4 un nombre
quelconque de barres ou parties de barre en partant d’un état quel-
conque, les extrémités non jointes de la premiére et de la derniére étant
ou libres ou assujetties, et toutes on quelques—unes pouvant étre en
tronc de cone ou de pyramide. Les formules spéciales 4 deux barres
prismatiques animées initialement de vitesses uniformes V., V,, sans
compression, sont

cos 7T
. . a,
U, = mmie, s =
1 1 ZAX'S st X, cosmt,
m
cos a—-l-’(al +a—ux)
= inmi si X,— ?
2, 2AX2S mt, 2 P ,
M a, M a, 4 a,
—'v.f X, dx + —’v,f X, dx
P A — 1 4 o .- a; a,
et s ~m M a, M a,+a, ’
(6g) — | Xlde 2 Xidz
a J, a, s,

2 s'étendant A toutes les racines m réelles et positives, en nombre

infini, de '’équation transcendante

dX, - dX,\
E,w, (m)m, = Eqo, (%La,

M, M,
ou m | —tangmr, - o tangmt, | = o,
Tt 2

| ¥ compris la racine m = o;
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ou bien, si I'on exclut cette racine m = o, en faisant passer hors du

signez ce qui en provient, et si 'on développe :

. mx
Smmt,Cos —— sin mt

MV, MY, M 2 7,
U= M, + M, t+(V, —Vg): m? M M cos?mt,
(70) v Mo cos*mer,
M,V,+ M.V, My 2 sinmr, cosm(a'_:# sinme
Uy = M.—i—M; £— (V‘—-V2)?2- m? cos*m, ’
M, ——— +M,
cos*mt,

|
En effet, les expressions (69) de u,, u, satisfont bien, vu 7, = %‘-,
1

T, = %3, aux équations différentielles (63), et, aussi, évidemment 4 (64),
2

(65), ainsi qu’a la premiére et a la troisiéme des conditions initiales

(68); et, quant a laseconde et 4 la quatriéme de celles-ci, comme elles re-

viennent a 2 mAX,=V,, 2 mAX, =V,,si 'on ajoute ces deux équa-
tions multipliées respectivement par %:I—I'X, dzx, lf—: X,dx, et intégrées,
aussi respectivement, de o a a,, et de @, & a, -+ a,, tous les termes
des Y disparaissent hors un seul et I'on tire bien la valeur (6g) de A,
vu que si m, m' sont deux racines différentes de 1’équation transcen-
dante, et si X,, X, et X', X, sont les valeurs correspondantes respec-

tives des fonctions de « et m appelées X,, X, il est facile de voir que
d’apres cette méme équation on a

% a,-+a,
(71) %f X, X'\ dxe + % X, X, dx = o.

Siles deux barres qui se heurtent sont en forme de tronc de cone
ou de pyramide, il est bon, pour avoir des expressions symétriques, de
compter les abscisses x,, x, de leurs sections variables Q,, Q, dans
deux sens opposés a partir de leurs extrémités libres respectives, en
sorte qu’on aura pour les superficies de ces sections

\ 2
9,=w.(1+“7f-‘), 92:.-0)2(14-%),
1 2

Tome XII (2% série ). — Aovr 1867.

37
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»,, 5 6tant celles des sections extrées, et k,, i, des constantes linéaires
- L .o, W . "

positives ou négatives. Alors, si Pg—, -g—’ représentent les densites des

deux barres, et si 'on fait

gE gEz
8B _p2 &E:

= k?
m, n, 2

comme les équations différentielles (63) sont alors remplacées par

du, du,
d (E'Q' d_x.> nQ, d*u, d (E’Q’ d_x,) me, du,
—_— = —

dz, g de dx, g ar’
et les équations définies (64), (65), (68), par
du, , du,
<d_:"l->x =o= 0 (d:‘z)z'.:o =0, (u‘ )‘”1 =, = (u2)xs=as’
a,\? [du, 2\ ? [du,
E'wl (I+h_|> (ij)xl:aa:EQ ©2 (l—l—z_’) (ﬁ)x’:a"

du du
(ul)t=o =0, (Ttl),:o: Vi (us)z.—:o =0, (T;)t-_-o ==YV,

I'on aura pour solution

u, =Z AX,sinmt, u, =ZAX2sinmt,
. a, mrx, . ko . . 1—!—”2 cosm'];? . ks Gin ma,
I+ — €05 — —+ —— sin — — —_ in —
. h, k, mh, k, h, fy mh, ky
S1 X. == Y P <
.- x, o ma, + K in . I+.r, cos ma, + ks s ma.
— s — — S —— — " ——— — —
z % T mk TR, BT T mk R
ay x\? ra, x5\ *
MoV, f (1+—> de$|+nz°’zv2/ <l+—> X.dx,
I V] hy o] h
A = — )
m 4y z\? 8y .\ ?
e, 1+ — | Xidz, 4+ M, 1+ =) Xidr,
o by 0 "2
2 s’étendant A toutes les racines de I’équation transcendante

a\? /dX, o a\? {dX, .
E|w| (I+ 77') (7‘;‘)“"1:“1_E2w2 <I+ E) (-d—x')xs":”:’
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formules qui se réduisent a celles (69) du cas de deux barres prisma-
tiques, si '
b=, hy =,

etsil’on y fait x, = x, xy=a, + @y — X.

La méme analyse servirait pour des barres composées de plusieurs
parties en forme de tronc de pyramide ou de cbne, et par conséquent
pour le choc de corps en forme de fuseau ou autres, ou l’on puisse
supposer que le mouvement s’opére par tranches paralleles.

Au Mémoire cité, complément de ceux que J'ai présentés depuis
1857 et qui vont étre imprimés au Journal de " Ecole Polytechnique,
on trouvera le développement de cette solution, a laquelle il convient

‘de recourir quelquefois méme pour les barres prismatiques, comme

nous verrons plus loin, notamment quand une des deux parties a
une section relativement fort grande, une longueur fort petite ou une
résistance élastique considérable; suppositions qui, poussees plus loin
encore, permettent de réduire I'une des deux parties ou barres &
une masse étrangére parfaitement dure, pouvant étre venue heurter
I'autre barre supposée libre aussi, ce qui constitue un probléme dont
la solution directe a été presentée en 1865 [*].

Mais, en excluant ces cas extrémes, et en revenant aux barres
prismatiques, nous pouvons nous servir de la solution en termes finis

(7)) =i (k) F (e — k1), ua=falw+kat) + Fox —ky ),

fis Fu, fa, F désignant des fonctions dont la forme peut varier brus-
quement, et qui en vertu de (64), (65), (66) doivent satisfaire

(73) Sk e)+F, (—ke) =0, [, (i@, +kst)+F, (a+a:—kt) =0
Fila k) -+ Fi(a— k) =fila+ k) +F(a— k) det=o

(74) a (a,+A-.t)+F'.(a‘—k,t)#r%[fl (@ ~+kat) + T, (@— k)] o=

' x ) R
(‘75) fix+-Fr=q= f:x—Fix:%— de z—0 & x=a,
L

y
(76) Sfie+Foz =g 7, Sy ;r—I“'R.z::I‘)—;‘JE de x=@a, 4 *T=a,+ a,.
2

)

[*] 3 juillet, Comptes rendus, t. LXI, p. 33.
37..



292 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Si nous voulons en déduire les déplacements u,, u, eux-mémes,
nous intégrerons les deux membres, multipliés par dx, de la deuxiéme
équation (75) et de la deaxiéme équation (76) en choisissant arbitrai-
rement, par la méme raison que nous avons dite au n° 2 pour la
deuxiéeme équation (6), les constantes des seconds membres; par
exemple, vu que c’est ce quil y a de plus simple, de maniére
que leurs intégrales s’annulent respectivement pour x =o el pour
X = a, -+ a,. Puis, aprés avoir déduit, comme au méme n° 2, des
deux équations ainsi obtenues, combinées avec les premiéres (75), (76),
et avec celles qui résultent de Fintégration des deux (73) de o & ¢, les

valeurs de
j; ' jzs Fl Y F2’

pour des valeurs de leurs variables qui sont comprises entre certaines
limites, nous nous servirons des deux conditions de jonction on de
raccordement (74), qui nous fourniront, en intégrant la seconde, des
formules promotrices analogues & celles (82) qui seront données tout
a I'heure, et qui feront pousser jusqu’a des limites croissant indéfini-
ment dans le sens positif pour f, et f, et dans le sens négatif pour F,
et F,.

Mais comme nous avons besoin surtout de connaitre les vitesses et
les contractions ou compressions '

(77) j v'{ :k,j{ (x+kt) — If: Fy(x — k1),
V ji=—f (e + kit)—F, (x — k,t),

(48) { Va=ky fy (2 + kyt) — k, Fy(x — k),
jo=—f, (.x'+k2t)—F'2(x—/f21),

et par conséquent les dérivées des fonctions £, F, nous différentierons
au contraire celles des équations de condition (74), (75), (76), ou
ces fonctions ne le sont pas encore. Nous tirerons ainsi, de (75) et
de (76), § désignant généralement la variable des fonctions,

f'1<C=a'>=2,'2—t+j;f, F'l<§:0):?'.c_»;;+c’

( ) 0 ] a, ';_ 2A|
- g_”“*"”’—ﬁc_,_’ﬁ F.(c =2 AN
-f2 T a Y 24, 2\® T a+a ) o 2k,

o [EEEE R YR AR '
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d’oti, comme les conditions (73) fournissent

(80) F' (c:_w)z-f"(-»c), f;(:: ® ):_F;(M.Ha,_c_),

0 a, + a,

nous déduirons

¥, (g:“o“'): _ A= W=y

2 2k,

(81)

f, (C_(l|+2a2 _~?’2(2a,+2a,——§) . ‘~Pz(2ﬂ|—|—2(l2——'§)
2 T a+a ] 2 - 2k,

Pour pousser plus loin les limites de &, servons-nous maintenant des
équations (74) de condition de raccordement des deux parties du
systéme.

Si I'on différentie la premiére par rapport a ¢, et si on les résout
ensuite toutes deux par rapportd £, et F', regardées comme deux
inconnues au premier degré, on tire

" X r—1 ‘,‘ ar "2 r F AR
ji(a,+/n,t)=r+ll*1(a, —!ﬂt)—l—m Efz(a,+£2t),

Fy(a,— ht)= -2 1F, (a,— k,1)— L (@ + k),
Remplagant par { les variables indéterminées des fonctions S Fy et
ajoutant, en nouveaux membres, celles F', et £, qui, d’aprés les rela-
tions (80), ont les mémes valeurs que — fiet —F', Pon déduit les
doubles formules suivantes, que J'appelle promotrices parce qu’elles
conduisent indéfiniment 4 des valeurs des quatre fonctions de plus
en plus avancées quant aux valeurs de leurs variables,

f’,(t:w>:

a, _7‘——] , oy ﬁz , 1_2 .
. .F’ ( . ?;_-oo) '_r+1F'(2a'-,¢)+r+x Tf’ a.+E(t;__al)J
(82) - ‘ »
Flﬂ <§: _—.aoo): . 2k ' * - r—i
’ = IF’:["I“Z_?(“.‘ IC)J_;:T‘/’:(Q‘II__C). .

© ) r-14,

’
= 2a,~ 20— =
f’( ! ¥ a,+ 2a,
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Ces formules générales (82) servent, lorsqu’on connait pour cer-
taines valeurs de leurs variables les quatre fonctions

fila@+ke), Flx—kt), fole+rht), Fylc—k)

i obtenir ce qu’elles deviennent quand on augmente les variables res-
pectivement de

k, k
(83) 2a,, —ada,, 2?:a,, -aﬁ—_:ai,

ce qui équivaut, pour un méme point ou une méme valeur de x, a2 une
augmentation du temps ¢ de
a,
2Ty =25
i
En effet, en partant, par exemple, de ce que nous connaissons déja par
les expressions (79) et (81), les formules promotrices (82) pourront

nous donner (en indiquant simplement les limites des variables sous
les signes f', F sans écrire §),

3a 3a a 2"2a a, +2a +2A.2n
o 1 r - ] 1 riadl ’ 1 2 e
f1<a:>’ F‘(— a.l>’ P RO S )

a, a, - 2a,

car, pour ces limites, on aura dans les troisiemes membres de (82),

A'z
r [ ' a + 2
F1( am)’ Sl AT
. o
cps . ks
dont on connait bien les valeurs par (79) et (81), puisque a; + 2 - a,

3 h y ‘ @, oy
est < «, + 2a, d’aprés ’hypothese constante (62) 7 <z

Mais comme, d’aprés les mémes formules (79) 2 (81), F'| a des

. .0 o — a
expressions différentes entre les valeurs L. et entre les valeurs o "de
]
) . a,+a a+2a
sa variable, et f', a aussi une autre forme entre *qu’entre "
a, a,+ a;

il est nécessaire de scinder en plusieurs parties les accroissements (83),

k k .. A cree
2a,, — 2d,y 2 A—_’a,, — 22 a,, et cette scission devra étre différente
L ]

. . N ‘a a
suivant les diverses grandeurs relatives de 7. et de ;3 .
i 2
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Nous trouvons, de cette maniére,

a a k
Lorsque nz} < 21 ou 27, < Ty (d’oﬁ a,+27a,<a,+ ag) :
1 2

3
o] ke sa) — k(5= 2a)]
B4 £ { t=2a . +V£‘)—“':M"[a'+%(c_”')]+‘“[“‘+%(‘“’“')i];’
Ty W e — ) = h(aa— 0]
i . —_;(—::_Il)—kz[h?':(zal'—i)-%—%(za.——t_)],

e et [a fe— e ] = w e e ]|

S R ka0 ba—1]

Et, lorsque
a, a; a - N k"
‘T<f<27r—, ou T, <L 1T,< 2T, (doua,+2z_—a4>a,+a2>,
1 2 ] 1
il faudra, en conservant les formules inférieures de (84) et (85), ou les

A

. . 2a a ~— —a .

expressions ci-dessus de £, (" ") et Fy{ ™' A& '}, opérer une nou-
a, 2
a,

&y
d,— 2 —a,

2

ky

a, — —a,

‘"2

.. . , . 3a
velle scission pour les intervalles supérieurs M' et » et prendre
. i
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/ 3a, r—u

SR A B 2a) = (E—2a)

r ks 0
: + *ﬁ?* k19, [a.+2a2——,'(t—ax)]+\¥’z I:al—i—za,— — & — ,,I)]%.,
(86) ~f'1 ¢ —'—;al+ﬁﬂ") - ("+I)A‘ A T,

'(2 r—1

sk T A (= 2a) — ¢ (8 —2a)]

r

? "2 ‘_2
2a, -+ mz“z?z[m—l-z(c—al)]"— \Pn[al—{—‘—_l(c_a')];,
/ k, T T £ 0 )
S I e e R A R e |
-3 (::l‘) /{’a[_— krg, (2a;+ §) + $a(2a, + 0)]1;

(87) F’z E==a,—a, =

1

-4

= hs[ act Za—g)]|— 4] — ot £ (e

{r+1)k,
A’q - r
“— g e P Y

Et on en déduira les valeurs des fonctions F'; et f', au moyen de (80),

(88) Fi(§)=—/"(=8), f1l8)=—F,(2a,+2a,—¢).

Pour passer, par le moyen des mémes formules promotrices (82),
aux valeurs que prennent les quatre fonctions quand leurs variables

. k k .
s’accroissent de nouveau de (83) 2a,, — 2a,,2a,, —a2-a,, et ainsi
1

# &
indéfiniment, il faudra opérer de nouvelles scissions qui seront en
nombre de plus en plus grand ainsi que les changements brusques
de formes de ces fonctions, essentiellement discontinues comme on
voit.

Les limites de ces scissions ou coupures d’intervalles seront fournies
facilement et sans méprises par une construction comme celle (23)
qui a été faite au n°® 3, c’est-a-dire par une représentation, en prenant
cette fois-ci, non plus les k¢, mais les temps ¢ eux-mémes pour abscisses
comptées sur une droite OT, et des ordonnées x prises perpendiculai-
rement a cette droite, de la marche en deux sens, avec des vitesses &,
et &,, de points d’ébranlement partant & la fois des extrémités x = o
et X = a, + a,, et de la jonction x = a, des deux barres ou parties
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de barres OA, = a,, A,A = a,, comme si tous leurs points matériels
étaient transportés latéralement ou paralielement 3 OT avec une vitesse

(89)
, E=2T4TY,
t=o ‘ AT, 2T, 3T+T, AT

e
LaAX
A

>
§>¢I v

commune quelconque. On a ponctué les lignes d’ébranlement qui
tirent leur origine des extrémités libres O, A, et tracé plein celles qui
partent de la jonction A,. Celles de la partie supérieure, relatives a la
barre a,, n’ont pas, comme dans la figure du n°®3,les mémes inclinaisons
que celles de la partie inférieure relative a la barre a,, car &, n’est pas
égal a k,. On peut remarquer aussi, dans la figure ci-contre, un grand
nombre de lignes inclinées dont les analogues ne se trouvent pas dans
la figure ou le diagramme n° 23 que nous citons; cela vient de ce qu’ici,
en raison de la différence de grosseur et de matiére des deux parties a,,
a,, les ébranlements se rdfléchissent non-seulement aux extrémités
libres x = 0, & = a, + a,, mais aux extrémités joihtives xr=a,,ce
qui ne les empéche pas, en méme temps, de passer ou de se réfracter
en quelque sorte d'une barre dans I'autre avec d’autres vitesses.

On a écrit, sur quelques-unes de ces lignes inclinées, comme au n°3,

Tome XII (2¢ série). — Aour 1867. 38



298 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

leurs équations en x et ¢, ou, ce qui revient au méme, les valeurs cor-
respondantes de x + £, ¢ ou & -+ k, ¢ qui sont des quantités constantes
pour toutes les lignes descendantes (de gauche a droite), et celles
de & — A, ¢ ou x — ky¢t qui sont des quantités constantes pour les
lignes montantes. Et les autres pourront s’écrire facilement en pre-
nant constamment, dans la partie inférieure, x = &, £ égal 4 = le pro-
duit de &, par I'abscisse de I'intersection de la ligne inclinée correspon-
dante avec I'horizontale OT du bas; et, dans la partie supérieure,
relative & a,, & + k,t égal & a, + a, = le produit par k, de I'abscisse ¢
du point ou la ligne inclinée correspondante coupe AB, qui est une
paralléle a4 OT.

Pour tous les points matériels et les instants qui sont représentés
par les points de la figure se trouvant dans Vintérieur de chaque qua-
drilatere ou triangle, les fonctions /] , F', ou f, , F, ont, non pas une
méme grandeur constante comme au n° 3, mais une méme forme ou
une méme expression en §,, ¢, ou ¢,, ¢,; forme ou expression qui
change brusquement quand on passe d’un espace a l'autre. 11 s’ensuit
que les valeurs constantes de & + £, ¢, pour deux paralléles voisines,
indiqueront les limites consécutives de la variable § de f, , et les va-
leurs constantes de ax — £, ¢ indiqueront de méme les limites des va-
leurs de la variable § de F,.

La figure esl faite pour le cas

o, a,

27 < 17, Ou 2E el
On peut, dans les autres cas, se dispenser d’en construire d’autres,
quand on a besoin seulement de poser les expressions comme (84)2(88)
des fonctions f, F; car il suffit de ranger suivant leur ordre de grandeur
les abscisses des points de OT et de AB selon les diverses relations

a, ., a . “ . .
de -4 -=; pour en déduire facilement, comme on vient de dire, les
] 2

limites diverses de scission des variables x + k,¢ de f] et a — k,¢
de F,. Mais si I’on veut en déduire ensuite les valeurs (77)s (78), de v,
Jis Y2, Ja» ces figures devront étre construites, et sur une échelle un
peu plus grande, comme diagrammes (n° 10, ci-aprés) indiquant les
valeurs en question pour tous les points des barres et pour les instants
successifs,
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Le nombre des changements de forme des expressions des vitesses
ou des contractions ¢,, v,, j,, j, serait, comme on voit, infini pour un
accroissement fini quelconque du temps si 7, était infiniment petit;
c’est-a-dire si 'une des barres ou parties de barre était ou infiniment
courte ou infiniment roide, ou si elle était comme une masse vibrant
en bloc et non par tranches successives. Cela montre bien, comme
nous I'avons dit tout & F'heure, que les solutions en termes finis ne
sont point alors applicables; elles cessent méme déja de I'étre quand
I'une des deux parties est seulement ¢rés-courte, et il faut alors recou-
rir aux solutions en séries trancendantes telles que (70), plus simples
d’ailleurs, en général, quand le temps devient un multiple trés-con-

sidérable de celui T, =%—l' que le son met a parcourir la partie a,.

9. Probleme duchoc mutuel de deux parties a,, a,, de grosseurs ct
de matiéres différentes; ou, plus généralement, de leur mouvement
Lune avec Uautre lorsqu’elles ont été animées respectivement d’un bout
a l'autre de vitesses V,, V, sans contraction initiale. Déetermination,
d’abord, des valeurs successives des fonctions arbitraires f, F.

Il faut faire alors A
(9o) ¢ &=0, ¢r5=o0, ¢, <§ = (2) =V, ¢ <; = Zi N “2) = V.

Nous prenons toujours l'origine des x a4 Pextrémité libre de la
barre a, le plus tot parcourne par I'ébranlement, les vitesses étant
comptées positivement, comme au n° 4, quand elles vont dans le sens
de cette barre & P'autre a,, et devant, pour qu’il puisse y avoir choc,
étre telles, quels que soient leurs signes, que

(91) SV, =V,>o.

Dans ce cas simple, les subdivisions ou scissions d’intervalles hors
desquelles les expressions changent de forme sont un peu moins nom-
breuses, parce que les diagrammes construits comme celui du numéro

» parceq
précédent n’ont plus les lignes d’ébranlement ponctuées qui partaient
des extrémités libres & = 0, x = a, + a,. Les fonctions f, F se ré-
? 1 2 )
duisent en méme temps i une suite de constantes, en sorte qu’on

peut effacer ¢ de leurs désignations. Les six formules (79) et (81)
38..:
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se réduisent 4
v & rofany V.
s =-m )=
e (A 2a) o (& _ Vz.
f2 a, T 2\a4a) T ok
Et les huit formules (84) a (87) donnant f*,, F',, ainsi que les huit
autres qu'on en déduit par (88) pour F',, f’,, se réduisent aux deux

doubles formules suivantes, qu'on aurait pu, au reste, tirer directe-
ment des promotrices (82), et de (g2),

(92)

[ . (3a)\ , {— 3a, _2rYa—{r—n)V, V, 1—rV,—V,
f‘(a, )ﬁf_F'(—a,>_ 2(r+1)k REY T Y
/ ko ' k
, {a+2a,4-2—"a, , a,—z—za1 zV,—+—(r—[)V2
f ki :-F._, ky _— 7
? 2(r+1)k
a, -+ 2a, a,
_Vl I—rvlbvy__ V. Ca V,—V;
Y Y ST v

Ces expressions (92 ), (93) ne nous conduisent i calculer les vitesses
et les compressions que jusqu’au temps ¢ = 2,

Pour pouvoir aller jusqu’a ¢ = 27, + 21, comme au n° 4, il faut
que nous déterminions les scissions 4 faire subir aux accroissements 2a,

A . . v

et — 2 -~ a, que les promotrices (82) donnent aux variables ¢ def; et

) . v
de F,. Nous y arriverons avec siireté, 1° en ce qui regarde /| , en ran-
geant dans chaque cas, suivant leur ordre de grandeur croissante, les
temps ‘
t=r1,, 31, 57, 1,421y, 77,, 31,4+ 27,,..., (20, +1)%, + 20,7,,...,
ou I'ébranlement partant en deux sens du point de jonction x = a,
se réfléchit & 'extrémité libre x = o de la premiére barre; d'ou, en
multipliant ces temps par 4,, les valeurs suivantes de la variable defs

k A k
r+ kt=—=a, 3a,, 5a,, a,+ 2;'a,, na, 3a, + 2 T'a,,..., (2 +1)a + 26,2 a,,. ...
2 2 Uy

2° En ce qui regarde F;, en rangeant de méme les temps
t=1Ty 2T+ Ty 4T, + Ty 31,...

)

des réflexions qui s’opérent & I'extrémité libre x = a, + a, de Ia
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deuxiéme barre ; puis en prenant les exces de a, + a, sur les produits
de ces temps par k,, ce qui donne pour les valeurs successives de la
variable de F',

A‘2 A'u [

. , f2
r—hit=a, a,—2—a, a—4§a, a—2a,.., a—20La,— 20, ~d;, ...

A &y &,
En effet, ainsi qu’on I'a dit au numéro précédent, analogiquement
A ce qui avait été remarqué au n° 4, ces deux suites donnent les va-
leurs des variables x + k¢, x — k,t de f, , F,, entre lesquelles ces
fonctions econservent les mémes grandeurs constantes, et au deld ou en
deca desquelles les grandeurs-de f , F, changent brusquement [*].

(*) La figure ci-dessous, dont je me suis servi lors de la présentation de ce Mé-
moire, achévera au besoin de faire comprendre ce qui vient d’étre dit.

+209 4 Mgy e,
A

- Aoe s e e
$+k3t:n1+2a%:__ " | J- P ‘//a1+2k1"-'2
-~ e b o

4 . -~ P
//// P h 7{,:‘—/—- ~—aa
ey 1

Ty +27g

. @5-251Tg >
-l

Elle est relative au cas oi 27 < 27,< 31,. Les lignes pleines inclinées sont tou-
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Voici un tableau qui donne, pour les diverses relations de grandeur

a,; ., a . . . .
de 7, = A—’ at = ?', I'ordre dans lequel on doit ainsi prendre les di-
2 1

verses limites de scission des accroissemenls successifs des variables
{=a +kit, T=x— k,t

des fonctions f , F', occupant les premiers membres des deux formules
promotrices (82 ).

On y a ajouté comme premiére ligne, pour le compléter, les limites
inférieures des mémes variables dans les expressions (g92):

jours celles dont les ordonnées donnent les x des emplacements actuels des deux points
d’¢branlement pour chaque instant, ou pour chaque abscisse £ comptée sur OT; et les
quatre lignes panctuces en zigzag, dont chaque sysléme est contenu entre deux paral-
léles ponctuées de méme, donnent, par leurs ordonnées, les z == #,¢ (points ronds), et
les .r = 4,¢ (points longs) qui y correspondent. On apercoit bien que ces ordonnées
ont pour limites successives, savoir, les x + k1, celles

A.
a, 3a, a+2knn—a —+2 Zl ay,...,
2

et les » — ky¢, celles

'y
a,, ﬂ,——:).k.r,:a.—2—_-az, a, — 2dy. ..
2
des parties horizontales de deux des lignes brisées ponctuées répondant aux deux par-
ties des lignes brisées pleines qui représentent la marche des points d’ébranlement, et
nous savons (n® 3) qu’enire ces points les fonctions f',, F, ont & chaque instant des
valeurs constantes.

' o Vet
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LIMITES DE SCISSION

bRDBE DE LEURS GRANDEURS DANS LES CAS

- - w W
do de T, <7 [ nl,; o o
TEMPS £. R e 8 o
x4k 1, x—k,t, on {‘/ \/ \‘“/ v Y,, \l/“
~ =
variable de variable de a _a| vl ¥ SERVEEN %
, - 22 |V e Sl VAR IRV,
g By RORC e Ny
1] al—}—az 1 1 1 I
T, @, a, 2 2 2 2 2 2
37, 3a, a— z%nl 3 3 3 3 3 3 3
't
ﬁ
57, Sa, a— 414—?0‘ » 4|1 5 | 4 4 15 5
t
‘.
7, 74, a,— Gfﬂl » » 15 [ 6] 8 |7
i
k,
o7, 94, a,— SZ— . » 8 » 10
[}
A“Z
e, 114, a,——[ozal » »
A.2
137, 134, nl—,lz/l—“al
k,
157, 15a, nl——14A—jnrl
1
A‘Z
177, 174 ﬂ‘—IGA—_({ll
&,
197, 194, (II—ISEH|
7,27, ﬂl—i—ZZ:!{I) a,—2a, » » 4 » 5 4 4
37 4+ 3(1+2£—'(1 a,—2a,— & - 5 6
T, 2T, | 94 T a, ZA‘ a, 6 7 6
2 1
5r 5a —I—‘Zéﬂ a —aa, — "V’
27, ( F e 24, 42‘”1 9 9 9
2 1
el gt (
77,427, ) 740 ‘ZA, Ayl @ — 24, — 2 a, 12
2 i
i gk
971+2“2 9”l+2A. a,| q—2a,— If—ax
2 1
7,447, a‘+4ﬁ-,:d2 a,—4a, » » i 8
3~+4- 3 < /ﬁ «a 4 —_ f_% .
‘1 Ts TAT A | 4 G rEa o | It
P 1
5e -47, 0 5ae A /fl — — é
DY 47, t 4& [ 4”2 4‘ a
2 1
&
T,+67, al—{—()z-a2 a,—Ga, » »

dr, <7,

E=S

Qr

3t <7, < 47,

|

12

b, <7, <57,
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En considérant, par exemple, la sixiéme colonne de chiffres, inti-
tulée 21, < 27, < 37, ordre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, g, 10 qu'elle indi-
que est bien, quand 7, et 7, ont cette relation, celui des grandeurs des
temps t = o0, 7, 37, T, + 27,, 57,, 37, + 27,, .. inscrits dans la pre-
miére colonne du tableau, et, par suite, des & + 4,2, x — £, corres-
pondants, dont les valeurs sont inscrites dans les deux colonnes de
limites de scission.

Dans chaque colonne de chiffres, il ne peut pas y en avoir plus
qu'on n’en a mis, et les suites sont essentiellement bornées tant que
le rapport de grandeur de t, a4 7, n’est pas plus déterminé que par
les relations telles que 21, < 27, < 31,, etc.; car, en prenant encore
pour exemple la sixiéme colonne qui porte ce titre, il est évident
qu’apres le temps ¢ = 31, + 47,, qui répond au chiffre 10, on aurait,
si on continuait par grandeur croissante, I'un ou U’autre des temps
t =gt, et t =7,+ 67, qui répondent aux guillemets mis a la méme
colonne. Or on ne sait pas, d’aprés une pareille relation de grandeur,
donnée entre 7, et7,, si'onagt, > ou < 7, + 67, car c’estla méme

4 . . .
chose que 7, < ou > g}t,, etI'on ignore lequel des deux a lieu, puisque

. 2 3 .. .
ér' est compris entre 37, et —7,, limites entre lesquelles peut varier

3 3
7, par hypothese. La suite des rangements par ordre de grandeur a
donc di étre arrétée au chiffre 1o. '

De méme, dans les autres colonnes de chiffres, les guillemets
répondent a deux valears de £ de la colonne des temps,; dont Vordre
de grandeur mutuelle est incertain, ce que I’on reconnait si, en les
retranchant 'une de 'autre et divisant par le coefficient de t,, la frac-
tion qui affecte alors 7, est comprise entre celles dans les limites des-

T . . ..
quelles = peut varier. Comme on ne sait, ainsi, lequel de ces deux
T

temps est le plus grand, on doit les retrancher I'un et 'autre de la
série ainsi que tous les temps plus considérables.

On voit que pour avoir les valeurs des fonctions /|, F, f,, F,,
quand le temps croit, il faut faire de plus en plus de ces distinctions
de grandeurs relatives de 7, et 7, dont Cauchy a donné le premier
exemple par sa distinction (n° 4) des cas a, > 24, et a, < 24, quand
Ay =k,
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*,
que les formules promotrices (82) apportent aux variables des fonc-
tions f,, I',, occupant leurs premiers membres, les variables des
fonctions F, f, qui se trouvent dans les troisiémes membres reste-
ront dans les limites pour lesquelles ou a précédemment obtenu les
expressions de ces derniéres fonctions.

En scindant, suivant ces séries, les accroissements 24, et — 2 g,

On trouve ainsi, en faisant, pour abréger,

Vi VoW,
L lmw, L veg=w, U v =, v =
(95) (‘Z;ry»zzw” (%4:—%)2< 1 V*)“Wil’E;;(V‘— )= Ei:_:_; (V—Vo) =W/,
;}:72 —w,, (—:“-E;,);é (Vi Vi =W, ((;_:—%ﬁ (Vi Vo) = Wy oo SO

les formules ci-apres (98) 4 (111), que nous faisons précéder, sous les
désignations (g6) et (g7), de celles (g2), (93) précédemment trouvées,
afin de rendre le tableau complet (voir aussi apres).

o @, a . o
Cas GENERAL T < 7 lou < 7, ) sans autre détermination :
vy 2

(g0}

—(1,)

a |

2k f! ‘Z‘ }:—zkl F, 3 =V,

{ @+ 2a, @,

'Zi?fz’ j

{ a

P ‘),A‘z F’2 %

?:Vz;
‘n‘—f—a,‘

(97}

—"2A|F,,§_3ﬂ|g 1 —r

=V,
—a,; 1 +r

ky
a — 92— a, V,—V,

ko =V T =V +W, =V,+3W,;

(Vi— V)=V, —2rW, =V, 4+ W |

2k f

@,
5 &2

s \ay+2a,+ 2—a, o

2 ko f, s = — 2k F,

la, + 24a, \ e,

Tome XII (2¢ série}. — Aowvr 1867, 59
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(98) Cas 2 (Zz_‘ < ;ﬁ (ou 27, < 1,), conme (96\;, (97)s et, de plus :

, A5 — 5a, .,
2k f 3 ll: S :—-»2“,F’l 3 B3Zl :V,—{—Wﬂ,
/ i1 3
sa,+2a,+4fa, al——4§—a|?
2k, f, /l" = —2kF k‘ )=V, + 2 W ;
,al—l—zaz-l—zfa. ’a.—afn,s
4 1 1

a, a
(99) Cas 3lr_,<i~f’ comme (g6), (97), (98 5 et, de plus:
2.k f) @] _ — g W, 1™ =V,+ W,
, . 50| "
by
Sa,—{—zazﬂ—b/‘—al al—Gzal’
2k, f) ' — o2k F ﬁ' =V, 4 2 W
a,+2a,+4z—2a. a1—4fa|‘
i i

(100)  Cas 4%<%’ comme (96), (97), (98), (99); et, de plus:

2k S \qa,

——zA-.F’ 99l _y, 4y w,
l 7 (—7a)
\ e, ;
sa,+oaz+8—a.’ 5a.—82_—a,£
2hof] _' )= — 2k F, k' =V, + 2 Wi
a,+2a2+62;a. a.—~62_—2a1‘
1

(ror) Cas 5 <—, comme (g6), {97), (98), (99), (100); et, de plus:

114, , T rla v
'2"‘|‘f,'§ _—_—2“|F‘; =V.+ W,
ga; —9a;
ks
sai-l-za;-l—lo ) \a.—lo‘ ‘
1 v
2 ho f; | =—2hF, A =V, + oW
'al-i-?a +8A—a' \ (al""S‘_z“l ‘
1 / 1 /
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a,

(102) Cas 2 < < 2 —, comme (g6), (97); et, de plus:

‘ J
dat2ga, “3”‘—272“* Vo 4rW, + W=V, —2r W,
, - :
2k|f1, Sa :——2/(11?‘ “ A V.+-W=1YV,
'y 'y
al+2A—-2a2 —”‘_2/7,”2 +WZ,
A 3a, P — 3a,
ko by
a|+’4a2+2f[ll @, _‘Qa')_—'zz‘al
! ' Vo2 W 4+ oW/ =V,— 47 W,
-+ +4k2 4'4'2 s
@ —a a—h—=a
ahyfl (G RRTEAT AN g [T AR \A
: a+ 4a, a,— oa,
i £, Vo+ 2 W 5
rl[—l—ztz.—l—?,—[a,, la|—2z—a.
! L ‘

i

(103) Cas 2—< <5—~, comme (96), (97), (08); et, de plus:

a [ — na
7 . Vork e W, + V=V, —2r W, .
2A‘1f1, I+?"‘“az '—_"A"IFII _‘11—‘2?142 = .
’ s ‘ Vi + W2,
5a, \ —b5ea,
5 ul Ba,— 20 4,
“ a;-&-zz;age —b5a, T svg+8rW:,,+Wi
2k f, 9 P 2k F, e # V. + 8rW,+ WY
304'{" 2—102 —3a1_2? .
ks Vo 4rW, + W=V, — §{r WD,
74 ! \ — T,
Lk ks
ul—l—z‘ag—i—b}-’al a,——GITa.
o I v ‘ VZMZW +2WZ!:V‘: 4"Wm
2hy f] Cai+ da, = — ok, F, {a —2a, Vot oW
A‘2 ‘»2 i md
ﬂ.+2a2+4‘fm a.—4;a,
i | ! i

Ay
”|+ -|-612'+'~—|-—ﬂ(

k g
7 a,—aa,—4 —A—T a

p + 8rW,—8rW,
al—{—'zag‘j»«tgfa‘ ,—87._—2-51,
2h,f) ¢ P S LY ' =V, +8r W, — 4r W
a|+4ug+272a, a‘—zn,—zl*—.za,
. . ' Vo— BrWies
@+ 2d,+ 6 = u, | a,— 62 a,
\ n x

3qg..
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(104) Cas 3——< <4 > comme (96}, (97), (98), (99); et, de plus:

(9a, \ ,'___ga‘ ”
Ay ‘ ’ ( Va4 4rwll + W“ - ‘/’r Wi
2k, f] a1+2-k-a,»:—2/nF, —a,—zﬂ—a2 =
? ’ : [ V.+ Wy,
78 N )
\““' —Ita V. + 8 W, + Wy
2/r|f‘l { | :—2“.F: ki =
3a, +2A—a2‘ ,—3:1,—21—'2(1, Vit 4rW,+ W
ga, I \—9d|
i A | AA
a,—+—2az+8—ﬁ—2a, lll-—sfth
, ‘ , ‘ V,— 8r W,
2k, (a+ 4a, =—2hF,{a— 2a, "
Yo+ 2Wy s
. Ay Ry
a,+2a,+ 6-—a, a,—b-—a,
\ k ! \ ky
Ky
a +2a;+10-—a, a‘—IOA—_an
i ! \V,+32r’Wv
2k f, ’ = 2/, F oy =
2 g +_'a2+9-—la, : a|—2ﬂz—?fla| f\/‘z—:zW:,+2W'Vv-
k.
a +2a,+8 —a, a,—SITa,
\ 1

(105) Cas 4 < < , comme (96, (97), (98), (99), (100); et, de plus:

S e e e e \
511::. —1la, ) V|_W:;+W§:V2+4rw,,+Wf
2k f! = — ok F koo V=
’ ’a.+2_: ’ o _a'_2zia2‘ [V, +W!:
9a | L — 9,
Ay
a,—'—za,—+—lo’4 al'—IOA_.”l ,
' ! ! . V,—2W1,+2W,'
9,‘”2_/2 -{”|+4az ——ZﬂzF’o/(ll_th /_;VZ—G—ZW{.";
#, k
(ll+2ﬂg+8—2ﬂ| al_s_zal s
| 7] | %
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a, a, a, .
(106) Cas 2= <27 <3+ comme (96), (97), (102); et, de plus:
1 2 1
k / koo
3@—}-—4#612‘ —361,'*4;!12
*, oo | [V — 4 W 8w
5a,+2a, —8a,— o2+ a, )
ks hy Vot+W —orW,
2k fl {na, =—2kF {— 14 =
&, ki V.+ W,
tz,—+—4?a2 —a—4—a
} ] D,
Bal—!—z}—:rzz‘ \—34,—2‘7;0[
o / A~
a, + 6a,+ 2%51.‘ /a.—4a2~—z—k—2a‘
A.l A‘1 vV, -+ 2VVZ, —+ 167 W',v
a, -+ fa,+ 4= a a,— 2a,— § = a, .
3 Ay Vo4 2W, — {r W),
Zﬁ'zf; by —=— 2k, F; ky =
a.—;—za;—f—ﬁz a, al—ﬁza. VW =V, +aW,
(11+6[l;3 ; a — 4”2 p V2+2W,—2W',;,;
Ea1+4a2—|—zia./, ua|—242—2k—fan/
Cas3 23204l o 6 ) (106); et, de plus:
(107) Cas 7 <3z <4 comme (96), (97), (102), (106); et, de plus:
ga, —9ay v,
' A, ' A
2k f, al—s‘—GTa; y== — 24 F, —a‘—-G—[f—a2 =
2 2 "
£ g V.+ 47 W, + Wy=V,— 4rW
Ja,+ 4+ a, -—3a,——4ﬁ—a2 ! ! ‘ N
'4"2 \ A‘2
k k
- a,+ 2aﬁ-8£—jal . al—SZj#a, v,
2k fi {0+ Ba, S PP P T Vet 2 W
k

2
a+6a,+ 2 Zz a,
t I




2 Ay f,,

2 A'zle

A.
3a, 4+ 2 —a,
4,

| Ay
a, + 2a,+ 8 T a,

1

I
a, + 4a,+ ./;Z—al

]

a,+ bu,

Ay
a -+ 2.d, +-6Ta.

i ]

| k
La - fay+ z'.zfal
1

= — 2“, F'I

—qa, ”
o Vi W) — W, 4 87W,
—5[l|— 2——\(11 "
> Vok W — 2 W
3 —
—a,— 4—_;02 V,+8r W, + Wi
—~7a . V,+ 2W: ——W:Z,
1
— 3(1| —_ 2 Z_,) a, /
A,
a, — 8’4—_2511 " "
) Vot W, + frW,,— 2 W,
ks
. a— 2a,— Zat V,+ 2VV,-47'W’1"'
== — 24h2 7 _ =\
_ a, 4a; 'VH— 8rW, — 4rWi,
a — 6/;—.'“' V.42 W, — 2 W,
2 2 R
a, — 2a,— —a
@ " 3 1

On voit que dans chacun des cas particuliers a partir de (98),1'on ren-
voie, pour les premiers et plus petits intervalles non mentionnés des
valeurs des variables, 4 des formules déja établies, relatives a des cas
précédemment traités. C'est que ceux-ci comprennent implicitement
ceux-la. Ainsi :

109)

27|<Ta

qui comprend

le cas
général

=< T

a, <
E

#

ou

et

T|<T‘2<271

a,

s

comprend | qui comprend

3r,. <, ~

qui comprend J et

21, < ;< 37 |

qui eomprend

27, < 212 37,

qui comprend

3n < 2m<l4n

qui comprend

et

o
¥

4T|<Tz 57 <15
qui comprend et 41’, << b7y,
3, < <4, b1, <at,< T,

qui comprend el

b <20, 8,
b <l27,< 61,
31! <372<;4Tl)
fr<37,< 5.
61,<472<7Tu
77, < 4T <87,

71’.<2T~,<81‘1
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Réciproquement, chacune.des relations d’inégalité qui sont écrites
vers la droite de ce tableau (109) entraine celles qui sont a sa gauche.
Par exemple, 37, <71, < /7, entraine évidemment 37, < 7, qui en-
traine (‘tjbrliori 27, <1, qui cntraine 1, <1, Toutes les expressions
(96 ou 97), (98), (99) de f,, F,, f,, F,, déja obtenues pour ces
trois derniers cas plus généraux, conviennent donc pour le cas plus
déterminé 31, < 1, < 471, ou 32 < <4 -5 €n conséquence elles

ont pu servir par substitution, dans les tr0151emes membres des pro-
motrices (82\, a calculer, pour ce dernier cas (108), les nouvelles va-
leurs de f] , F,, et, par suite, de ¥, f, qui y sont rapportées, et rela-
tives & des Valems plus considérables de leurs variables, ou dont les
limites sont plus grandes, positivement ou négativement.

Les expressions (97), (98), (99), (100}, (101), et les expressions (102),
(103), (104), (105), peuvent au reste étre déduites, comme cas parti-
culiers, des formules générales suivantes, démontrables directement,
et ou

2
représente un quelconque des nombres 1, 2,3, 4, 5.....

. [42
(110) Quanp iT < Ty, oOU 1-—< %y

(2i+1)a, / —(2i+1)a, 0
= —92kF =V 25
2k S (2i —1)a, 2 —(2i—1)a »+ W
, ey {
a.+zaz+21za1 ? cz—-21A—11l
i—1
Zligle ! i (:—ZI"‘IF; ? ) :vz"‘W((;J )
a1+2a2+(2i_2)2__?a|s \Cll—(2l'——’),)-é—jal

(r11) Quaso i1, < 1o < ({+ )7, ou z——< <(1+ l)ﬁ

F(2i+ 3)a \ (2i4+3)a
- (i+1)
k Vo+ 47 W+ Wit
2/r,f'5a,+2/r—'a, =—2hF(—a—2-a)= : 4(”_1 (1)
' X Vit Wl+1>
V(284 1) aq (2i—+1)
Fo
S 1-+—2az—§—(zz-|—2 —a,' a.—(zi-lr«z/]r—a,l
V.—2W, +2Wl
Sl a4 fa, y=— 2k, F, a,— 2a, — ‘ ! ()3
Lk, \ k, Vz -+ 'zW(,_H)
a, -+ 2a, -+ 2l?a‘ a, —212—a1
] v 1]
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. | et & ¢tant un autre nom- { <=7 pour les intervalles supérieurs
(112) Quano, idem, < !

bre entier > 0, et ? < i + 1 pour les intervalles infériears,

(2i +2/ +3)a,

| '

, k
2k f) {{20 +1)a + 2 »Aia =
2
(2 + 2" + 1) «, ;

(i1
— 4" +1) rW(,_H\ + Wil

iitl)

V? + 4’ ’W\1+1) +VV(HI EE R

’ 3
= — 2k F, ——(21"—|~—1)(1!,—2/‘—'112

'y

— (27 + 2i' + 3} a, e

—(2i4 2/ 4+ 1)q
. .y ks
a +2a,+ (20 + 20 + 2)

‘.
24/, {a =+ fa, + Q.i’lr—zaI —
1

!
a + 2ay + (28 + 21")[—1_—2(1‘
! 3

K,
— (2 + 27 + z)z—al

:-2l”F"

4 (i'+1) o -1 (4-4-8")
” ot ‘VB 2Wiies -8 Wi, 2 Wiy,
&y — 2dy — 21 ——

. LV, — o Wi, + 807 — r Wi 4 2wl
£,
a.—(zi—e—zi’)#(:. !

i 1

En effet, la premiére des formules (110) se démontre au moyen de
la premiere promotrice (82), donnant

,((21—!—1)(1,8 T—7r p |\ — {27 —1)a,
k, —_ > 4k, F
? f'(zz-—-l)a,) x—i—r?A' v (20 —31a
. k,
(re3) n,+2zﬁ_u. qui est <7 @, 4 2@, vu que )1— 7”
] l
1+r2A‘2f; * b
al—|—(2i—2)2_—2a, qui est > a, ‘

Moyenuant la substitution ainsi faite, aux limites trouvées pour les
. : .. , «, + 2a,
variables des £, du second membre, des limites plus étendues "' )

nous pouvons y remplacer le 2£, f, par V,, d’aprés la formule (g6).
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Remplacant aussi
‘ ——(2i—1)a‘z 2i—1)
F‘%—(zi——S)a|§ par ~ fi { 21_3
qui lui est égal, d’aprés (80), et faisant successivement i = 1, 2, 3,...,

=VH

e e
-

a,

nous avons, vu (96> 2k‘f; {0

|3 - *
Pour 1, <1,, 2];1]1{”&.‘21 rV,+ 27 Vas

1+ r 147
5a, 1—r Ba) 2r
27 <To 2/{'j1 a,l:1+r 4,11 I —_T_“;Vﬁ
+1a) 1—r (28 —1) ar
i< ok S0 e = 10k 'fi% S AR

Ajoutant entre elles toutes ces équations, apres les avoir multipliées
respectivement par

1 — r\#! 1— r\i? 11—\
1 AR =1,
L7 1+ r 47

tous les f;-disparaitront, hors celui qui est dans le premier membre
de la derniére, car comme

it, <7, entraine (i— 1Ty < Toyeery 2T, < Toy Ty < Toy

le f{ du premier membre de chaque équation a la méme valeur que
le f{ de méme nom du second membre de la suivante. Et comme on a

. 1—r\i
+1—r+ 1—r\? l—r.‘—'_]—<1+r)__1+r [ 1—r\¢
1~ = 1+ 7 aattl I+ 7 - L—r  ar i+, |

l—__.
1-~r

= () v [ ()

ou précisément la premiére formule (110).

il en résulte

2k, [,

2z+1
2:——1

Tome XII (2¢ série). — SepTeMBRE 1867. 4o
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La deuxiéme formule (110) s'obtiendra de la deuxiéme promo-
(28 —1)a
(26 —3)a
dernier mewmbre, ce que donne la premiére (110) avec i — 1 mis au
lieu de i, ce qui est permis, puisque i1, <1, entraine (i — 1)1, <7,.

La premiére expression (111) se tirera de la premiére promotrice (82)
fournissant

trice (82), en mettant, pour le 24, F,

'a qu’on aura dans le
1

((2i+3)a, — {2i +1)a
, # 1—7 , ky
2A(f| (al‘f"zrz:az :_I_—e—_;zﬁ'F“a'_zZa’ ? -
(2 +1)a, | —(2i—1)a,
(1 k o)
( l) a,+(zi+z)£—3 @, quiest < a + 2a,-+ zziu.)
V1 i
-+ 27 ZA'uf; a, + 2a; N
1-+r P
a, -+ 2:‘;’(1. qui est "> a, \
!

car on peut remplacer le 24, F, du second membre par sa valeur que
donne la premiére formule (110), sans avoir besoin d'y considérer la

A . T k S
limite intermédiaire a, — 2 2-1 a, et, moyennant la substitution qu’on
2

voit que nous avons pu faire, dans le 24,f, , de limites plus larges et
qui sont celles de sa variable dans (g6) et dans (97), on a, pour ses
valeurs, V, dans Pintervalle inférieur, et V, + 2 W, dans Vintervalle
supérieur. Ces substitutions donnent précisément la premiere expres-
sion (111). La deuxiéme se déduit d’'une maniére toute semblable de
la denxiéme promotrice (82), dont le dernier membre contient les
mémes F et f, .

La premiére expression (112) se déduit de la premiére promotrice,
donnant
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f{ ((2i+ 2"+ 3)a (—(2i+2i +1)q
k 1—r , . k
2.k f, (2i'+1)a,—|—-2z_1a2 :—1—*—r2k'F‘ — (2 e, —2 L a)
P t 2
(2 + 2i' +1)a, —(2i+2i—1)a
k ky
(IIS) a + (20 + 28 + 2)7_3{2, quiest < a, 4+ 2a,+ (20" - z)A—_‘u,
t 1
27 . Lk
—+—l—:}:-;‘-2ﬁ,f; a, + 2a; 2I,k—zla‘
, .y Ko . y by
\ a,+ (2i + ai )k-a. quiest >a, -+ 24, + (24 _Z)Z—”'
\ 1 1 H

Moyennant la substitution de limites, ainsi faite comme conséquence

de 2/ % <2 %3 etde 2 (i +1) %Z-' > 2 %—’, la partie inférieure et la partie
2 1 2

|
supérieure du 2 &, f, seront données par la deuxieme formule (r10) en
y faisant successivement i = i’ et i = i’ + 1, ce qui est ici permis, puis-
que, pour ces deux parties, i’ est respectivement supposé au plus égal
a i et au plus égal 47 — 15 en sorte que it, <7, entraine respective-
ment ', < 7, et (I’ +1)7, < Tpe

Quant aun F,, supposons un instant que la premiére formule (112)
que nous voulons démontrer le soit déja pour une valeur de i infé-
rieure d'une unité a la valeur indéterminée qu’on lui attribue ici; on
aura les deux parties du — 24, F, en remplacant i’ par i’ — 1 dans le
dernier membre de cette formule (r12). On trouvera précisément, en
réduisant, cette méme formule posée.

Or cette premiére formule (112) est vraie quand on suppose i’ =1,

ar

car on I'établit alors en remplagant i’ par 1 dans ce qui multiplie )

I-+4r

—_—r

et en mettant, au lieu de ce qui multiplie - I'expression démon-

(-—-(21’—}—3):],

1
1+
: le — 2k, F Moy, La formul donnant £,
trée (111) de — 2k, i {—a—2za). La formule (r12) donnant f|,

—(2i+1)a, /
et aussi, de la méme manieére, celle qui donne f, , sont donc prouvées
pour i quelconque, dans les limites de 1 a4 i pour les intervalles infé-
rieurs, et de 1 47 — 1 inclusivement pour les intervalles supérieurs.
' fo..
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Ces formules générales (112) ne s’appliquent, comme on voit, que
jusqu’a
( k by
(2i+1)a.-—i—2£—_'a, s ) '; ’
j; : et T . ! ’),

(fi+1)a, 2({11— ién.

ou jusqu'a des valeurs des variables de f; et F', qui répondent, dans
le tableau (g4), 4

t=(204+1)7, + 271,.

C'est 14, en effet, que s'arréteraient, les chiffres indicatifs de ordre
de grandeur des temps dans une colonne de ce tableau intitulée
ity <ty <({ +1)7,, puisque, tant que la relation de 7, & 7, n’est pas
plus déterminée, on ne sait lequel est le plas grand des deux temps
(41 + 3) 7, et 7, + 414, qui devraient suivre.

Pour les deux cas

[£2 n 01 al

@ - ] 4 )
27’.<2Z<‘)K‘,’ 31-.<2£‘z<4/4‘.’

a, a, a, .
T < 7 < 27 qui les comprend, on

a, dans (106) et (108), poussé plus loin que les limites supérieures

plus particuliers que le cas (102)

k k . , A
3a, + 2 A—_'af2 et a, —aa, — 2 lr—’a, relatives & ce cas plus général,
2 1

celles des variables de /; et F,, en appliquant, a partir de I3, les pro-

motrices (82), qui offrent, pour le premier cas, dans leurs derniers
membres,

! ,F ' , b
—a, — 4 — ) A o N I
ki iy
8 A’
1 3
—3a,— 2 a, a4 2ay -4 2w,
ky ]
F /54 el . 3 "
b i] 2
= 5 Filaotn
4‘] ’ <)
a, — 4 — a,
Ay a, -+ ja,
A,
—, — 2 — @, a, & 2a, -2 — a,

A‘g / } A ' i
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En effacant comme inutiles les limites intermédiaires a, — 4 %a,

k . )
dans F), et a, + 62 a, dans f; , les valeurs successives & mettre pour
1

ces deux fonctions, en commencant par les intervalles du bas, seront
o,

N . . . a a
fournies par les expressions (102) relatives a + <5 <27et dansle
1 2 1

haut, pour le dernier intervalle de la variable de F',, 1a valeur de cette
fonction sera celle qu'on aura déja calculée pour un intervalle du bas
de la formule (106) 4 établir. On fera de méme pour les formules (108),
et d'une maniére analogue pour celles (107).

Les limites intermédiaires qu’on supprime ainsi dans les derniers
membres, et les limites extrémes qu’on remplace, comme on a vu, par
d’autres plus larges, seraient des valeurs de x -+ k, t et & — k,1, qui
dans la fig. 89 du n° 8, répondraient & des lignes de méme inclinaison
ne présentant pas de marches d’ébranlement parties du point de jone-
tion A,.

En ayant égard aux observations qu’on vient de faire, et en ayant
toujours soin, lorsqu’on opeére des substitutions dans les derniers mem-
bres des formules (82) qne nous appelons promotrices, de n’employer,
parmi les formules déja établies, que celles qui sont relatives au cas
ou I'on se trouve, ou a ceux dans lesquels il est compris d’apres le
tablean (10g), on évitera toute erreur dans ces recherches naturelle-
ment compliquées, et 'on pourra obtenir, aussi loin qu'on voudra, les
valeurs des quatre fonctions I, f', pour des relations de grandeur de

’ < @, a;
plus en plus déterminées entre 7, = T ety ="
1 2
10. Suite de la solution pour deux barres de grosseurs et de ma-
tieres différentes. — Calcul des vitesses et des compressions auzx instants
successifs, — Ayant, par les formules (g6) 4 (108), et aulres analo-
gues, les valeurs des quatre fonctions f} , f, , F, F, pour les grandeurs
diverses de leurs variables, on peut immédiatement en déduire celles
des vitesses ¢ et des compressions j :

N ’(},:klf: .r—{-ﬂ‘,t)—&‘IFV’(.I'——A'IZ‘), j.:-f: x+l'xt\~F,|x—Alt\,
(116) ! ! ’
Los= hof] (& + hat) — b Fy(x — hat)y o=z —f1 (2 + hyt) —F,(x — hit),

\

pour des valeurs déterminées de x et de ¢, en ayant seulement I'atten-
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tion, lorsque ces valeurs rendent & == £, £ ou & == £, ¢ juslement égales
aux limites ou la grandeur d’une des fonctions change brusquement,
de faire cesser 'ambiguité en prenant successivement des valeurs de x
ou de ¢ infinimeut peu au-dessous ou infiniment peu au-dessus de celles
qu’on voulait leur assigner.

Mais comme il s'agit ici de déterminer complétement dans quelles
limites successives de temps écoulé, et de situation sur les deux barres,
les vitesses et les compressions prennent telles ou telles valeurs, nous
construirons des tableaux ou diagrammes semblables & ceux qui ont
été donnés ci-dessus, et principalement au (8g) du n° 8, en retran-
chant les lignes inclinées ponctuées qui sont inutiles, avons-nous dit,
quand les deux barres n’avaient pas de compressions au moment de
leur jonction; et nous inscrirons dans leurs cases, comme nous avons
fait au n® 3, pour le cas ou les deux barres étaient de méme section
et de méme matiere, les expressions de

2k, filx+kt), 2k f,(x+kyt),
2k, F e —kit), 2k, F,(x—kyt),

tirées des formules {g6) 4 (111), et relatives aux valeurs de leurs varia-
bles, limitées respectivement par celles qui sont cotées sur les deux li-
gues descendantes paralléles, et sur celles qui sont cotées sur les deux
lignes ascendantes paralléles intérieures ou extérieures, entre lesquelles
la case est comprise.

Voici I'un de ces diagrammes, Dans chacune des cases on a inscrit
Pexpression du 2k, /| ou 2k, f, relatif 4 tous ses points, et, au-des-
sous, celle du 2k, ¥ ou 2k, F,.

Par exemple : 1° Dans le triangle, dans les trois parallélogrammes
et dans le petit trapeze ainsi que dans le petit triangle compris entre
les lignes descendantes

l.
x + kyt =a,+ 2a, et x+/f2t:a,+aa2+afa,,
1

on a, pour valeurde 2k, f, , écrit V, + 2 W, parce que la formule(g7)
relative au cas t, <1,, qui comprend le cas 37, <7, < 47,, donne
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bien cette valeur &

, ,
Na +2a,+22a
2k, f,

4, .
la, + 2a,
(r17) Cas 37, <7, < ft.
<&
A//@ t=o ) £=1, =27 47, 4T+, B
=, +a’ X .
sy/ A L=V, + ¥, N, 4+ 2W Y L\ Va2V
A N2, BNV, —2W! TRNY, — 2W
fk-,f;(.t-!-/-:, t) =¥, @ 5 ?){
x X }
2k, F, (b, t) =Y, a(,\\ Vo +2W, =, v, 4 2W, :.—\3\. oV,
e :
' T "
b3 —V,—2 W, ke % —V,— 2 W, S W2 W
x
>3
=, K s
Rt
. ' N, +2W,,
o 2k [k ty=N, N 42W, V,+2
2
. "~ V,—2W,
oY 2 AV (e—b )= NEV, VW, % .
e - .
/'\N’r 2A2£L; v, v o [ +2W,
& o @za Y+2W AVHS W,
2A, eV —aw, )2@ / o
oY A f‘ =V & - - A Y‘]L‘
Vi ALY/ Al Ve 2‘1\{'\: v - Nt
v \‘k v ;+2W, oK ¥
N ohvmNmw Xy Ny N
N § F % ‘;w,_‘ws(‘(' V42V N
F . V4 2W-NWT
=07 I, VAV 2V
A \
I\ et [\ ahf=
| \greso=n A\ 246
o=
=Y
; ¥
2=V, \ 3 o kS
-~ /
== 0 \Y
% J & I ehpvew,
N LA A ’;(" ,
P N
\,g&,b)’:—v, o/ eh¥=N—W,
0 T=0
t=a =%,

2° Dans le troisiéme de ces parallélogrammes, ainsi que dans le petit
triangle et dans l'autre parallélogramme, qui sont compris entre les
lignes ascendantes

ke
x — kot =a, — 6+

T et X - byt = a, — zaq,,
z

on a écrit, pour 24, F., la valeur tirée de la formule (105) relative au
o | PRAY
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cas 3t, <7y < 47y, qui donne

sal—zn-2

kq ' , — . ‘\/,m'.

2 “F2(a.—6%—’a. V,— 2W,,
[}

C’était bien en effet de cette formule (105) qu’il fallait la tirer, et non
pas de la formule (101) qui est relative & a1, <1, < 31y, el qui elit
donné

k.
a,—6 Z a,

a, — 24,

2k, F, =— V,+ 4rW,

3° Dans le trapéze, les deux parallélogrammes et le triangle com-
. . k k .,
pris entre les lignes montantes a, — 4 'T':'a, et a, — 6/r—lza|, on a tiré

le 2k, I, de la formule (100), car elle est relative & 37, <7, qui com-
prend 31, < 7, < 47,, et cette formule donne

ga,—(')%a.
2k, F, l-| =V, — 2W .
(al—4ﬁa,

"

El ainsi des autres.

En formant, comme on a di le faire, des diagrammes semblables
relatifs aux autres cas

at, <1 <37y, 37, <atmp <4ry, 21, <2t <31,

il a fallu de méme :
Pour a1, < 1, < 37,, entre les lignes ascendantes

k,

=4, et a,— aa,,
i

x,—kt=a, —4

et aussi, entre les lignes descendantes

k,
x4+ kt=5a, et a,+ 27 a,
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tirer les
ko
o, — - "
2/52F,2 : 4/\‘1 ‘):—-—Vf_,—-QWW,
d,— 2a, s

‘{l +2£l-[l
a2k fii T TR =V, - W

w?
Sa,

de la formule (101), et non de la formule (gg) relative & 7, <7, <27,
qui etit donné — Vet V,.

Et, au contraire, pour les cas 31, < 27, < 471, et 27, < 27, < 37,
il a fallu prendre

; &y
2k2F'25"*—47.‘“ -V,
a, — 2ay
et
, 5a,
Qk‘fi a‘—-i—’l?(l; :VH

tirés de la formule (gg) relative au cas 7, <ty < 27, VU qu’il com-
Hi

prend ces deux-ci, et non pas — V, — 2W, et V, + W, qu’etut donnés
la formule (101) relative & 27, < 1, < 37,.

Retranchant les 24F" des 24 /' des diverses cases, puis divisant par 2
pour avoir les vitesses v, et en les ajoutant apres les avoir pris en sighe
contraire, puis divisant par 2k pour avoir les compressions j, confor-
mément aux expressions (116) de v;, ji, 3, J2, nOUS avons obtenu,
aprés diverses réductions fondées sur la définition (95 ) des fonctions W,
les quatre diagrammes ci-dessous (118), (119), (120), (121) des valeurs
de vitesses et de compressions.

H1

Tome X1l (2¢ série;. — SEPTEMBRE 1567.
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(IIS) Cas 37, < m <4t
A =0 b= 2, Lagr 4T, 4ot Ta
7= a,+a, ; % N7
i / R o
| 4 f}}
i / N
' ! » U .
o ==V, | PEAR VA ANREN LAR A
! i ' s 5 Prav
. e W, /x U el
JASK. ! S a?\‘
b NS
;na,ffpz%a, o VirWiy ”/
t / ' ®
: T =AWW' \G/ AR AT
\ Y
| o W N et | N TR St
/;.: E N AU \\;n\, \ k /// ‘3 &
[ : 2 [ A= - 7
f Y 4 o o
4 | 4 ? i u 7z, v
o L W W ¢
’ A W,
r;,, LA 4 £, “‘ "
t i} i, gy
/ ‘Il / 't/ i E‘, _ﬂ'“-'.w' \'
A CETEY A LN Y= Y=V +W, i+ W, WAl v 2y +w(./(-
) ] A 4r b gy, ¥
i=a, EzaT; / '\ =&h £ 5T,
I
\ ® ! ,,,\
rW W B : / Yo /=W
"%. = Tf I : = oY ;: '2”"’ N % 2
= ) e Y & Vol
-~ /i ~
Y 3 & B J E
sy B ymVaw T rog= o Y =V \ b
4=y i R 4 " / "oy s |
- | = | = !
::': o N\ / A=e \

Dans ces diagrammes, on voit que pour les cases du haut et du
bas, qui ne sont séparées que par I'horizontale tirée du point de jonc-
tion Ay, les vitesses ¢,, v, sont égales, ce qui doit étre a cause de la

C s . o . K
contiguité des deux barres; et j, ne differe de j, que par le facteur r A—ﬂ

1
ce qui doit étre aussi, d’aprés la deuxiéme condition définie (65)

i du,
E, o, 7;' = E;0, - Cette double concordance offre un moven de
a.r e,
vérification.

On voit aussi que 'état des denx barres supposées rester unies ne
redevient pas le méme au bout du temps

I==27, 4 21,,
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(I 19) : Cas 27 < 7 < 37,

=0 ' Lt £ = 2T+, t==4THT,  E=3T
A- r=a+a - : T

\ A
%y "rmw"

n, (!

? -;— icz Vit
M, xn
W= 4r W
i
ks

! v ,“rv

+w+4 !
7\w ﬂg{~arw" va

BN

71" = ﬂ'ﬂ?T

et ne recommence pas périodiquement comme on a vu qu’elles fai-
saient quand elles sont de méme section, a moins qu’on n’ait

ST M M, ,
(122) r=1, Ccest-a-dire — f,=—£k,
a, a,

on égalité des masses des portions des deux barres ébranlées oun
comprimées pendant un méme temps. Clest seulement, en effet, lors-
que cette condition est remplie, que tous les W avec accenis supé-
rieurs s’évanouissent, et que, pour ¢ = 27, -+ 27,, les vitesses ¢,, v,
redeviennent uniformément V, et V,, avec des compressions j,, /.
nulles.

41..
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(120) Cas 31, <7< 4.

=T +7, 3 B

V—er\W,

2 o

torg ' ' : o BN R NN Y B R ST R [
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Ces diagrammes présentent la solution compléte, jusqu’aux instants
marqués, du probléme du mouvement longitudinal d’une barre com-
posée de deux parties prismatiques homogénes de sections el de ma-
tiéres différentes.

Les divers résultats de cette solution en termes finis satisfont, au
reste, aux formules générales (69) de la solution en série transcen-
dante.

Par exemple :
1° Pour l'instant ¢ = 1, ou les deux diagrammes (118), (119) rela-

. re . \ M.~
tifs au cas général 21, <7, donnent, eu égard a r = 1\121-1 :
142
/ M M, .
! vV, + 2y,
e, V.- W Y, -+ 1V, T, Ty do 0
) DL e T == = & a =z a
YT de ? ! r+1 M, M, v
——— + —
\ ) T T3
(123) e _
ty, = ﬁ =z lamémechosede z==a, & @ == a, + k7, == a, - — ay
¢ .y
du, T . )
p,— — ==V, de x=a +—a a x=a -+ ay
1 ot T2

et ol les formules transcendantes (6g) donnent

(124) (%)1:_ —:ZmAX, COSMT,,
(125) (‘%’\)t_ = ¥ mAX,cosmr,,

si 'on opeére de la méme maniére qu'on a fait pour déterminer le
coefficient A par élimination ou disparition de tous les termes de cha-

y' . Vactoaodi L p ’ ’ . ’ | du,
quez hors un, c'est-d-dire si 'on égale Vexpression (124) de — i
. du . \
celle (123) de v,, et 'expression (125) de —= successivement & la pre-
miere et 4 la seconde de celles (123) de ¢,, et si I'on ajoute entre elles
les trois équations qui en résultent, multipliées respectivement par

Bj—' X, dz, 91—2 X,dz, & X, dz,
a, a, a,
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et intégrées dans les limites de (123), on a unc équation nouvelle
qui, en égard a (71) ou &

M| ~a, 1\]2 a, —+ ;; a, Mz ra, - a,
— , X, X" dr 4 — X, X’Z dy 4 — X, X'! dr = o,
a, ) a, a,
¢ i 4+
[ ‘:'i 2

faisant disparaitre tous les termes des séries hors un de chaque, se ré-

duit a
@y a,+a,
mA cosm,. &f Xide o M, X2 da oo
a, Jo ! @ J,
M M M M T,
—IV|+‘—ZVI v a —-[V‘—F—QV, ”1+:»HE
“11 1 2 Mg T T2 2
R Xode + — ——— X, dr
- E‘I -+ % o @ & —+- EE a,
T 7. T, .

1\[2 2wa,—+a,
4
da,

X, dx,

et devient unc identité, si 'on met pour A sa valeur (69) et si on ef-
fectue les intégrations.
2° On trouve la méme identité pour

M.
; o p—
My, Wy TV, —V,) d ;
de T T gy Ve V) de o aiay,
—_ 4
7 T,
M M.
11 27, el = V1 +- — Vg
du, 7, [ ) ki -
—([—[— == v—-—lﬁ—m—z— de r2a, v x=a, 4+ 2 A_) @y .= Q + 2 :: a;,
T T,
dut, T .
— =V, de v =a,+2—a, a x=a +a,
] ot Ta

et généralement pour toutes les valeurs contemporaines, soit des vi-
tesses ¢,, ., soit des compressions j,, j, des diagrammes ci-dessus,
comparées aux expressions transcendantes (6q) particularisées en don-
nant a ¢ les valeurs qui y répondent.
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11. Conséquences, en ce qui regarde le mouvement des deux barres
apres Uinstant de leur choc, leur séparation, et les vitesses & Uinstant
ot elle s’'opére. — Rappelons-nous les notations (5b9)

ma, =M, mya,=M,, r= :—:—:Ii}:

On voit tout d’abord, par les parties de gauche des quatre dia-
grammes (118) a (121), qu'a dater de l'instant £ = o ou deux barres
de longueurs a,, a, se heurtent sans compression initiale, I’ébranle-
ment se propage graduellement dans chacune, en sorte que, de part
et d’autre du point x = g, de leur jonction, denx portions k, ¢, k,1
de longueurs croissantes prennent une vitesse

Vi+rV, m, AV, 4 m, £, V,
(126) V==V, + W = t+r T mk +m, ik

au lieu des vitesses V,, V, qu’elles possédaient, et en méme temps des
compressions

W, A (V= V) mk Y — Y,
\ ‘1': L e R T YW TR M S
1127) l: W, V=V, wmi, Vv,
(]2 — Th (147) Ay m, -+ my Ay b

Mais, apres le temps

a, . .
o ul est -
Tl /'_I q & /4'2,
la portion relative a la deuxiéme barre continue seule de croitre. Celle
de la premiére, qui en a embrassé la totalité, décroit de k&, par unité
de temps a partir de l'extrémité libre xx = o, et est remplacée par une
portion ayant

Une vitesse ¢, =V, + W, =V, — 2,rW,

(128) =V, —ar- =V =V, - _2mab 'V, — V),
E m, Ay bm, Ay N #

. Une compression j1 == 9,
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en sorte qu'au bout d’un second temps 7,, ou pour

a,
=21, =2
!

A
toute la barre a, se tronve avoir cette vitesse (128) sans aucune com-
pression, tandis que la seconde posséde encore a partir de leur point
de contact

g . Vi+rVy, . . V. —V,

i Une vitesse ¢, —= — ¢t unc compression  Jp == oo —e
1+ (v+r)ky
k, a, a,

2—a si 9 — —
. ) A X < #a
(1 ‘)9) { sur une longueur
az a, a, a, a,
2h |\ — ) i ~<{-<{a2-:
i < A‘Z kl > A‘l “2 A"
el, sur le reste, une vitesse V, dans le premier cas, et V, dans le second,

avec j, = O.
Pour déterminer ce que deviennent les barres apres cet instant

o a
(130) t=121,= 2
ky
ou le son a parcouru aller et retour celle des deux barres qui exige
pour cela le moins de temps et qui est supposée a,, il faut distinguer
trois cas :

r=1, r>i1, r<i.

1°Cas r =1 ou my k; = m, k. — Alors, comme toutes les quan-
tités désignées par (95) W avec un ou plusieurs accents supérieurs s’é-
vanouissent, on a

A Vinstant £ = 27,, ¢, =V, dans toute la premiére barre,

ensuite, & ’endroit du choc ou pour x = q,,

¢, =V, j, = 0 dans toute la premiére barre,
De ¢t=—21 & t==21,

v, = V3, j2 == O sur une portion contigué de la deuxiéme barre.
Les deux barres, pendant ce laps de temps 27, — 27,, marchent juxta-

posées sans aucune action I'une sur 'autre.
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A Vinstant ¢ = 27, ou le son a parcoura aller et retour la deuxiéme
barre, on a dans les deux, au point de jonction x = a,,

VI "‘Vz

vi=Vy 0=Vo+W =V,+ ——F

La seconde vitesse excéde la premiére et tend a séparer les deux barres.
Et si cependant elles continuaient a étre unies, on aurait apres cet
instant

v, =0,= V,+ W,

. TW, . W,
h==—7" I=77%

Ces compressions sont négatives, et par conséquent impossibles & un
pareil endroit.

Les deux barres se sépareront et s’éloigneront donc 'une de I'autre
a partir de l'instant £ = 27,.

Ainsi, dans ce premier cas,

r=1 ou myk,=mk,

ou lorsque la masse comprimée ou ébraniée pendant un temps quelcon-
que est la méme dans les deux barres de sections et de matiéres diffé-
rentes, elles se comportent absolument comme on a va que faisaient
dewox barres de méme matiére et d’egale section.
Et I'on a pour les vitesses de translation & l'instant ¢ = a1, de la
“séparation, et méme des U'instant ¢ = 27,,

M,

(13[) U|:V2, [I2:V2+1\_Il

(V,—=V,).

29 Casr>1 oumyky > m, k. — Alorsles quantités (9h) W avec un
nombre impair d’accents supérieurs sont négatives. Les deux barres ne
peuvent plus rester unies passé U'instant

a
t=a2t, =213
ky

car ensuite elles auraient, 3 'endroit de leur jonction, des compres-

Tome XII (a¢ série). — SeerEuBRE 1367 42
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slons négatives
v,

y

. w’
Ja=

j,:!‘ I3

ce qui est impossible. Elles se sépareront donc alors.
Et Pon aura pour la vitesse de toute la premiére barre ainsi séparée
I

(132) U=V, — 2 (Vi— V)=V, — ,j_r,.(Vq—Vﬂ-

2 k? ’ . .
Mettant pour r sa valeur 2——,; » et déduisant de U, la vitesse U, du cen-
1
tre de gravité de la deuxiéme barre par le théoréme
MU, + MU, =MV, +M,V,,

on ales expressions suivantes :

( m, 4,
’ 33\ 5 U| — V-z'* 211_11-—0('1—}-}?72_/:—'1 (V‘
\139) ] M, m, &,

( Us= Vo a gl =20y, ),

- V2)5

La seconde pouvait étre obtenue directement au moyen des vitesses
des deux parties de la seconde barre 4 I'instant ¢ — 27, de la sépara-
tion, car on a, ainsi, les deux expressions :

A, vl—v2 '4'1 i
U,:i[z—n, (V,+ ‘)'*‘(”!“2*”:)\72‘,:
a, k 4+ r A

o kN[ V=V, 2 Ve V=V,
U, = '{7—2[(2’1:— 2A_'| ﬂ|> (Vz“f‘ ﬁr) -+ <22_| a, — {12) (\,2,*, 2 —"% 7)]9

(lj!l} U2:V2+ 2 — - ;*-‘7

qui est la méme chose que la seconde (133).
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Ou reconuait tout d’abord que ces expressions (133) de U,, U, ne
sauraient étre générales ou s’appliquer i tous les rapports possibles r
dem, k, & m, k,. En effet, en les prenant sous les formes (132), (134),
on verra que la seconde est plus petite que la premiére, quand

a, k, T
s ou r 1— 2—;
13 A < 7’

r<1-—2

[ £

en sorte que la barre qui va derriére marchera plus vite que le centre de
gravité de celle qui va devant;et,en supposant méme qu’elles se fussent
séparées, elles se rejoindraient. Mais il suffit, comme on va voir, que r

soit <1 pour que les expressions (133) ne soient plus celles des vi-
tesses apres le choc.

3° Cas r <y ou myk, < m, k,. — Alors tous les W sont positifs, en
sorte que, d’aprés les quatre diagrammes (118) a (121), les j, et j, sont
positifs de part et d’autre du point de contact x = a,, et les barres,
continuant & se presser I'une I'autre, restent unies jusqu’a 'instant

Mais, si leur union continuait passé ce dernier instant, on voit que
les j,, j, seraient négatifs.

Elles se sépareront donc a cet instant ¢ = 27,
Nous pouvons 4 cet égard généraliser, par les formules (r12)et(114)

relatives & des rapports indéfinis de grandeur de t, & 7,, les résultats
des quatre diagrammes.

a .
- contient

Soit n la partie entiére du nombre de fois que 7, =
2

a
T, = s en sorte que
1

(135) nt, << (n+1)1y,

ce qu’on peut représenter au moyen de 'un ou de V'autre des deux pre-
miers diagrammes (118) et (11g) en y écrivant, sur les horizontales par-
tant de A, et de O, et sur quatre des lignes inclinées qu’elles compren-

4.
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nent
(136)
t=—anr et (an-1)t; £-+kt=(2n+1)a et(2n+3)a; z—ht=—{(2n—1)a et —(2n-+1)a;
au lieu de
t="6r, 7715 x+-kt=1qa, 9a; £ —kit=—"5a, —nqa, dans (118);
41, 57 S5a, qai; —3a, —5a, dans (119g).

Dans la case triangulaire située a droite et au-dessous du point ¢ = 21,
et qui est comprise entre I’horizontale de A, et les lignes inclinées

A.
xr+kt=a,+ 2 Tl a,etx — k,t = — (an+1)a,, nous aurons d’a-
2

pres les formules (114) et (112)

-

‘(2’2 =+ 3)a,
2/f1f,; (x + kit) = 2k‘fI a(z -+ 2 ki = V,+ llrW,,—f- VV((:::)W
TR
‘ ) » '_(zﬂ—i—l)a,) -
2k, F,(x + kt) = 2k, F,g antay = V,— W

D’ou, pour la compression j,,

okyj, = — 2k, f] — 2k, F = — 4rW, + Wi, (r— v+ r+1),

ou
(13p)  je=— SO EO=AlE (20T

Et 'on trouverait la méme chose, comme cela doit étre sauf le fac-

ky . \ \ . .
teur r —, pour j, dans la case trapéze a droite et au-dessus du point
t = 27,, en tirant, pour |'obtenir, de la formule (g7) et de la for-
mule (115), les valeurs de

b
a — (2n -+ ?)-/—f a, '
3 .

A‘:

s Ya, +2a, 42— a i

2/€2f2 ! : A I;: 2/5.'2 F2
a, + 24,

a, —2a,

Or le bindme entre crochets de cette expression (137) de j, est positif,
puisque r est positif et < r. Il s’ensuit que si les barres restaient unies
aprés Vinstant ¢ = 21,, leurs compressions, 4 ’endroit ou elles se joi-
gnent, seraient négatives.
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Done, quel que soit n ou %> 1, quand les deux barres ne se sont
pas séparées a l'instant ¢ = 27, c’est-a-dire quand r <1 ou
w,k, < m, k,,
elles se sépareront & l'instant

a
t:2r2=2—72-
2

La séparation a lieu lorsque I’ébranlement ou le son a parcourw aller
et retour celle des deux barres ot la portion ébranlée pendant chaque
instant a le moins de masse.

Si c’est a,, c’est-a—dire celle des deux dont le son met le moins de
temps & parcourir toute la longueur, les vitesses de translation au mo-
ment de la séparation sont celles (133) du cas r > 1. Si c'est Pautre,
on a des vitesses différentes, que nous allons pouvoir calculer pour
toute valeur de 2 au moyen des formules déja employées (112 ) et (114)
applicables a des rapports indéfinis de grandeur de 7, & 7,.

Eun effet, la supposition (135) nt, <7, < (n + 1)7, se subdivise eu
deux autres plus particulieres :

*

Care (an )T, < 27, < (21 4 2)7T,

(138) 2¢ ant, < 21, < (20 + 1)7,,

figurées respectivement par les diagrammes (118) et (119) avec les sub-
stitutions (136). Or, dans la premiére, la barre a, se compose, a I'in-
stant £ = 27, :
1° D'une partie inférieure, de longueur
Ay

x:k,t-—('zn—l-l)a,::2Zag—(gn+1)a,

dont la ligne figurative (ponctuée) est comprise, au diagramme (118),
dans une case triangulaire pour laquelle on a

. Uy
a, + 2 -=— @,

2/C.,f; (.1 + k, t)= 2/i4f; fy =V, -+ W(,Z:i,i,
(2n +1)a
—a,

ky
— 2 —a '
B =V, + Wi

(n+1)3

— ok F, (x — k)= — 2k, F,

—
(2n +1)a,)
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d’ou

‘ - I .
(139) o, ::V2+W§,,+3= V,+ (%—;_—:) (Vi—V,5

2° D'une partie supérieure, de longueur

A‘l

T4

ky
a, — [gzag— (27 - l)a,] = (2n + 2)a, — 2

dont la ligne ponctuée figurative est comprise, toujours au diagramme
(118), dans une case trapéze pour laquelle on a

A )
" r a2 - a, {nr41}
2k fi(x + kit) = 2k fi ks ( =V, + Wi,
(22 +1)a
_ﬂka—k”;—MFshztlw:w+W%
d’on
I n n n 1—r-+1-+r 11—V —\,
(140) (1.:V2+;[W((,,I:;+\VE,,;J =Vt Wi, =V ( e 1 (’ O 3

Dans la deuxiéme supposition (138), 2nt, < a1, < {22 + 1)1,, on voit
par le diagramme (119) que la barre a, se divise, a instant ¢ = 2+,
1° En une partie intérieure, de longueur

"l
— 2Za2+(212+1)a

comprise dans une case triangulaire pour laquelle on a

s f 8 v
—ak, F’,g:g::i:;:} - V.- W

2° En une partie supérieure, de longueur

zéan — 2na,
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comprise dans une case trapéze pour laquelle on trouve comme (140)

' _ (t— (Vi = V)
(142) A (R

Multipliant la longueur de chaque partie de la barre «, par la vi-
tesse (139) ou (140), (141) ou (142) qui y répond, et divisant par la
longueur totale a, 'on obtient, dans I'une comme dans Pautre des
deux suppositions (138), la méme valeur de la vitesse du centre de
gravité de la barre a,; ce qui vient de ce que la barre a, se compose
de parties en méme nombre n + 1 ayant leurs longueurs nécessaire-
ment exprimées de méme ainsi que les vitesses qui y répondent. On a
ainsi I'expression suivante de U,. Celle qui est écrite & la suite pour la
vitesse U, du centre de gravité de la barre a, n’est que ce qui résulte
du principe de la conservation de la quantité totale du monvement.

/ a, k,
P —r "( m;_’l Y
U,:V2+< ) AT (Vi—V,) =

14-7
(t43)¢  _ V, + (2:12:: :::;:)n[l — r—rfi%%z (E—T— — n)].(V, -V,
Us= Vot gV, — U,).
D'apres la définition (135) de n, le binéme 3“—% — n, ou }: - n, qui

entre dans I'expression de U,, est toujours positif et < 1; et comme -~
14+

est aussi <_1, U, est toujours égal 4 V, plus une quantité positive qui,
pour des valeurs déterminées de r et de n, est & son maximum quand
le méme binéme est nul, ou quand le temps de parcours du son d’un
bout & 'autre de a, est un multiple exact de son parcours d’un bout 4
Vautre de a,. Alors on a simplement

/ . — p\ 7
, U, = Vy - (:———:‘r> (V1 - Vz);

(1 — r\* .
- <1+ r) ](V' - Vi

(t44)

M,
(UQ:VQ—.LW[I

B Mo}
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Lorsqu’on a

Ty = Tgy, OU - =5

il faut, dans les formules (133) des vitesses apres le choc, du cas r > 1,
remplacer k,, ku, par a,, a,, et dans celles (143) du cas r <1, faire

a, k, M, . ..
no=y =0 = g On tire ainsi des unes comme des autres
| 2 1
. 2M, _ 2M, .
(145) Uy =V, — Ml_}_M!(V.——VQ), U.=Vo+ g0 = V)

et les compressions résidues sont nulles, comme on peut voir par le
troisicme ou le quatriéme diagramme (120) ou (121) du n°® 10, en fai-
sant confondre, sur la ligne x = a,, les points ¢ = 21, et £ = 27,.

Ce sont les formules de la théorie ordinaire, qu'on trouve exposée
dans tous les livres traitant du choc des corps parfaitement élastiques.

Ces formules connues (145), comme on voit, ne sont vraies que lors-
que le son met le méme temps a parcourir les denx barres dans toute
leur longueur; et le choc ne cesse qu’apres deux fois ce temps, quand
les deux barres, graduellement comprimées d’un bout a I’autre & par-
tir du point de rencontre pendant le premier temps, ont perdu leur
compression pendant un second temps qui lui est égal, en commen-
cant par leurs extrémités libres.

Daus tout autre cas il faut recourir aux formules nouvelles (133),
(143) applicables pour r > 1, r< 1, et comprenant celles (131) rela-
livesa r=r.

12. Preuve que les deux barres, aprés §'étre separées soit a lUin-
stant | = at,, soit a l'instant t = 271,, ne se rejoindront pas, ou que la
compression qu'elles conservent ne déterminera pas, par détente ou par
vibrations, un contre-coup ou une nouvelle rencontre de leurs extre-
mités. — Déterminons, pour nous en assurer, ce que deviendront les
deux barres aprés leur séparation, en les traitant comme barres iso-
lées, au moyen de diagrammes tels que (23) ou (24) du n° 3.

Dans le cas 7 > 1 qui est celui de la séparation a l'instant ¢t = 274,
la barre a, possede d’un bont a I'aufre une vitesse (128)

(146) o= Vy+ W
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qui ne changera plus puisque la barre est sans compression. Nous n’a-
vons donc a chercher que ce que deviendra la barre a,, en mettant,
dans le diagramme (23),

A la place des vitesses et compressions initiales Vv, Joo V,, L,
. W,

Celles de ses deux parties............ R V,+ W, -3 Ve O.
2

Ce diagramme se réduira 4 P'un des deux suivants, ayant moins de li-
gues d’ébranlement et de cases, ainsi que ceux (41), (42) que nous en
avons déji déduits, va que plusieurs cases contigués offrant les mémes
vitesses et les mémes compressions se réunissent en une seule. Cela
vieni, comme on a dit au n° 6, de ce que les ébranlements suscités se
continuent, sans qu’il en surgisse de nouveaux, partant, dans des sens
contraires, des points séparatifs des portions ot les vitesses et les com-
pressions sont différentes; en sorte que les lignes inclinées de ces deux
diagrammes sont la reproduction de celles des parties supérieures, ou
relatives & a,, des -diagrammes (118) & (120) du numéro précédent,
moins celles quifproviennent des réfractions, c’est-a-dire des passages,
de la barre a, 4 labarre a,, des ébranlements de réflexion ultérieure
dans celle-la, qui n’est plus jointe a celle-ci.

(146) Barre a,, Cas 27, <1,

t=z7, =2 3,47, TS A

A\ cza, b,

,ev, :

J=e !

l\k‘) v =V, :

Y :

] =0 H

& H

rzal+a ._x’a,, N ;

ks © f

4 .

] ;

- G '

o-Vz-tVV, N :

w, ¢ :
s REEE

N
,\' v=V, ;)
¥ o
L4
J =0 v
o=V, +2W,
_ rf;Y!
=, J=0 J=v

=927, € =23, temat4 T,

Tome X1 (2° série). — SrprEmprE 1867. 43
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(‘I,/|7) Barre ay, Cas 7, <1, < 27,

£e8%,  C=dT, e,

regr2a,

b=, 4 2%,

On peut y voir, pour le point & = a, de la jonction primitive :
Que la vitesse (128) V, + W' conservée par l'autre barre, a,, est in-
férieure a celles que posséde la seconde, savoir

V., entre f==127, e == 271,.
Vo+ 2W,  entre f=121, et =127, -+ 27y;

el que, passé l'instant £ = 27, + 27,, les mémes vitesses se reprodui-
sent périodiquement dans la barre isolée a,.

Elles s’éloignera donc de plus en plus de la barre a,, comme on a
v, au n° 6, que faisait la seconde des deux barres de méme grosseur
et de méme matiére, avec cette différence, que celles dont nous nous
occupons ici s’ éloignent Uune de Iautre dés Uinstant t = 2t,, aun lieu
de marcher contigués quoique sans action mutuelle pendant un temps
27, — 27,, ainsi qu’elles feraient encore avec des grosseurs et des ma-
tieres différentes si 'on avait r = 1.

Examinons maintenant, quand r<{1, ce qui se passe apres la sé-
paration, qui a lieu dans ce cas a l'instant £ = a1,.

La barre a, se compose alors de deux parties ayant des vitesses dif-
férentes, et dont une n’a pas de compression; et ses états ultérieurs
peuvent étre déterminés an moyen du diagramme (23). La barre a,, qui
ne se compose aussi que de deux parties dans le cas des deux derniers
diagrammes (120), (121) du numéro précédent, pour lesquels on a
7,< 27y, en a Lrois dans le cas 27,< 1, <31, du (119), et guatre dans
le cas 37, <7, <47, du (118).

Mais il n’est pas nécessaire de déterminer leurs états ultérieurs com-

oy ' l B N R R R R RN AR I NN SRR '
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plets, ou de construire, pour ces barres en totalité, les diagrammes tels
que celui (23) 4 deux parties, celui (24) 4 trois, et celui qu'on dres-
serait de méme avec quatre. Il suffit d’avoir le haut des diagrammes
relatifs a @, et le bas des diagrammes qui seront relatifs & a,, pour
connaitre les vitesses successives, dans chacune des deux barres, des
points primitivement jointifsx = a,, cequiestla seule chose essentielle
a connaitre pour étre certain que ces points ne se heurteront plus.
D’abord, il n’y aura aucune nécessité de calculer les abscisses des
points ou les lignes tant supérieure qu'inférieure de ces diagrammes
sont rencontrées par les lignes obliques d'ébranlement conservées. Ces
abscisses ne difféerent en rien, d’apres 'observation que nous avons
faite tout 4 I'heure ainsi qu'au n® 6, de celles qui sont cotées sur
I'horizontale de A, aux diagrammes (118) a (121) a partir du point
t = 2t,; et Pon doit supprimer, pour chacuue des deux barres, les
abscisses des points d’intersection des lignes d’ébranlement réfléchies
dans P'autre barre depuis l'instant £ = 27,. Il ne reste aiosi a calculer,
pour la barre a,, dans le cas par exemple 3t,< 7, <471, ou elle est
cowposée de quatre parties 4 cetinstant, que les quatre vitesses don-
nées par les bindmes V'== £, J' qu’on lit au bas du diagramme sui-
vant (148), ot Vet Y,, Vyet Iy, Vyet I, V, et J,, désignent les
vitesses et compressions de ces parties en commencgant par le bas.

(148)

x= a8+,

1 1~ . £ g . .
VA S KN T
ky=e /N '
1

Q
(R -
] /
V!“I,ﬂ*zwm ’
k]zf’%ﬂw,; N
1
d

! N L] A N
V;“Q*“’.'*Wm N
I W N2
Iﬁ’!’_"\flﬁwm e N

~

L} '\ ~ Y'S i
V, =‘\Ig+%wiv
EI::—V'{;}-W;:, ™\

RN A N 4 [}
z‘::.-a,i/\)s"""z’n i V:.I‘zyz i ;L 2ty <, 1+k3]. ]
A¥=TT T +2T, 4T+T, GE+IT F=4T,
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Les hinomes que nous avons marqués comme égaux seront en effet
trouvés tels, d’aprés les valeurs des V' et des J' indiquées 2 gauche, ce
qui réduit & quatre cases triangulaires inférieures un diagramme qui,
complet, ou avec des vilesses et des compressions initiales quelconques,
en eut offert huit.

Nous obtiendrons ainsi les valeurs suivantes, au point de jonction
primitif & = a,, des vitesses dans les deux barres se mouvant isolé-
ment apres la séparation 4 Vinstant £ = 27,. On peut voir que les dis-
tances horizontales ou les temps cotés y sont bien les mémes qu’aux
quatre diagrammes (118) a (121).

(r49)
Cas 37, < 1,< 47, :
(<2 z'l: N AT,
x’=’1/ g=V,+2W, %5" Vi+2W, 4""”‘ V2w AR AT T
. AN AR +w'" VWt AV .ﬁ" V+w§t A
ttﬂxqz.x l‘a':&rl' izf\:‘ /01; * '1-21" }\ f.{‘\: ! &q+2v,
Cas T < T, < 3T,
/ am+rm, 4reaf ke, 4T,
2::13;' %= Vo +7W, \/ Vi +2W, V’*MW V, +2W, \/
w

AT AN R / VAWE A Vrwe Vo A\ TV
N\ N N W [

Cas 3t <1t < A‘t
t= 2‘!’ & = L)
/) aE=Veav “;\*7 Vi 2IW, \/ V, + 7, "(f: Vit Tw,

x=a
' ot : V— t » ]
”N%m /\ Vit W oy VW, /61\ V,+We “{}T W, /\ AW

Cas 27, <21, <3,

t=a7 (= ITHIT AN T+
x=a/ 2= V4 2W, vvﬂw\/ Vo4 2w, \/\'+1w

NNERIAN S VO AN S AN A 4
=1t =47 AW, +2T, T,+2T, 8T

Sur chacune de ces quatre lignes, les cotes supérieures de temps et
de vitesses sont relatives 4 la barre a,, les cotes inférieures le sont 4 la
barre a,. Les vitesses redeviennent les mémes :

Pour la barre a,, aprés t=41,, 67,, 81s,y..04

Pour la barre @,, aprés =27, + 271,, 47,+ 21,, 61,4+ 27,,....
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En multipliant les vitesses successives de la barre a, par les temps
(différences des valeurs consécutives de t) pendant lesquels elles ont
régné, et en ajoutant les produits, on a pour une époque quelconque
le chemin qu’elle a fait, au point infériear primitivement contigu i la
barre a,, depuis ’époque ¢ = 27,. En retranchant de cette somme
une somme de produits analogues, faite de méme pour le point supé-
rieur de la barre a,, et arrétée a la méme époque, on obtient 'avance
prise par la barre a,, ou la distance a laquelle doivent se trouver I'un
de I'autre leurs points primitivement en contact.

Si, a toutes les époques cotées sur les lignes horizontales, les dis-
tances ou avances ainsi calculées sont positives pour les deux rap-
ports extrémes correspondaunts de , a 7, : par exemple, dans le cas
37, <1: < 41,y en faisant successivemen 7, = 37, et 7, = 4,, on sera
certain qu'elles sont positives pour tous les rapports de 7, a 7; compris
entre les limites, telles que 3 et 4, relatives a chaque cas examiné.

Nous en avons fait le calcul pour les quatre cas mentionnés, jusques
apres plusieurs périodes de retour des mémes vitesses; et nous avons
constamment trouvé, pour la distance ou ’avance, des produits de W, 7,
par des polynOmes en r, qui restent positifs quand on donne a r des
valeurs quelconques >0 et <1, limites actuelles du rapport que r
représente.

Par exemple :

1° Cas, 3v,< 1, <47,; pour ¢t = 147,, les cheminements des extré-
mités primitivement jointives de la premiere et de la seconde barre
auront été respectivement

(14ty— 27,) Vo + (— 807, + 207, ) W,, + (— 367, +187,) Wir,

et

(147, —20)Vo+ (41 +47) W, + (— 87, — 41)W, + (127, + 41,) W, +
+ (— 647, +167,) W,
L’excés du second sur le premier est :

Si 7, = 31,,

7 (16W,— 20 W) + 24 W — 16 Wy + 20 W/I— 18 W}Y) == W 7, (27% 4- 3679 — 5622 4108 7+ 38);
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= (20W, — 24 W) 4+ 28 W/ — 36 Wiy) = W, 7, (— 36r¢ +1687° — 20872 + 1gor + 36).

Le premier des deux quintindmes en r entre parentheses est évidem-
ment positif pour toute valeur de r >> 0 et <(1; le second I'est égale-
ment, car I'ensemble des deux derniers termes, qui est 226 pour r =1,
excede toujours la valeur numérique du précédent — 208 r*.

2 Cas. 21,<1,< 37,5 pour t = 47, + 47, le méme exceés serait :
StoTy = 27,,

7, (8W, — 8W —8W') =8W 1, (— r?aor-+1);
Sio1, =37,

D SW —8W 4+ W, —2W/ - 8W)=aW =, (3r°—gri+17r+ 5,

tous deux positifs, r étant >0 et <7.
Et de méme pour les autres époques et les autres cas.

Or, malgré la non-concordance des périodes, si deux lignes brisées
périodiques, ou qui ont des droites pour lignes moyennes en partant
du méme point, comme sont celles qui auraient pour abscisses les
temps et pour ordonnées les distances parcourues par les points pri-
mitivement jointifs des deux barres, ne se rejoignent pas dans les pre-
mieres périodes, elles s'éloignent et divergent nécessairement de plus
en plus I'nne de Paatre.

Nous pouvons donc nous tenir assurés que les barres, séparées a
I'instant ¢ = 27, quand elles ne 'ont pas éié a I'instant ¢ = 21,, ne
feront pas contre-coup en vertu de leurs vibrations, et que leur sépara-
tion est définitive, ou qu'elles conserveront, apres leur choc, les vitesses
de translation des formules (131), (133), (148), relatives aux treis cas
r=r1, r>1, r<i, cest-a-dire a

myk, = ou > ou < m,k,.

13. Epures représentant les mouvements et les états successifs des
deucx barres depuis un instant précédant un peu leur choc jusqu'a un
temps quelconque aprés quiil est terminé. — Ces épures, qui peignent
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aux yeux tout ce qui se passe, donnent, comme celle (42) dun 6
(relative & k, = k,, m, =m,, mais applicable plus généralement a
m, ky = m, k, ou r=1), les traces que laisseraient dans I'espace les
points des deux barres transportées, perpendiculairement & leur lon-
gueur, avec une vitesse constante prise pour unité, se composant avec
les vitesses longitudinales de ces points.

La premieére (150) est relative & la supposition r= 3 oun a un cas

(150)

A T4y

r>1 (deuxiéme du n° 11),

car, avec les échelles prises pour les abscisses ¢ et pour les ordounées

. 1
"4 =1, V2 — 6’ a, = I5mm, a, = 20mm’ T, = lomm’ T, = ‘Gmm;
dotv k,=1,b, hky=1,25;

m, 1,5

Co ; 18 -
ce qui exige que — = 3 a5 = 5 OU que, par unité de longueur, la

masse de la barre a, soit 3 2 fois celle de la barre a,. On voit que les
deux barres se séparent a linstant = a7,; que la premiere, «a,,
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rebondit, ou prend, au moment ou elle achéve de perdre sa compres-
sion, une vitesse finale
r r—1 5
V2‘+W' — Vg— ;'_*:*“(V. —V2)~—- - -I—i,

dont le signe négatif indique un sens opposé au sens suivant lequel
elle a heurté la seconde barre. Celle-ci reprend périodiquement, savoir
aux instants £ = 21, + 27,. 27,4 471., etc., l'état ou elle était & I'in-
stant ¢ = 271, de la séparation. Les proportions de leurs compressions
étaient, pendant leur jonction, et de part et d’autre du point ot elles

se tonchaient,

8§ 1 4 . _
o TETy FTTTIY

W, r V=V, 3
Jo=r =S T P

en sorte que les espacements verticaux entre les lignes paralléles primi-
tivement distantes 'une de 'autre de 2™®,5 étaient réduits &

2,5 (1 _— g> =1"",39 et 2,5 (l — %) = 2,0h5.

Y

Comme la barre a, se dilate apreés la séparation, et posséde, a I'in-
stant { = 21,, sur les trois quarts de sa longueur, la compression
négative

, \ 8 N
les espacements sont portés alors a 2,5 (1+ 4—5) = 2"™ 945, me-

surés toujours verticalement on dans un sens paralléle a OA.
La deuxiéme épure (151) est relative au cas (troisieme du n° 11)

r<i;
car elle suppose
=L v = I Y < S < — 8.5 — .
r=_s =1, 2= o0 @ =10, @y =2), T, =0,3, T,= 20j
, 3o 5
dot k= =, ky=;
17 4
m, 30 4 12

. . I
e qui 1ge que — — —- =
ce qui exige q m, 2 17 5 17
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(151)

A= =T 2T +Ty ATAT, 3T 20,431 B
Y=V +IW, V2V, IV,
/

Ve
/ 2/"\ m V‘\."QVJ' (1]

W, WY, i
i 3 NtW W,
|

VAW, VAW,
{ i '\/ 'V,+VV_‘|”W,,' (/ N gy p
ol o

v t
p o/ Ny v,-mw,,“; VR{W&/V;N\{

i i = LEY 5 "
2N/ Ny \“*“”-"'/v”‘wfé /e
) i k3 2

W \g+w,f,}<":*"/'m *;V"f.',x\r?wy\
r%’:\‘ﬂ': :

dny THI, T, 8T, 9T, SuReT, T

Tome XII (28 série). — OctosRE 1867. 44
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La séparation se fait (n°41) & Vinstant £= 2r,, aprés que la
deuxiéme barre, fortement comprimée par le choc, surtout & P'instant
¢t == 21,, dans une proportion

s'est ensuite fortement dilatée, connme ou le voil par sa longueur a cet
instant ¢ = 21,, ou elle a (diagr. 119) deux compressions négatives,
. —W,4+W" 32 . —W,+W, 8

—_ R — —_——

o=t = e o= = g

portant 4 3,57 et a 3,3 les espacements des points primitivement
distants de 2,5.

De pareilles dilatations et compressions ne sauraient étre prises
sans altérer la contexture des barres; mais il est entendu que les
données sont choisies de maniere a les exagérer pour les rendre tres-
apparentes.

A cette deuxieéme épure (151) on a joint le diagramme (152) des
vitesses des deux barres avant et apres l'instant ¢ = 27, de la sépa-
ration. 1l est composé, quant aux premiéres vitesses, avec celui qui

porte le chiffre (11g) an n° 10 (car 2 est compris entre 2 et 3>, et,

T
quant aux secondes vitesses, comme le sont les diagrammes (23 ), (24),
(40), (148) du mouvement d’une barre unique.
En faisant

dans les expressions de v, et de ¢, , écrites a I'intérieur de ses diverses
cases, on a les tangentes des angles que forment, avec I’axe des abscisses
ou des temps, les diverses parties des lignes brisées qui représentent,
dans les cases correspondantes de I'épure, les trajectoires de sept points
de la barre @, et de onze points de la barre a,.

Les barres séparées reviennent périodiquement, savoir : a, quand
t=a2t,+ 27y, 47,4+ 27,,..., eta; quand t = 41,, 67,,..., a I'état ola
elles étaient a 'instant £ == 21, de leur séparation.
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. . . . m, Ay
Si 7, contenait un trés-grand nombre de fois 7,, r= Tif étapt
n Ay
encore supposé <1, le mouvement des diverses parties des barres,
de la deuxieme surtout, serait bien plus compliqué, et les trajectoires
de leurs points approcheraient d’étre des lignes courbes, déterminables

par les formules en série trigonométrique du n° 8.

14. Condition générale de séparation des barres & un instant donné
quelconque, exprimée en fonction des vitesses et des compressions de
leurs extrémités jointives a cet instant. — Soient ces vitesses et ces
proportions de compression, de part et d’autre du point de contact,

-Vl

a1 3'2 pour la barre @,, supposée toujours aller devant, ou étre celle vers
laquelle les vitesses positives sont dirigées;

V., ¥, pour la barre a,.

Nous pouvons établir de deux maniéres la condition pour qu’elles
se séparent aussitot aprés Uinstant ou ces vitesses et compressions sont
possédées ou survenues.

Supposons en premier lieu, ce qui est permis, qu’elles se séparent
pendant un temps infiniment petit. Le diagramme (23) du n°® 3 relatif
aux barres se mouvant isolément, ou le théoréme qu’on en déduit,
énoncé a la fin de ce méme numéro, montre que leurs vitesses, au
point de leur jonction, deviendront immédiatement apres :

V,— k¥, pour a,,
V,+ kY, pour a,.

Cette soustraction — £, ), et cette addition k, J,, faites & leurs vitesses
positives, viennent, comme on a dit alors, de la detente des compres-
sions ), J,. Si la nouvelle vitesse de a, excéde la nouvelle vitesse de «,,
elles s’¢loignent alors 'une de V'autre.

La condition de séparation ou d’¢éloignement est donc

(153) V,— kY, =V, = k¥ >o.

En second lieu, nous allons chercher & quelle condition, les barres

44 ..
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restant unies, leurs compressions a I'endroit de la jonction devien—
draient négatives. Pour cela, dans la deuxicme et dans la troisieme
formule (79), et dans les parties inférieures des formules (84) et (85)
du n° 8, dressées pour des vitesses ¢ et pour des compressions g’ ini-
tiales quelconques, nous ferons

?ltg':—']ln <p'2§:_J'2, ‘pi;:V'n ‘1”2C:V'2'

11 en résultera les expressions suivantes, plus générales et aussi plus
scindées quant aux limites que celles (92) et (93) qui ont été obtenues
au n° 9 pour deux barres qui se heurtent avec des vitesses V,, V, sans

compression :
3 o 4 5 4
2k F, " :-—Vl—A,Jl,
v ya, -+ a, ' R
ng‘fz{al }:VQ—A2J2,

(134) 24k, f| { o : = ;_ : (=Vi—hT)+ 72’{ (V,— k%),

«,

ky
2/.1.2 I‘\I. S oy — —Eﬂlg — 2 <_.. Vll i /f| .]’l) _ E (Vr; — Il) \]’2),

formules qu’on pourrait tirer aussi, dircctement et simplement, des
conditions définies (73) &4 (76) du n° 8, et des deux formules promo-
trices (82) particularisées. .

Or il en résultera, en supposant construit un diagramme tel que (39)
relatif aux deux barres unies, que pour la barre a,, dans la case triangu-
laire qui est comprise tout entiére au-dessous de A, B,, d’une part entre
le point de jonction A, ou la ligne extérieure montante x — k,t = a,,
et la ligne intérieure aussi montante x — £, = o, et d’autre part
entre les lignes descendantes x + kit =a, et x + kit =2a,, on
aurait

5) 2= — 2k |0 i ] ar (Vi k) —2r(V,— k)
(|5D> 2‘1]1—“2A|/| ?al 5—2:4,F’1({“s — - '7”"’.+T—_"__“""

Et de méme, pour la barre a,, daus la case trapéze comprise tout
entiere, d'une part entre les lignes descendantes x + kyt = a, (exté-
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rieure) et x + k,t =a, + a,, et d’autre part entre les lignes mon-
ky .

tantes o — kot = a, et x — kyt = a, — ky7, = @, — 7 a,, on aurait

('56) '2-"2j2?:‘—2"~zf2’ %Z‘_*—(“%_‘"Z"?F’z

i, ,
{0 —2a) _al¥,+ 83—V hat)
( ' §_~ P41
a,

Pour que ces expressions soient négatives il faut qu’on ait
. 1 '
V,— k3, — V, — kJ, >o0,
ce qui redonne d’une autre maniére I'inégalité (1 53).

On voil que la condition pour que les deux barres se séparent a un
instant donné quelconque, exprimée en fonction des vitesses et des
compressions qu’elles possedent & cet instant et & leur point de jonc-
tion, est que la vitesse de celle qui va devant (ou vers laquelle et non
pas i partiv de laquelle les vitesses sont comptces positivement) dimi-
nuée du produit de sa compression par la vitesse du son qui sy propage,
soit plus grande que la vitesse de celle qui va derriére, augmentée du
produit semblable qui lui est relatif. :

Cette condition nécessaire et suffisante doit étre substituée & celle
V, > V', que Cauchy semblait adopter & priori, et a celle V', > V|,
avec J, = 0, J, = o que Poisson exigeait et qui, comme on Vvoit, est
surabondante.

1l était essentiel d’en faire Ia remarque, et d’observer qu’il faut com-
biner chaque vitesse en avant V', V,, actuellement possédée, avec les
vitesses tant en arriére qu’en avant — k;J,, £, J'; engendrées par les
compressions J,, J, qui font détente.

Mais I'usage que nous avons fait des diagrammes (118) a (121) du
n° 10 nous a dispensés de faire usage de cette condition de sépara-
tion (153), car ils donnent toutes calculées les compressions j,, j,
qu'auraient fournies les formules (155), (1 56), et qui seraient prises,
immédiatement aprés les instants considérés, par les deux barres si
elles restaient unies, en sorte que nous n’avons eu, au n° 11, qu’aexa-
miner simplement si elles étaient négatives.

Oun peut, au reste, comme moyen de vérification, reconnaitre que
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toutes ces compressions, apres les diversinstants ot 'horizontale xr=«,
est rencontrée par les diverses lignes d’ébranlement, sont exactement
celles qu’on déduirait de (155), (156).

15, Puissance vive (demi-force vive) perdue pour la translation ul-
térieure, dans le choc de deux barres parfaitement elastiques, de gros-
seurs et de matieres différentes. — Soient, en général, les vitesses des
centres de gravité, apres le choc, exprimées ainsi :

M,
(157) U=V, —a(V,-V,), Uz'—:va"*‘l\_ha(vc"V?)'

On trouvera pour la perte de puissance vive translatoire due au chan-
gement des vitesses primitives V,, V, en ces vitesses de translation
ultérieures U,, U,

voy M V? M.V? M, U M, U2 1, V,— V, )
(158) L I I — P =M, |20 — I—i—h— o2 (—I———L)o
2, 2 2 2 M, 2

Si, pour se faire une idée des grandeurs diverses de cette perte, on la
divise par celle qui aurait lieu si les deux barres, de masses M,, M,,
étaient deux corps dénués d’élasticité, et dont I'expression bien con-
nue (55) est

MM, (V,—V,)
(159) M, + M, 2

b

on a pour la perte proportionnelle

M, M\ m, a, / moal ,
(160) I+ gr)2a— (14 =)o [ = {1+ 2a—(1+~——)a .
2 M, m, 2, m, ay,

Pour qu’elle ne soit pas négative ou nulle, il faut qu’on ait

2M,

(161) a<m ou <J

2m,a,

—_— .,
m a, -+ mya,

ou que l'indéterminée a ait tout au plus la valeur qu’elle posséde dans
les formules (145) de la théorie ordinaire. Nous verrons que cette
condition est toujours remplie.
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1° Dans le cas
r=1 ou myk,>m,k,

ou la masse ébranlée 4 chaque instant est la méme dans les deux barres,
on a, d’apreés les formules (131),

« =1,

qui remplit bien la condition (158), car m,k, = m, k, donne

m, a, k, a,

1! . . - "
= plus petit que 1. La perte proportionnelle, toujours

moa, koo

positive, mais qui peut varier entre 1 et o, est
. M\

(1€ !

{162 1 — (=) -

Les valeurs numériques de cette perte sont celles qu’on a données
pour la perte (56) qui a lien avec deux barres de méme grosseur et de

Y . - a
méme matiére, en substituant le rapport des masses totales au rapport ;‘

des longueurs.
2° Dans le cas
r>1 ou myk,>m,k,

ou la masse ébranlée & chaque instant est plus grande dans celle des
deux barres dont I'ébranlement met le plus de temps & parcourir Ia
longueur, on a

ar 2m, &,

1+ r = m, & -+ o, 4,

(163) o =

remplissant encore la condition (158), car myky.m,a, << m, k,.n,a,

est la méme chose que ;—11 < :—’ ou 7, < 1.

I.a perte proportionnelle (157) devient

. O 4mikmk, A A)
('b[l) muh‘f:fmnﬁ':); I+E (l“_ @ i

uantité positive ou nulle puisque == = @ ks est = ou < 1., Le cas
q p pusque = = o est = -1 e ca
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7, = 1,, ou elle est nulle, est celui ou les formules des vitesses apres le
choc deviennent celles des Traités de physique qui donnent zéro pour
la force vive perdue.

Si, par exemple, les deux barres sont de méme matiére, ou, plus
généralement, si le son se propage avec la méme vitesse dans toutes
deux, en sorte que

k! - kz-:

la perte proportionnelle se réduit &

40
(165) _m_‘___,(l_'_:nm> (I_ﬂ)
)] \
(1+ —nﬁ> 2 €y a,
m,
donnant :
. . 8 a a
si M, = 2m,, perte proportionnelle = { [ + — ) { T — — |}
9 24, a,

si m,=3m erte proportionnelie 3 4 X r— 24y
2 = 1y P prop A 3a, )’

5 3

. a,
qulpourt—z—l::, z, > % 3,...5, >,
o, 36 3 5 6 8
' 225 B’ o &7 9
ont des valeurs ¢ )
o, 2o, mo9 53
' Too’ 36 160 9 4

3° Dans le cas

r<1 oou myky, < mk,

ou la masse envahie par 'ébranlement est plus petite, pour un méme
temps, dans celle des deux barres qui exige le plus de tenps pour
I’étre sur toute sa longueur, il faut, dans Pexpression (157), faire d’a-
pres les formules (143)

2—:Il
v=1— (E= 1= 2r X =
([66\) i I+ r 1+—r/

— (mlkl‘—‘ m, Az \" I 2m, k, a, k, n
- m, & -+ m, k, Tom k- mg ks \a, ky
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Cette expression remplit la condition (158) de ne pas surpasser

m, a, T,
2 27—
oM, m; a, T
M, -+ M, - m; a, - ’
I+ — 17—
m, a, 7
en sorte gu’on a toujours
T3 Ty
L el 2r —
16 [ | — a2pr- — L < ou == 0.
( 7) <l —+ "> 1~ 7 T2 -~ ©
147

T . . .
-~ — n reste compris entre o et 1, puisque 7 est la partie en-
T

tiere du quotient de 7, par t,. Supposons d’abord qu’il soit = o, ou
que 7, comprenne 7, un nombre exact de fois. Le premier membre

En effet,

de (167) sera, en mettant z# pour ;:—j et multipliant par (1 + r)" (1 + nr),

(t—nr)(1+rp— (1 +nr)(1—7rp

n—1n—2 n—in—aon—3n—4
=anr-+ 2n ri-2a2n - o4
3 2 4 3 5
n-—1 n—in—2n—23
—nr{as 4+ 2n r’4-an ri—-. ..
2 3 4
2nn—-l 'n— 2 S n—1in—a2n—3[n—4§ -
= —=n\r n —n) ...
2 3 2 3 4 5 ’

expression d’un nombre jini de termes tous négatifs.
« - . T .
Si nous attribuons, en second lieu, 4 = — n sa deuxieme valeur
K3

extréme, qui est 1, nous aurons la méme chose avec n +- 1 au lieude n,
et la conclusion sera la méme.
Enfin, en conservant entier ce premier membre de (167) eten'y fai-

7, . .. .
sant = — n = &, nous aurons, si nous multiplions par le produit tou-
T

l
jours positif des dénominateurs, une expression en » et r toujours né-
gative, plus ¢ multiplié par un polynome d’un signe incertain. Quand
ce polyndme sera négalif, Fensemble le sera également, et la condi-
tion (167) sera satisfaite. Quand il sera positif, I'ensemble aura sa plus

Tome XIL (2¢ série). — OcroBre 1867. /ID
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. . T
grande valeur pour ¢ = 1 ; or nous venons de voir que si¢ = T—’ —n=i,
i

I'ensemble est encore positif. La condition (161) pour que la perte de

force vive soit nulle ou positive est donc satisfaite par les formules de

vitesses finales du cas r <t comme par celles des cas r=1, r >1.
Soient, par exemple, deux barres de méme matiére, ou plus généra-

lement soit k, = k, o0l r = —=.

Etsoit - =n =2, ona, multiple exact de a,.
T, a,
Alors on a
m, \
RE—
m,
g=1— —2—
m,
— —1
- m,
D'og st E e 2 3 b 5
ni,
[ / 2 1 2 ]
! ! 3 2 5 3
. 8 3 16 5
2 ' ° > 2 ~
9 4 25 9
. a ) . 26 " 98 19
Et si ;: - 3 H o == T E g 1—25 5—7
4 8o 15 544 65
' 8r 16 625 . 8
o 242 31 2882 211
°, ' 243 32 3125 243
I.a perte proportionnelle (157) prend les valeurs suivantes :
[ \ /! 0 0 0 0 0
\ 2 0,75 0,395 0,234 0,154 0,108
Si ;2: 3 )5 Perte =1 0,889 0,634 0,4375 0,312 0,232
? 0,9375 0,768 0,590 0,451 0,351
L5 \ 0,96 0,845 0,69756 0,565 0,45,

Tels sont les rapports de la perte de force vive translatoire i celle
qui aurait lieu dans le choc de deux corps ayant les mémes masses,
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et dénués d’élasticité. Cette perte proportionnelle est d’antant moindre,
comme on voit, que la masse par unité de longueur est plus grande
dans la barre la plus courte a,, relativement i ce qu’elle est dans la
plus longue; et elle est d’autant plus forte que le rapport des lon-
gueurs est plus considérable, ou que les réflexions et réfractions de
I'ébranlement ont été plus nombreuses avant U'instant ¢ = 217, ot les
deux barres se sont séparées.

16. Démonstration élémentaire 'ou analogue a celles des Cours de
physique) des formules nouvelles du choc longitudinal des barres élas-
tiques, et, en méme temps, de I’expression connue de la vitesse de pro-
pagation du son dans les tiges solides ou dans les colonnes d’air prisma-
tiques. — Si, aux deux extrémités d'un prisme éiastique, I'on applique
deux pressions P égales et contraires, et uniformément réparties sur
les divers éléments superficiels de ses bases, deux portions de ce prisme,
séparées par une section transversale quelconque, exerceront 'une
sur I'autre, dans I’état d’équilibre, une pression nécessairement de la
méme intensité et répartie de méme. 1l se comprimera uniformément;
et si I'on appelle » la surface de sa base, E un coefficient dit module
d’élasticité longitudinale, et j la compression ou 'accourcissement par
unité de longueur, compression qui est trés- petite si les forces P n’ex-
cédent pas ce que la matiére peut porter sans que sa contexture s’al-
tére, on a

(a) P =Euj;

égalité qui a encore lieu lorsque P et j sont supposées négatives, ¢’ est-i-
dire lorsque le prisme éprouve une traction et une dilatation au lieu
d’une pression et d’'une compression proprement dites.

Si, la barre prismatique étant dans son état naturel et en repos, I'on
vient a appliquer une pareille force P sur une de ses deux bases, cette
barre prendra de méme la compression j dounée par (a), non pas de
suite sur toute sa longueur, mais dans une partie qui sera graduelle-
ment croissante. Et si

*

kt

désigne la longueur qu’avait primitivement la partie qui se trouve ainsi
45..
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comprimée apres un petit temps £, comme elle s’est accourcie de

o

ke,

son origine, ou la base pressée, aura cheminé d’autant, c’est-a-dire
aura parcouru un petit espace kji. Dot il suit qu’en appelant

19

la vitesse prise par cette origine, et, aussi, nécessairement par les autres
points de la partie comprimée puisqu’ils sont restés aux mémes dis—
tances les uns des autres depuis la compression effectuée, on aura

(b) ¢ =k /fj sclon que le sens de la force exercée ou de la propagation de la
compression est, ou non, celui des vitesses comptées positivement.

Une premiére conséquence est que si

P

désigne la densité de la matiére, ou si pwht est la masse mue et comn-
primée au bout d’un temps ¢, I'on a, pour I'égalité de la quantité de
mouvement que celte masse a acquise, a celle qui lui a été imprimée

par la force Ewj,
pwkt . kj = Ewj.t;

le module E pouvant, du reste, avoir ici une valeur un peu autre que
dans I'état statique, vu que la rapidité de la compression des tranches
successives peut susciter des vibrations atomiques ou dégager de la
chaleur.

On en tire pour la longueur k comprimée dans I'unité de temps, ou
pour la célérité (mot que nous emploierons afin d’éviter la confusion
avec les vitesses des molécules) de la propagation de la compression :

(¢ p

Et cette formule représenterait également la célérité de la propagation
de la dilatation due, soit & une traction, comme on a dit, soit simple-
ment & la soustraction de la force qui a comprimé. Par conséquent
elle représente, aussi, ce qu’on appelle la vitesse de transmission du
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/
son, car le son est produit par un ou plusieurs petits ébranlements se
composant d'une compression suivie d'une dilatation [*].

Si, au lieu d’étre en repos, la barre qu'une force est venue com-

[*] Je ne connais pas d’autre démonstration élémentaire qui ait été donnée de cetie
expression (c), due 2 Newton, car celle qu’il en a préseniée lui-méme, et que son génie
seul a comprise, n’a pas été regardée comme acceptable, et aucun auteur de Cours de
physique n’a cru pouvoir la faire passer dans son enseignement, méme en en modifiant
les termes.

Je suis convaincu que a théorie de la propagation du son gagnerait en clarté si 'on
considérait d’abord, comme je fais ici, la propagation d’une simple compression, pro-
duite par une force qui continue d’agir; en ne parlant qu’ensuite des vibrations ou des
alternatives périodiques de compression et de dilatation qui compliquent la question fort
simple de propagation.

En général une force constante qui agit sur une masse constante lui donne, come
on sait, un mouvement uniformément accéléré; mais si elle agit sur une masse qu/
croft proportionnellement av temps, telle que la masse po it ci-dessus, elle lui donnre une
vitesse constante, comme celle qui se irouve ici désignée par o ou == 4.

Dans un cabinet de physique, on pourrait faire distinguer d’une maniere trés-osten-
sible cette vizesse des tranches d’une tige de la eélérité du son qui s’y propage, par celle
de la propagation de la jonction successive d’un certain nombre de rondelles enfilées
sur une méme tige horizontale qui les traverserait a4 frottement doux au milieu. On
lenr donnerait, par exemple, 10 millimétres d'épaisseur, et on les espacerait preala-
blement de ur millimétre. En poussant de 1, de 2 centimétres celle de gauche,
elles se joindraient les unes aprés les autres, et la jonetion avancerait de 10, de 20 cen-
timétres vers la droite; on verrait ainsi que la célérité de propagation de la jonction
est dix fois plus grande que la vitesse constante des rondelles mises en mouvement et

" ST Py . 1 .
dont 'ensemble a été comprimé d’un dixiéme (j =15 k=1o0p, v—= /.y) .

La propagation des ondes planes par glissement transversal, dont il est tout aussi

facile de démontrer élémentairement que la célérité est exprimée par { / — (G étant le
g

coefficient d’¢lasticité de glissement du milicu on elles se forment), pourrait étre figu-
rée de méme, au moyen de plagues polies et superposées, dont on limiterait le glisse-
ment relatifan dixiéme, par exemple, de lenr épaisseur commune. On peut ainsi espérer
un jour de traduire élémentairement et d’une maniére claire les beaux résultats des re-
cherches par lesquelles Cauchy a donné & la théorie de Fresnel une rigueur qui lui man-
quait (t. VIII de ce Journal, 1863, p. 381 a 413). Il est & peine besoin de dire que le
méme genre de démonstration s’applique 4 la formule théorique de la propagation
d’une intumescence liquide ou d’une onde solitaire dans le cas du canal rectangulaive
peu profond traité par Lagrange ( Mcc. anal,, 2° Partie, sect. XI, art. 36).
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primer ou dilater avait auparavant, dans toutes ses parties, une vitesse
Yoy

la nouvelle vitesse v des portions éprouvant ou perdant la compression
ou la dilatation j sera .

(d) v =g, =+ kj,

car le cheminement de l'extrémité pressée a é1é v, ¢ == kje. Je dis ou
perdant, parce que cette formule est également applicable, en choi-
sissant d’une maniére toujours facile le signe de 4j, lorsque la dila-
tation ou compression résulte d’une soustraction de force, ou lors-
qu’elle n’est autre que la cessation naturelle, en commengant par une
extrémité, d’une compression ou d’une dilatation antérieure. Clest ce
que jexprimerai quelquefois en disant que

+ A
est la vitesse de detente.

Soient maintenant deux barres prismatiques qui viennent ase presser
ou a se heurter mutuellement dans le seus longitudinal. Soient respec-
tivement :

a,, a, leurs longueurs;

V,, V, les vitesses, comptées positivement de a, vers a,, qui ani-
ment uniformément leurs molécules 4 Uinstant ¢ = o ou elles se ren-
coutrent, ce qui exige

{e) V,—V,>o0.
Soient encore

v, el ji, vy el |, les vitesses et les compressions prises plus tard par
diverses de leurs parties;

U,, U, les vitesses de leurs centres de gravité;

m,, m, leurs masses par unité de longueur ;

ky, ky les célérités de propagation des compressions et dilatations
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dans leurs matiéres. Appelons aussi

(./) P = m, 4,

m, A,

le rapport des masses qui se sont ébranlées ou comprimées pendant
un méme temps dans la seconde et dans la premiere de ces barres.
Et supposons
\ o a,
(g) ZT < A‘z,
ou que celle des deux barres qui va derriére soit parcourue dans un
temps moindre par le son que celle qui va devant : supposition permise,
puisqu’on peut choisir & volonté le sens des vitesses regardées comme
positives,

1 . ,o. , a .
Au bout d’un temps quelcounque ¢ égal ou inférienr & 5=, les parties
1

comprimées dans les deux barres auront une nouvelle vitesse uniforme,
la méme pour toutes denx puisqu’elles ont un point commun. Soit

U

cette vitesse. Elle a remplacé les vitesses V,, V, dans ces parties, de
longueurs k¢, k¢, dont les masses sont entre elles comme 1 est i r.
On devra avoir, pour la conservation de la quantité totale du mouve-
ment,
(r+rju=V,+rv,.

On a aussi, pour ces parties, conformément a Pexpression générale
(d) vo = kj de la vitesse nouvelle qui vient d’une vitesse antérieure ¢,
et d’'une compression effectuée j

u=YVY,— Ifain w="V,+ k2j2,

eu égard, quant aux signes, a ce que les compressions se font suivant le
sens positif des vitesses dans la deuxiéme barre et suivant un sens op-
posé dans la premiére. On tire de 14 :

(Det=o0az="2"
3
. V.47V, V.—V,
(%) HEa = e e =Vt S
'. V,—u V,—V, . u—V,__V.—Vz

hETE T TR T TR T aaan
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expressions dont les deux derniéres, relativesaux compressions, seraient
trouvées directement par le méme raisonnement qui a fourni U'expres-
sion (@) v, = kj, en remarquant simplement que I'extrémité commune
aux deux parties &, ¢, k,¢ a cheminé de ut, et, leurs antres extrémités,
de V,t,V,t, en sorte qu’elles se sont accourcies de (V, — &) ¢, (u — V,)¢,
qui, divisés par les longueurs k, ¢, k, ¢, donnent les proportions j,, /.,
des accroissements.
Au bout du temps

la barre a,, ainsi comprimée jusqu'a son extrémité libre ou non join-
tive, se dilate a partir de cette extrémité, ce qui ajoute a sa vitesse i,
toujours en vertu de (d), une vitesse de détente

— kljlz - (V| - u),

en sorte qu’on a, dans toute cette barre a,,

(O S mau =V, =V, = 2 (V, = V)=V, — (v, — V.,

ji =o.

Cette vitesse 2u — V, de toute la barre qui va derriére est moindre
que la vitesse u encore possédée par une portion de la barre qui va
devant, contigué au point de leur contact. Mais pour savoir, par la
comparaison des vitesses, si elles se sépareront ou non, il faut préala-
blement diminuer la vitesse u, possédée par cette derniére barre, de
la vitesse de détente

kyj,=u—1V,

) . . —V \ i1 .
due 4 la compression (&) j, = u—z_—z qu'elle a. Cela réduit la vitesse
2

de la seconde barre i
V..
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Elles se sépareront donc a I'instant

ou le son a parcouru aller et retour la longueur de la premiére, si V,

—1I 3 . .
- — (V. —V,), c’est-a-dire si Pon a

est plus grand que (i) v, =V, —

(]) r>i1, ou myky,>m,k;

ou si la barre que le son met le plus de temps & parcourir d’un bout a
Uautre est aussi celle ou la masse ébranlée dans un temps donné est
la plus grande.

Si cette condition (j) est remplie, I'on aura pour la vitesse U, de
toute la premiére barre, et, par suite, vu la condition de la conserva-
tion de quantité du mouvement

(k) ma,U,+mya,U,=m;a, V, +~myk,V,,

pour la vitesse U, du centre de gravue de la seconde barre aprés leur
séparation, les expressions

2m, A,
my A, - my £,
m; a, 2m, 4,

U =¢, =YV, (V,—V,),

()

U2=V2+ (V‘ '—‘Vg);

m,a, m, &k, - m, &,
qui, dans le cas particulier

r==1, Ccest-a-dire myk,=m,k,,
se réduisent 2
Ul = V2;

(m) U, =V, +

mal(

Vi—Vy) [*].

[*] Ce cas r =1 comprend celui ot les deux barres sont de méme matiére et d’égale
section. MM. William Thompson et Tait, aux n° 302 & 305 d’un Cours de Natural

Tome XII (2€ série). — OcToBRE 1867. 46
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Mais sil'on a

(n) r<r, ou myk,<m,k,,

Philosophy actuellement sous presse (janvier 1867), démontrent simplement le ré-
sultat (m) U, = V, en remarquant : 1° que si les deux barres ont la méme longueur,
eiles prendront et ensuite perdront leurs compressions dans le méme temps d'un hout 4
I'autre, en sorte qu’elles se sépareront avec les mémes vitesses relatives qu’au moment
olt elies se sont rencontrées, ou en échangeant leurs vitesses absolues; 2° que si elles
sont d'inégale longueur, la plus courte, aprés le choc, sera exactement dans le méme
¢tat que si elle en avait frappé une autre ayant sa longueur.

Le savant M. Rankine, qui cite ce passage de ses illusires compatriotes & la suite d'un
extrait de mon Mémoire du 24 décembre 1866, publié par luiaa n° 58 (15 février 1867)
du Journal The Enrgineer, p. 133, y a ajouté une démonstration simple et ingénieuse
de mes formules plus générales (). Elle consiste & observer que le raisonnement de tous
les Traités de Physique, fournissant les formules connues

U=V, — ——®_(y,_v,),
m, a, 4+ myd,

2 N

Uy=U+ —— 2 (y, —V,),

m, e —+ M, da,

est parfaitement légitime si le son, ¢t par conséquent la compression et ensuite la de-
tente, se propagent pendant le méme temps d’un bout & 'autre des deux barres, ou

. a2 . . -
st == ;3 mais que si le son parcourt en un moindre temps la longueur de la pre-
3 %

sy . 4a 1] , . . .
miére barre, ou si /Tl <L 7 elle se trouve affectée comme si elle n’avait heurte, au
'y vy

lieu de la masse entiére m, a, de la seconde barre, qu’une masse égale a la sienne m, «,

m, A,

multipliée par le rapport de celles qui s’ébranlent dans la deuxiéme et dans la

m; A,
premicre pendant un méme temps quelconque; en sorte que, pour avoir Uy, i) faut,
m,a,

dans son expression précédente, mettre ce rapport & la place de celui des deux mas-

m, a,
ses, Or cela donue précisément la premiére de mes formules nouvelles (¢}, dont la se-
conde se déduit par le principe de conservation de la quantité totale de mouvement.
Si je conserve ma démonstration élémentaire sans y substituer celle-ci, c’est qu’elle
donne le détail de ce qui se passe, et permet d’apprécier dans quel cas les formules (7
cessent d’étre applicables, en fournissant le moyen d’en établir alors d’autres (s).
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les deux barres ne peuvent pas se séparer, comme nous venons de voir,

N . a . . .
a Viostant ¢ = 2 A—~l’ et elles restent unies aprés cet instant.
L

Or je dis que si
n

. . . a . a -
est la partie entiére du nombre de fois que - contient 75 ou si
2 f

a

a, a, 1
0 — =
(0) ‘ nk,<h<(n+l)ﬁ'.’
I’on a, 7’ étant tout nombre entier n’excédant pas n,

3 a
a linstant £ = 2n' —,
1

1—ry
dans toute la barre @,, ¢, =V, + ( )

(p) ("
et, dans une partie de la barre @, contigué au point de jonction,
(I _ r)"'*‘ (I . ,.)n’—l vV, —V,
{(1+4-7)" (1 =+ r)? ks

(V4 - V2)a ‘]., = 03

2:V1 -+ (V,—V2), j2:

Pour le démontrer, remarquons d’abord en général que si les deux
barres agissant I'une sur 'autre avec des vitesses V,, V,, avaient, en
meéme temps, et respectivement, au moment de leur rencontre, des
compressions

" PP PO

au lieu de se trouver dans Iétat naturel ou sans compression comme
nous |'avons précédemment supposé, elles auraient ensuite, de part et
d’autre de leur point de contact, une vitesse ' et des compressions j,,
J2 données par les expressions (%) ou Pon ajouterait, aux vitesses
acquises V,, V,, les vitesses de détente k,J,, — k,J, dues aux compres-
sions J,, J,, c’est-a-dire ou I'on mettrait

S V|+k|J4, V2—/{2J2,
[ ala place de Vi, Ves
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c’est-a-dire qu’elles auraient ensuite une vitesse et des compressions
' V1+A‘|Jl+r(vz—l’n’z)
=y =y = )
(() 1I+r
1 Vit AL — (Vi ATy Vi A0 — (Va— A1)
=TT, VERS (1) &

En effet : 1° la réaction élastique due 4 la compression J, de la pre-
wiére barre est capable d'imprimer, pendant le temps ¢, une vitesse
k, I, a la partie de cette barre dont £, ¢ est la longueur et m &, ¢ la
masse, puisqu’elle Vallonge de k,¢.J, par détente, et fait cheminer
d’autant son extrémité supposée libre; elle imprime donc au sysléme,
daos le méme temps ¢, une quantité de mouvement m, k,t.k,J,. De
méme la réaction élastique due a la compression J, de la seconde
barre en imprime une — m,k,¢.k,7J,. Ajoutant ces deux quantités
de mouvement 4 la quantité de mouvement primitive

mok,t.V, +myk,t.V,
des deux mémes parties de barre, et égalant la somme 2 celle
(m, kt + myhyt)u

que ces parties possedent au bout du méme temps ¢, I'on obtient
bien la premiére expression (¢).

2° Comme 'extrémité commune & ces deux portions des barres a
cheminé de «'¢, et comme les autres extrémités des mémes portions
ont cheminé respectivement de V, ¢, V, ¢, leurs accourcissements sont
de (V, —«)t, (4/ — V,)¢; d’ou, en divisant par les longueurs, et en
ajoutant, aux quotients, les compressions primitives, on déduit pour
les proportions nouvelles de leurs compressions
u' -V,

. vV, — .
h=did == =l

identiques aux deux derniéres expressions (g).

Or, supposons un instant que les formules a démontrer (p) 'aient
déja été pour une certaine valeur de n' an-dessous de 7.

. . . r a
Les deux barres prendront aprés Vinstant considéré ¢ = an’ T-l’ de

i

part et d’autre de leur jonction, une vitesse et des compressions nou-
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velles, que I'on obtiendra par les formules (g) écrites tout 4 I'heure, ou
en mettant comme nous disons, dans (%), la vitesse actuelle (p) ¢, de
a, a la place de V,, et, & la place de V,, la vitesse (p) v, de a,, dimi-
nuée de k,j, qui serait due a la détente de la compression (p) j, de
cette deuxiéme barre. Il résultera de cette substitution :

YRTY a . . .
qu’aprés Pinstant £ — 24’ Z'l’ on aura, au point de jonction,
1

(1—rp

(r) 91292=V2+'(I—_”:,“),;Ti

(Vl - V2)7

. r(i—r) Vi—V, . (1i—rf v,—V,
J  Ja= -'
1 (I + ,-)n’—i—l & 2 - (I+ ,.)n/—o-l P

l

Ces valeurs de v, et de j, subsisteront, pour une portion de la barre a,

contigué a la barre a,, au deld du temps 2% pendant lequel celle-ci
1

acquerra sur toute sa longueur, puis perdra, la compression (r)j,;
c’est-d-dire subsisteront jusqu’apres l'instant

t:(gn’—i—a)%;
1

mais celles qui sont relatives a la barre a, devront alors étre rempla-
cées par
ji =0, v, = lavaleur (r) en en soustrayant £, j,,

vu la détente qu’elle a éprouvée en commencant par son extrémité libre,
a,
| 3

ou la vitesse v, et la compression j, données par (r) ont embrassé la
totalité de cette barre. On trouvera, au moyen de cette soustraction,
précisément :

depuis un premier temps écoulé %‘; ou depuis l'instant ¢ = (21" + 1)
1

a2,
)
ky

v, et 0y, J, et J, = les expressions (p) avec ' + 1 au lieu de 7',

A Dinstant £ === 2 (n’ -+ I)

Or ces expressions (p) sont prouvées pour
’

n=r,

puisqu’elles ne sont autre chose, alors, que les expressions (#) pour
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v, et J,, et les expressions (/) pour v, et j,. Elles sont donc prouvées,
ainsi que les formules (r) qui s'en déduisent, pour toutes les valeurs
n'=2,3,... jusqu’a n inclusivement.

Pour déduire de 14 les vitesses 4 I'instant

2a,
{— —
A
supposons d’abord
a, . a, a,
2 - comprisentre 21 et (2n+1)
2 1 L

ce qui est une des deux hypotheses qu’on peut faire quand on a (o)

. C oy 1. a R
n o< ;2 < {n~+1) % La barre a, qui, a Pinstant ¢ = 2n Z-l’ avait tout
i b 1 1

entiere la vitesse ¢, donnée par I'expression avec n au lieu de »’
1 P y

\ - a . -
n’aura plus, a Vinstant ¢ = 2 =, cette vitesse que sur ce qui restera de
2

sa longueur a,, du c6té de extrémité libre non jointive, quand on en
aura retranché, du coté du point de jonction, une partie égale a la
ISV RIS . .1 r r a, a .
célérité £, multipliée par le temps écoulé 2 7. — 2n 7 La vitesse de
2 1
cette partie sera devenue celle qui est donnée par (r) avec n an lieu
de n’. La barre a, se composera donc, & I'instant

2 a,
= %7
A ‘_‘ A | —r n
~ D'une partie (272 +1)a, — 2 7 @3 ayant une vitesse V,+ P (V,—V,),
2 "
] ? . '4" . (I _ f')"
( D'une partie 2 7, (2 — 2na, ayantune vitesse V,+ o (V,— V).

Multipliant les longueurs par les vitesses, et divisant par la longueur
totale @,, 'on a la premiére des deux expressions suivantes, dont la
seconde n’est que ce qui résulte du principe (4) m,a, U, + m,a,U,
=m,a,V,+mya,V,:

a, k, n
[— r\" a ky N
S TR (e iy [
U,=V,+ —2(V, —U,).

my ¢,
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Nous n’avons pas besoin de faire un calcul analogue pour le cas

N [£29 - a, @ .
ou 2 .- est compris entre (27 -+ 1) - et (21 + 2) —» ¢ce qui est la se-
! 1

2

v . a, a, o,
conde des deux suppositions possibles quand nx < 7 (n-+1) e

On trouverait la méme chose, car, dans ces deux suppositions, la
barre a, se compose toujours de n + 1 parties ayant nécessairement
des longueurs et des vitesses partielles exprimées de méme, ce qui
donnerait, pour la vitesse du centre de gravité de cette barre, et par
conséquent pour celle dn centre de gravité de la barre a,, des ex-
pressions aussi les mémes.

Prouvons maintenant que les deux barres, quand r <1, ou quand

, , \ . a ’ ’ .
elles ne se sont pas séparées al'instant £ =12 217 se séparent nécessaire-
1

N . 2a .
ment a U'instant ¢ = —f pour lequel nous venons de calculer les vites- |
2

ses (s) de leurs centres de gravité.

Nous le ferons d’une maniére claire au moyen d’une construction
peignant la maniere dont les barres, aux instants successifs, se divisent
en plusieurs parties quant aux compressions et aux vitesses,

Prenons pour abscisses, comptées a partir d’un point d’origine O
sur unc droite OM, les temps ¢ depuis l'instant £ = o de la rencontre
des deux barres, et, pour ordonnées, portées parallélement 2 une ortho-
gonale Oa, a,, les distances de leurs divers points & I'extrémité libre
de la premiére a,, ces distances étant conservées dans leurs grandeurs
primitives, ou en abstrayant les petits accourcissements et allonge-
ments éprouvés. 8i Oa,, a, a, sont les longueurs a,, a, des deux barres,
et si, apres avoir porté sur la ligne d’abscisses OM et sur les deux pa-
ralléles @, A, a, B les abscisses qui y sont cotées, savoir :

a, a, «, a,

— e = e — e
hy ; A‘,, 2 ~+ ’

S 3 =, 40
{t— —, 3—7 1 L= 2 ‘I) 41{"15 sy 2 7 T

4 ’ A
'on joint, par les lignes obliques de la figure, les points ainsi déter-
minés, toute droite verticale ou paralléle 4 Oa, ¢,, comprise entre les
horizontales OM et @, B, dounera, pour I'instant marqué par son ah-
scisse, et entre les points ot elle coupe ces diverses lignes ainsi que a, A,
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les longueurs des parties des barres dont les compressions ainsi que les
vilesses auront des grandeurs différentes; en sorte que les intersec-
tions marqueront les endroits ot ces vitesses et ces compressions pas-
sent brusquement d’une grandeur & une autre. Ainsi la verticale 0'@' @),

e, 4

R
»

t—-—fn—‘a’ P t:ﬁ?-"f%—'
NG I ]

a,
b

dont l'abscisse ¢ = a, 4, indique un instant compris entre ceux ¢ = o
a . . .
et = A—-” donne, par ses intersections d,, d, avec les obliques a, ¢,
)

a, ¢y, les longueurs k, ¢t = a, d,, k,t = a, d, des deux barres ou les vi-
tesses et les compressions sont ¢, et j,, v, et j, représentées par les for-
mules (A); tandis que les parties O'd,, d, 4, ont encore les vitesses pri-
mitives V,, V, avec des compressions nulles.

"o "

Et la verticale O"a’,a’, dont I’abscisse est celle de 1'instant
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fournit, entre o', et son intersection avec @, C, la longueur

24
de la partie de la barre a, contigué au point de jonction; partie qui a
cet instant posséde la vitesse et la compression données encore par (h),
tandis que toute la barre a, = 0"a’, dont la compression se trouve re-
devenue nulle, est animée de la vitesse donnée par (7).

Plus tard (si les barres ne se séparent pas alors), quand arrive I'in-

stant
221

l:E:a2c2,

la ligne verticale fc, montre qu’une portion de la barre a,, de méme

)
K
cette méme vitesse et cette méme compression (%)

longueur 2 - a, que celle dont il vient d’étre question, possede encore

Vvi-v, . __u—Y,
V2-—-I«l-—-V2+—l——*—_—;"7 ]2__k2 .

Mais comme cette portion comprimée arrive & étre contigué a l'extré-
mité libre ¢, la barre a, commence alors 4 se détendre a partir de cette
extrémité; elle prend en conséquence, conformément a I'expression gé-
nérale (d) v = v, + kj, el sur une portion telle que ¢'g ou ¢"#, qui croit
avec une célérité £, :

—V V,—V,
l k; 2:V2"*_2"1—‘—7

(t) une vitesse nouvelle ¢, = u + k,

et une compression J; = O.
Cette détente se propage vers le bas ainsi que la vitesse v, donnée
par (¢), jusqu’a ce qu’'elle se croise, en k, dans la méme barre a,, avec
. . . . . a fo s
la compression qui est partie, a l'instant ¢ = 2 =, de son extrémité &
X :

joignant la barre a,, ¢'est-a-dire jusqu’a Vinstant

2 + f—“—, abscisse du point h.
&, ky

Tome XII (2° série). — Ocronre 1867. 47
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A ce dernier instant, sur une longueur i, aussi égale a fc, = 2%(;,,

mais comptée en deca du point £ ou le croisement s’opére, la barre «,
possede la vitesse et la compression qu’elle a eues, au point de sa jonc-

. . a .
tion avec l'autre barre, entre I'instant = T = a,d}, et 'instant

a, "
t=4§ TS
instant ou il est parti, de a7, une nouvelle compression qui prodnira,
en j, un autre croisement lorsque arrivera I'instant subséquent

f— 1o @, + a,

T Tk Ky

En continuant ce raisonnement, et en considérant ce qui se passe

dans la méme barre a, lors du croisement de sa détente, a I’endroit

et a 'instant marqués par le point /, avec la compression qui est partie
du point de sa jonction avec I'autre barre a I'instant antérieur

a

1
b

t=(2n — 2) T

il nous sera facile de prouver qu’on a

. Apreés I'instant { — (n’ — 1) i;—' -+ %de ce croisement,
et de part et d’autre de I'endroit { ot il sopére
(%) Y Vi—V, (—r o 7
0=V + 1+ r (141" (V'ﬁ‘(?)’
N S (1=—r— v, —V,
S = (14 7) ky (x4 r) ky

Supposons en effet ces expressions prouvées pour une certaine valeur
de n’, au plus égale & n — 1. Elles continueront de représenter la vi-
tesse et la compression de la barre a, dans une portion croissante,
telle que mp, gr, jusqu’a I'instant

t:n’ﬂ—i—
‘.

a;
.k

2
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d’un croisement subséquent, s’opérant en r par la rencontre de la dé-
tente, qui continue sa marche descendante, avec la compression qui
est partie, en sens contraire, du point de jonction avec la barre a, a
1 a 9 . . . (74 a, .

I'instant ¢ = an’ ;i Alors, c’est-a-dire 4 I'instant ¢t = »n’ A_l -+ A—f, si grs

1 1 2

est une verticale ou une portion d’ordonnée, 'on a deux parties ry,
rs de la barre a, qui sont contigués et qui ont, savoir, la partie rg, al-
lant devant, les vitesses v,, j, données par les formules (z), et, la par-
tie rs, allant derriére, la vitesse et la compression que possédait la

. . . . . a
barre a, au point de sa jonction avec a, entre les instants £ = an’' -

&

a » \ - . . .
—» c’est-a-dire la vitesse v, et la compression j, don-

k
uées par les formules (r), qui ont été démontrées tout a 'henre. Met—
tant celles-ci a la place de V,, J,, et celles-la a la place de V,, J, dans
les formules générales (¢) comme s’il s’agissait de deux barres, mais en
y remplacant le rapport r par 1, et k, par £,, I'on obtient, pour la vi-
tesse et la compression de la barre a,,

et 1= (2n +2)

. a a, ,
Aprés P'instant ¢ —= n/ ;—' -+ — et de part et d’autre de
1 2

I'endroit 7 ol le croisement s’y opére & cet instant,
. 3
Vi—V,  (1—rp

L=V, - VY, —V,

Va V- =+ L+ 7 (I e ,,)n -t ( t V-)’
. V,—V, . (1— r)"' V,—V,

\ Ja = L+ r)k ha Ry 3 3

\ } A (t+7r) Ry

¢’est-a-dire précisément les formules (%) avec n' + 1 misau lieu de n'.
Or ces formules (2) sout pronvées pour n' =1, puisqu’elles ne sont
autre chose alors que les formules (2). Elles sont donc vraies pour
toute valeur de »’ pouvant aller jusqu’a 7.
1l en résulte, en mettant maintenant 7 a la place de #/, qu’a I'instant

. a a
qui est entre ceux ¢= 2nz—'l et t=(2n+ 2) A_-:’ et pour deux par-

ties AN,, AN, alors contigués au point de jonction A des deux barres,

47..
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les vitesses et les compressions ont les valeurs

0, =V, —+ (=7 (V, — Vo)

(I+r}n+l
._r(l—rY‘ V‘_Vg.
| Jl - ([_+__,.)n+l k‘

Dans la barre a, {

( V,—V, (1—r)

92—‘V2+ 1+ r (l+r)"+'
. V,—V, (1—ry" Vl——V-,'
R Ty S T

(Vl - V2)*,

Daus la barre a,

Or on trouve, avec ces valeurs,
Oy — kyjy >0+ kijis
en effet la substitution donne
v hejo— v —kiji= [ 25 = (15) [ (V= Vo),

quantité toujours positive; car puisque n est entre o et 1, le premier
terme du bindme entre crochets est plus grand que 1, et le second est
plus petit que 1.

. T VRS . 2a .
La vitesse v, possédée a I'instant £= == par la barre qui va devant,
7 P

diminuée de la vitesse de détente due 2 sa compression j,, excéde donc
la vitesse v, possédée par I'autre barre, augmentée de la vitesse de dé-
tente due a sa compression j,. Elles se sépareront donc.

C’est ce qu’on voit également, au reste, par les expressions géné-
rales (¢) des compressions j,, j, apres'action mutuelle de deux barres,
car elles sont négatives lorsque V, — k,J, — V, — k,J; est positif; or
ces compressions négatives 4 I’endroit du contact sont impossibles entre
deux barres sans adhérence mutuelle.

Donc les formules nouvelles (s) représentent bien les vitesses de trans-
lation des deux barres apreés leur choc dans le cas

r< i, Ccest-a-dire myk, < m,k,

ou la barre le plus tot parcourue d’un bout a I'autre par le son est celle
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dont la masse ébranlée & chaque instant est la plus considérable; de
méme que les formules (Z) représentent ces vitesses dans 'autre cas r >>1
d’abord examiné.

Ce sont les formules (143), (£33) da n° 11, wmais démontrées ici
d’une maniere élémentaire, ou sans établissement ni intégration d’é-
quation différentielle.

17. Conclusion. — Yai cru devoir donner quelque étendue au dé-
veloppement de cette théorie nouvelle du choe de corps parfaitement
élastiques, dont l'idée premiére est due aux méditations de Coriolis et
aux courtes recherches faites sur son invitation par Cauchy pour un
cas particulier. F’ai fait voir que Pillustre analyste avait énoncé une
conclusion juste en ce qui regarde la fin de l'action mutuelle de
deux barres de méme matiére et de méme section qui se sont heur-
tées, et la vitesse finale prise par la plus courte des deux, mais qu’il
fallait évaluer antrement qu’il n’a fait la perte de force vive transla-
toire résultant de ce que I’autre barre conserve ensuite une compres-
sion qui la fait vibrer; et, aussi, qu'il ne suffisait pas en général, pour
que le corps heurté se sépare du corps heurtant, que celui-la ait a un
certain instant une vitesse plus grande que celui-ci & leur point de jonc-
tion, comme M. Cauchy parait I’avoir cru. J’ai montré que M. Poisson,
en jugeant avec raison qu’il fallait tenir compte des compressions dont
les deux corps se trouvent affectés au méme instant et an méme point,
exigeait trop en ajoutant, & la condition de 'exces de vitesse, celle que
ces compressions fussent nulles dans 'un comme dans I'antre corps,
et, aussi, que c’est faute d’avoir apercu qu’elles pouvaient devenir neé-
gatives, qu'il a tiré de ses formules la fausse et singuliére conclusion que
les barres resteront indéfiniment unies, pour peu que leurs longueurs
soient inégales. Elles se séparent toujours a I'instant ou leurs compres—
sions a I’endroit du contact prendraient ce signe négatif si elles restaient
unies; condition qui revient, en général, & ce que la vitesse actuelle
de la barre heurtée, diminuée de celle de détente due & sa compres-
sion, surpasse la vitesse actuelle de la barre heurtante augmentée de
la vitesse de détente que sa compression engendrerait quand elle en
a une.

J'ai appliqué le méme genre de recherches, au moyen de formules
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intégrales en termes finis, an cas plus général du choc de deux barres
prismatiques de grosseurs et méme de maticres différentes, en ren-
voyant a un autre temps le calcul long et compliqué, fait sur une suite
’exemples numériquement définis, des conséquences de formules en
série transcendante applicables au choc de deux ou plusieurs corps
des formes les plus variées, susceptibles d’étre approximativement assi-
milés & un ensemble de troncs de céne ou de pyramide vibrant par
tranches paralleles. La séparation des deux barres prismatiques se fait
lorsque le son a parcouru aller et retour celle des deux qui exige pour
cela le moins de temps, si c’est en méme temps celle dont la masse
ébranlée ou comprimée & chaque instant est la plus petite; dans le cas
contraire la séparation s’opere lorsque le son a parcouru aller et re-
tour celle des deux qui exige pour cela le temps le plus long. J’ai mon-
tré, en examinant ce que deviennent ensuite les deux barres, que leurs
vibrations ne les feront pas se rejoindre, on que lear séparation est
définitive dans les deux cas énoncés.

Les formules de vitesses finales, dans ces deux cas, sont diftérentes.
Celles du second cas, sans avoir rien de compliqué, contiennent er
exposant le nombre variable des réflexions éprouvées par le son dans
la premiere barre.

Je donne de ces formules, comme des premiéres, une démoustration
¢lémentaire susceptible de passer généralement dans I'enseignement;
ef, 4 cette occasion, je démontre, aussi élémentairement et d’une ma-
niere extrémement simple, 'expression de la vitesse de propagation du
son, ce qui n’a pas été fait & ma connaissance depuis la démonstration
de Newton, qu’aucun auteur moderne de Cours de physique n’a re-
gardée comme acceptable et susceptible d’étre introduite dans ses le-
cons.

J'aurais pu borner mon travail 4 ces sortes de démonstrations. Mais
les solutions analytiques, telles que celles qui m’ont conduit aux ré-
sultats présentés, portent leur genre de conviction comme les solu-
tions synthétiques, et ce n’est pas trop du concours de deux genres de
rechrerches et de raisonnements pour établir complétement des résultats
tout nouveaux et controversés. Et puis, il eat manqué quelque chose,
savoir la preuve que les deux barres, aprés s’étre séparées pendant un
temps fini, ne se rejoindront pas en vibrant.
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Mon analyse d'ailleurs, aidée de ces tableaux raisonnés (g4) de scis-
sions de limites, ainsi que de ces diagrammes dont chacun remplace
un grand nombre de pages de formules (et qui me paraissent offrir gé-
néralement le seul moyen d’éviter d'innombrables confusions dans la
détermination des valeurs diverses defonctions discontinues de deux va-
riables telles que x et ¢){*], donne d’une maniére compléte ce que
devient jusqu’a une époque quelconque, et dans toutes ses parties,
Fensemble de deux ou plusieurs barres restant unies : probléme d’au-
tant plus intéressant par lui-méme qu'il suffit d’en modifier légérement
la solution pour la rendre applicable non-seulement au cas ou la barre
heurtée est fixe 4 un bout, mais méme au probléme des vibrations
transversales d’une corde flexible se composant de plusieurs parties de
grosseurs et de matiéres différentes. Je pense donc que les développe-
ments analytiques ou je suis entré pourront étre jugés utiles indépen-
damment du but principal dont la poursuite m’a fait entreprendre
ces longues et délicates recherches.

ERRATA.

Page 253, au bas du diagramme (24), au point T. La formule A¢==2a, + 24,4+ 24.

aurait di étre écrite horizontalement.

258, méme diagramme, i droite, deux lignes au-dessus du point T, au lieu de
—kJs 4V, lisez — kI, 4+ V..

259, ligne 3, au lieu de voyez le n® 15, lisez voyez le n° 16.

260, au bas et 4 droite de chacun des deux diagrammes (27) (28), au liex de
xX—kt = — @, — ayy lisez x — kt == — a, — 2a,.

260 et 272, sur la ligne ponctuée horizontale du diagramme (28), au tiex de
r—a, lisezx —a,.

261, ligne 4 en mmonthnt, au liew de a, — (20, — a,), lisez a, — {2a, — a,).

283, ligne 10 en remontant, au liex de (51), lisez (Bo).

[*] Hs ont été gravés par le procédé paniconographique de M. Gillot, qui trans-
forme & peu de frais un dessin lithographique en un cliché-relief. Le peu de netteté
des n° (89), (118), (119), (148), (150), (151), (152), ne doit étre attribué qu’a ce
que j’en ai fait moi-méme le dessin ef la lettre sur papier & autographier, le temps
m’ayant manqué pour recourir 4 la plume exercée d’un calligraphe ou au burin d’un

graveur sur pierre.
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m, A, . m, A,
y lisez .
m, A, m, 4,

Page 287, formule (61), au lien de

, . du, . du,
29o, ligne 8, au lieu de T x:_o, lisez T

e . k k k ke
295, derniére ligne, au licw de — 2 A—' ay,, — Z‘—Ia” lisez — 2 —a, —-=a,.
2 2
300, ligne 12, au licu de t = 27, lisez t == 27,
VI —_ Va 3 Vl — V¥,
m - Wm ) lisez (IT;)—:; — Wm ‘

307, ligne g [ou derniére ligne de (102 ), au liew de a, + 2ay, lisez a, —+ 2a..

305, ligne 11, au lieu de

315, ligne 2 du premier F' { }, au lieu de — {2 +1) ay, lisez — (28" — 1} a,.

318, ligne 2 en remontant, au liew de 2W,, lisez 2 W, .
T k 'y
319, avant-derniére ligne, au licu de — 6 k—' a,, lisez — 6 r’a.,
2 ]
du,

. . . duy .
325, ligne 5 en remontant, au lieu de —(7;’ lisez —

- . A‘ A
326, ligne 6 en remontant, ax liex de a, -+ 2 = ay, lisez a, + 2 -A—z- a,.
2 1

327, ligne 4, au liew de m, a, == M, lisez m, a, = M,.

327, ligne 3 en remontant, au liew de W', W,, lisezs W,, W,.



