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MEMOIRE

SUR

LA THEORIE DES RESIDUS BIQUADRATIQUES;

PAh M. Ewne MATHIEU.

INTRODUCTION.

Je vais indiquer les résultats auxquels je suis arrivé dans ce Mémoire;
mais auparavant il est utile de rappeler les premiéres recherches qui
ont été faites sur la théorie des résidus biquadratiques fondée par
Gauss.

D’abord, soit N un nombre quelconque; il est résidu quadratique
du nombre premier p si on peut poser

N=a*+Mp ou N==a* (mod p);
si de plus on peut poser

. N=~5+Mp ou N=4* (mod.p),
N est dit résidu biquadratique de p; et il est évident que tout résidu
biquadratique est aussi résidu quadratique.

Mais Vinverse a lieu aussi, comme il est trés-aisé de le voir, lorsque
le module est de la forme 47 + 3, de sorte que tout résidu quadra-
tique d’un nombre premier de la forme 4 n -+ 3 est également un résidu
biquadratique; et il en résulte qu'il suffit d’étudier le caractére biqua=
dratique des nombres par rapport aux nombres premiers p de la
forme 47 + 1; nous supposerons donc désormais que le module ait
cette forme.

Tome XII (2¢ sérin). — Novessns 1867. 48
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Désignons par g une racine primitive quelconque du nombre pre-
mier p = 4n + 1, et formons les résidus des nombres

° 2 —2,
8+ 5y 892 g” 3

puis partageons—les en quatre groupes correspondant aux quatre
groupes des puissances de g :

(1] 4 8 12
83818 8 1s
g 8% 8% g'%...
2 ] io

5+ 898 8 1y

gs, 8’71 8”, 8%

et désignons ces groupes respectivement par les letires A, B, C, D.
Les nombres du groupe A sont les résidus biquadratiques de p; ceux
du groupe C sont les résidus quadratiques qui ne sont pas en méme
temps biquadratiques; enfin les nombres des groupes B et D sont des
non-résidus quadratiques, et & plus forte raison des non-résidus
biquadratiques.

Les deux groupes A et C ne dépendent en aucune fagon de la racine
primitive que I'on a choisie; mais les deux groupes B et D peuvent
s'échanger I'un dans I'autre par un changement de cette racine, et,
pour qu'ils soient parfaitement déterminés, il faut donc spécifier la
racine primitive que I'on choisit; pour cet effet, nous supposerons que
'on adopte toujours pour g la plus petite racine primitive.

p, étant de Ja forme 47 + 1, est décomposable en la somme de denx
carrés a® + b* et d’une seule maniére; mais comme il faut que a et b
soient parfaitement déterminés, on désigne par a le nombre impair et
par b celui qui est pair; enfin il convient de choisir les signes de a
et b de maniére que le nombre impair

a soit =1 (mod. 4)
et
p—1
b=ag

4

(mod. p),

g €tant, comme nous I'avons dit, la plus petite racine primitive de p.
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Cela posé, pour déterminer le caractére biquadratique d’un nombre
quelconque N par rapport au nombre.premier p, on peut suivre une
méthode analogue 4 celle qui permet de trouver son caractére quadra-
tique. On décompose encore le nombre donné en ses facteurs pre-
miers ; mais on ne regarde plus comme premiers tous cenx qui sont
ainsi désignés ordinairement dans l'arithmétique; car les nombres
premiers réels de la forme 47 +1 sont considérés comme décompo-
sables en deux nombres ¢ + di, ¢ — di, qui sont dits nombres premiers
complexes. Enfin, décomposant le module en les deux facteurs a + bi,
a — bi, il suffit de chercher le caractére du nombre N par rapport au
nombre premier complexe a + bi.

Parmi les quatre nombres

c+di, —d-+ci, —~c—di, d—zci,

qui sont dits associés et qui ne different que par le facteur i, —1 ou —i,
il y en a un qui est =1 (mod. 2 + 2i) et qui est appelé nombre pri-
maire. Or on a i chercher le caractére biquadratique de chaque facteur
de N par rapport & @ + bi; il sera aisé de ramener cette recherche a
ne s’effectuer que sur des nombres premiers primaires, et chacune de
ces déterminations s’opérera par Papplication a ces nombres du théo-
réme fondamental ( Theoria residuorum biquadraticorum, § 67), théo-
réeme tout i fait analogue a la loi de réciprocité de la théorie des
résidus quadratiques.

Toutefois I’application du théoréme fondamental peut étre facilitée
par la remarque suivante, due a Jacobi :

Soit { un nombre complexe quelconque et /2 un autre nombre sem-
. . ;. { o, . .
blable, mais premier. On désigne par [;] les quantités 1, i, —1 ou —1,

suivant que
=1 .
I % est congru a1,i, —1 ou —i (mod. i),

p. étant la norme de m, et si ’'on pose
"1 .2
[7]="

A désigne le caractére du nombre [ par rapport au nombre premier .

48..
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Si de plus, lorsque 7z est un nombre composé tz'¢"..., oult, ', t,. .

. . { , .
sont premiers, on convient que [;] représente le prodult

BIGE

) [ N | Ny PP

el L]

alors on a le théoréme suivant : « Si A+ Bi et C+ Di sont deux
entiers complexes premiers entre eux =1 (mod. 2 + 2i), on a

A+Bil__[C+Di (—1‘—‘ rara
C+Di] | A-+Bi ) ’

- ce qui se réduit au théoréme fondamental, lorsque A + Bi et C+ Di
sont deux nombres premiers.

Quant au théoréme fondamental, Eisenstein en a donné deux dé-
monstrations différentes dans le tome XXVIII du Journal de Crelle.

Mais Gauss indique une autre méthode pour déterminer le carac-
tere biquadratique d'un nombre N par rapport & un nombre pre-
mier p = An --1; supposons encore p décomposé en la somme de
deux carrés a® + b2, les signes de a et b étant déterminés comme nous
avons dit ci-dessus. Gauss a reconnu par induction que le caractere
biquadratique d’un nombre premier = ¢, le signe == ayant lieu suivant

b
=4n=* tpend uni nt de la va - .
que ¢ = 4n =1, dépend uniquement de leur de - (mod. ¢}.
Ainsi soient deux nombres premiers p = a4+ b*, p'=a + /7,
4 ’ : ’ « b [), .
a' et b étant déterminés comme a et b3 si — ¢t — sont congrus suivant
4 a a

le module g, == ¢ a le méme caractére par rapport & p et a p’. Mais il
ne nous apprend rieu sur la possibilité de reconnaitre quels sont ceux

b . .
- nnent anx quatre classes
des rapports — qui appartiennent aux qua ses correspondant

respectivement aux groupes A, C ou Bet ), et qui sont propres a in-
diquer si == ¢ est résidu biquadratique, résidu simplement quadra-
tiqgue ou non-résidu.

Dans les Comptes rendus de I' Académie des Sciences du 18 mars
1867, j'ai donné la loi qui distingue les quatre classes, et de laquelle
Gauss avait dit : 4t lex hujus distributionis abstrusior videtur, etiamsi
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quedam generalia prompte animadvertantur [*]. Je donnerai dans ce
Mémoire la démonstration de la solution de cette question. Mais voici
d’abord de cette solution une forme géométrique qui en facilite le
souvenir et qui me semble fort curieuse, encore que cette forme ne
soit pas celle qui convient 4 Papplication du calcul.
Considérons séparément les cas de ¢ = 4n+ 1 et de q=4n+ 3.
1° Si q est de la forme 47 + 1, divisons la demi-circonférence 7 en
q — 1 parties égales et considérons les tangentes des arcs
- .

o, :/«:3 2.:7 5(/‘*!:'-'7 l\(]"“'l)(/

T

On sait que ces tangentes sont exprimables par radicaux; et de plus il
est remarquable que ces radicaux, pris suivant le module ¢, sont tou-
jours des nombres entiers réels, de sorte que les expressions de ces
tangenles, prises suivant le module ¢, représentent elles-mémes des
nombre entiers réels. Or q appartiendra au groupe A, B, C ou D, selon

que — sera congru suivant le module ¢ 4 la tangente d’un des arcs

commencant a lorigine de la demi-circonférence et terminés aux
points de division o, §, 8,..., ou 1, 5, g,..., ou 2, 6, 10,..
3,7, 11,....

2° Si g est de la forme 4n -+ 3, divisons la demi-circonférence — =
en g -+ 1 parties égales et considérons les tangentes des arcs

., ou

9 b
’ ) s — .
#+1 g+ ¢ +1 (]fj-'rl'

qui commencent a l'origine de la circonférence et se terminent a des
points de division que nous marquerons o, ~— 1, — 2,.... Non-seule-
ment les tangentes de ces arcs sont exprimables par radicaux, mais
leurs expressions prises suivant le module ¢ sont des nombres entiers
réels. Et le nombre — ¢ appartient au groupe A, B, C ou D, selon

b . \ .
que — est congru suivant le module g a la tangente d’un arc terminé
aux points de division o, —4, —8,..., on —1, — 5, — Qy..., OU
—2, —6, —10,..., ou —3, —7, —1Ir,....

[*} Hohere Arithmetik, p 100.
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On peut encore donner a ce théoréme une forme plus concise en
réunissant les cas de ¢ = 4n+1 et de ¢ = 4n + 3. En effet, si I'on
pose = ¢ =71, on a le théoréme suivant :

Considérons les tangentes des arcs

elles sont exprimables par radicaux, et leurs expressions prises snivant
le module ¢ sont des nombres entiers. Posons

ks I
« = tango, tang 4 — tang 8 oL EEEL
© T =
{;’:tangf__l-, ta[1g5:, tangg ——»--
7=tang21_:I, tangGTil, tanglo_il,---,
™ T k3
d‘:tang3:, lang7 ——» tangIr——r- ;

. b . s
suivant que - sera congru suivant le module ¢ a4 'un des nombres

a, {3, 7 ou d, v appartiendra respectivement a A, B, C ou D.

Par exemple, s'agira-t-il du caractére biquadratique de ¢ =5, divi-
sant la demi-circonférence en g — 1 = 4 parties égales, on voit que
I'on a

tang o = o, tang%:l, tanggzoo, tang3—4"=—l=4 (mod. 5).

On en conclut que 5 appartient au groupe A, B, C ou D, par rapport
: b . X
a p, selon que = esl congru suivant le module 5 a 0, 1, ® ou 4.

Ces théoremes de la théorie des résidus biquadratiques fournissent
immédiatement cenx-ci, qui sont nouveaux aussi, quoiqu’ils rentrent
daus le domaine de la théorie des résidus quadratiques :

1° Soient p et ¢ deux nombres premiers de la forme 4n + 1, dont
I'un p soit égal a a® + b7 etici il n’est besoin d’avoir égard aux signes
de a et b, ni méme a leur ordre de parité. Divisons la demi-circonfé-
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rence en ¢ — 1 parties égales et menons les tangentes de tous les arcs
qui commencent 4 I'origine de la demi-circonférence et se terminent

. rps R e . b .
aux différents points de division. Si la valeur de — est congrue suivant

le module g & l’expression de la tangente d’un des arcs terminés 2 un
peint de division d’ordre pair o, 2, 4, 6..., le nombre premier p est

Lo . , . . Lo b
résidu quadratique de ¢ et ¢ résidu quadratique de p; mais si ~ cor-

respond & une divison impaire, p et g sont non-résidus 'un de I'autre.

2° 8i p et g sont deux nombres premiers, dont I'un ¢ est de la forme
4n + 3, tandis que l'autre p est de la forme 4n +1, on divisera la demi-
circonférence en g + 1 parties égales et on obtiendra les mémes consé-
quences que dans le cas précédent.

Ici nous devons faire une réflexion importante sur le choix que
nous avons fait de la racine primitive prise pour base. Apres avoir dis-
tingué, par rapport au modaule p, tous les nombres non divisibles par p
en les quatre groupes A, B, C, D, nous avons dit que, afin de ne laisser
aucune ambiguité sur les groupes B et D, nous supposerons que I’on
prenne toujours pour base la plus petite racine primitive g de p.
Or il est & remarquer que ce choix n’a pas été fait au hasard, mais
en vue de simplifier la théorie, et que par exemple on aurait des résul-
tats plus compliqués si on remplacait la plus petite par la plus grande
racine primitive.

En effet, nous avons dit comment de la loi de réciprocité des résidus
biquadratiques donnée par Gauss pour les nombres complexes on
peut tirer le caractére biquadratique d’un nombre réel N par rap-
port & un nombre premier réel p = a®+ b2, et, pour que cette mé-
thode soit applicable, il faut absolument que I'on prenne pour base Ia
plus petite racine primitive g de p. Et de méme la méthode que nous
avons donnée pour déterminer le caractére biquadratique de p par

\ b v .
rapport & p = a® + b au moyen du nombre ~ (mod. ¢) exige encore

ce choix.
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3 . s -1 -
Considérations des quatre périodes de r 7 racines de la congruence

Tol—o (mod. q). — Démonstration simple et nouvelle de la loi
r—1

de réciprocité de la théorie des résidus quadratiques. — Théoréme
nouveau de cette théorie.

1. Nos recherches sur la théorie des résidus biquadratiques seront
entierement fondées sur I’étude des quatre périodes formées desracines

de la congruence

af—1

(1) : —— =0 (mod. q),

dans laquelle p est un nombre premier positif de la forme 4n +1;
en désignant par x une quelconque de ces racines, elles sont repré-
sentées par

mzzx", W'=Y xP, u)”EZ.Z‘C, w”'szD (mod. ¢),

le signe sommatoire Z se rapportant aux différents nombres A, B, G, D,

et, d'aprés ce qui a été dit dans V'Introduction, les quatre groupes
A, B, C, D sont les résidus des nombres des quatres lignes

goa 5"; 88,---a 8”_5,

5 ] —4
g, 85 8% 8
g2’ go, gio,_“, gp—:a7
gs’ g1, 5“,---, gp—:z,

pris par rapport au module p, g désignant la plus petite racine pri-
mitive de p.
Désignons par m le plus petit nombre pour lequel est satisfaite la

congruence
g —1=o0 (mod.p),

les racines de la congruence (1) appartiennent toutes & la congruence

a9 t==1 (mod. q),



PURES ET APPLIQUEES. 385

dont I'étude des racines a été faite rigoureusement_pour la premiére
fois par M. Serret dans son Algébre supérieure.

Comme 'examen de ces quatre périodes demande une étude longue
et attentive, nous commencerons, pour mieux faire comprendre les
principes qui nous serviront, i les appliquer 2 la théorie beaucoup
plus simple des résidus quadratiques.

racines de

. ;. —1
2. Nous considérerons alors les deux périodes de £ 2

la congruence

TPl —1

=o0 (mod.q),

Xr—1

Q EZ x?, Q’EZ x®,

a désignant une quelconque des racines et le signe Z se rapportant

qui ont pour valeurs

aux lettres a et b, dont la premiére désigne un résidu quadratique
de p, et la seconde un non-résidu. On suppose ici que p peut étre indis-
tinctement de la forme 4n =1, et on sait (Disquisitiones arithme-
tice, 356) que la congruence qui donne ces deux périodes est

2+ Fn=o (mod.ygq).

Si on éleve O et ' ala puissance ¢, il est aisé de voir, puisqu’on
doit négliger les multiples de g, que I'on aura.

Q=Y x%, Q1 EZ x  (mod. q).

Tous les exposants aq et tous les exposants bq sont différents entre
eux selon le module p, et de plus,'si g est résidu quadratique de p,
tous les nombres ag sont des résidus quadratiques, et les nombres by
des non-résidus, et, au contraire, si q est non-résidu guadratique de P
tous les nombres ag sont des non-résidus, et les nombres bq des résidus
quadratiques de p. |

On en conclut que si g est résidu quadratique on a

V=0, QI=¢,
Tome XII (2¢ série). — Novemsre 1867. 49
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et que par conséquent les deux périodes sont réelles, puisqu’elles
satisfont 4 la congruence

xi=ux (mod.q);
mais si ¢ est non-résidu de p, on a
W=0, 09=20,

et les deux périodes sont imaginaires; car si Q était réel, on aurait
Q7= Q et par suite O =/, tandis que la congruence du second degré
ci-dessus ne peut avoir ses racines égales.

Or, d’autre part, les racines de cette congruence sont

:—_I_i;@u (mod. ¢),

et sont par conséquent réelles ou imaginaires, selon que = p est vésidu
ou non-résidu quadratique de g. On en conclut ce théoréme (ou I'on
adopte, soit tous les signes supérieurs, soit tous les signes inférieurs) :

Si le nombre premier ¢ est résidu quadratique du nombre premier
p=4n £ 1, & pestrésidu quadratique de ¢; mais si ¢ est non-résidu
quadratique de p, == p est lui-méme non-résidu de q.

Enfin, en s’appuyant sur ce que —1 est résidu ou non-résidu qua-
dratique de ¢, suivant ‘que g =42 +1 ou 4n —1, on en conclut la
loi de réciprocité :

Le nombre premier p est résidu ou non-résidu quadratique du
nowmbre premier ¢, selon que ¢ est lui-méme résidu ou non-résidu de p,
toutes les fois que 'un au moins de ces deux nombres est de la
forme 4n +1; mais si tous les deux sont de la forme 472 + 3, l'un
étant résidu quadratique de l'antre, le second est non-résidu du
premier.

Ces considérations peuvent également servir a déterminer le carac-
tére quadratique du nombre 2. Nous avons vu tout 4 I'heure que,
g désignant un nombre premier, si g est résidu quadratique de p, la
congruence qui donne les deux périodes a ses racines réelles, mais
que si q est non-résidu de p, cette congruence a ses racines imagi-
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naires, et le raisonnement qui naus a servi est applicable au cas ou ¢
est égal a 2.

Supposons que p soit de la forme 8/ = 1, nous devons faire n = 21/,
et la congruence qui donne les deux périodes prises suivant le mo-
dule g =2 devient

x? 4+ x = 2l=o0 (mod. 2)
ou ’
x* +x=o0 {mod.2),

elle a ses deux racines réelles qui sont o et 1; donc 2 est résidu
quadratique de p.

Mais si p est de la forme 81+ 5 ou 8.+ 3, nous devons faire
n = 24+ 1, et la congruence se réduit a

a? +x+1==0 (mod.2);

comme o et 1 ne sont pas racines de cette congruence, elle est irré-
ductible, et ses deux racines doivent étre regardées comme imagi-
naires; 2 est donc non-résidu quadratique de p.

5. Revenons a expression des deux périodes, lorsque p est de la
forme 4n —+1; il faut prendre sous le radical le signe +, et elles sont
données par la formule

:'—Zi—lli (mod. q};
le nombre premier p est décomposable en la somme de deux carrés
a® + b* et d’une senle maniére, et, regardant a* comme le carré impair
et b? comme le carré pair, nous pouvons ¢crire, au lieu de la formule
précédente, la suivante

—1=Va+ b
2

ou

ISR

ig\/g—kx (mod. ¢),

et, suivant que ces deux expressions sont réelles ou imaginaires, g est
49..
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résidu quadratique ou non-résidu de p- Donc si on désigne par « le
nombre entier moindre que ¢ qui est représenté par

g (mod. g),

q sera résidu quadratique de p ou non-résidu, selon que

+

a1
sera résidu quadratique de ¢ ou en sera un non-résida.
Ainsi le caractére de ¢ par rapport 4 p ne dépend que de la valeur
b A ’ 4 L.
de — (mod. ¢), ou plutét de son carré, en sorte que si nous désignons

par  ce nombre, et que p’ soit un autre nombre premier de la forme
An <1 décomposable en la somme de deux carrés a2 + b'?, g aura le
méme caractére par rapport i P  que par rapport 4 p, si on a

r

-

!
f

* « (mod.q),

/

N

etil en sera encore de méme si on a

b

b

[

-

: (mod. ¢);

P

Q

22

I A )
car = -+ 1 ou a par rapport au module ¢ le méme caractére

que ¢® + 1.
Mais nous allons montrer, ce qui est extrémement curieux, comment

on peut embrasser tout d’un coup par une méme formule les deux
classes de I’expression

[—’Z (mod. g),

la premiére renfermant ceux de ces nombres pour lesquels ¢ est résidu
quadratique de p, et la seconde ceux pour lesquels ¢ est un non-résidu,
et ces deux formules nous apprendront que chacune des deux classes
renferme la méme quantité de nombres au-dessous du module q-

Il fant considérer séparément les cas de g=4n+1etdeg=/4n-+3.
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Supposons d’abord ¢ = 4n 415 — ; étant résidu quadratique de q,
on peut satisfaire 4 la congruence

p*=--1 (mod.q),

dont nous retenons I'une des racines ; désignons par A un résidn qua-
dratique quelconque de 9> et par B un non-résidude ¢ : je dis que toutes

b ;. .
les valeurs de = (mod.¢) pour lesquelles g est résidu quadrathue dep,
et qui forment la premiére classe, sont données par la formule

I— A
1+ A

oy ==

(mod. ¢),

b
et que toutes les valeurs de  (mod. g) de la seconde classe sont
données par

Uy=1g :+B (mod. g),
En effet, posons
1—L
o = ¢ -IT—T’ i
et nous aurons
T
T4 o= — ((:+£§=EU+III‘)= (mod. ¢),

et 1 + «* sera résidu quadratique de ¢ ou non-résidu, en méme temps
que L.

On voit aussi, d’aprés les formules précédentes, que les deux classes
renferment la méme quantité de nombres.

Supposons ensuite g = 47 4 3; les formules précédentes ne sont
plus admissibles, car ¢ serait imaginaire et par suite aussi les expres-
sions de «, et a,; mais on peut former celles qui sont applicables i ce
cas par analogie et d’aprés une considération semblable & celle que
M. Serret a employée (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
17 janvier 1859).

Posons i = ' —7 et divisons les racines de la congruence

(a) Z7'=1 (mod. q)
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en deux classes : celles qui satisfont a

g1

- 2 —_—
z =1,

que nous désignerons en général par &, et celles qui satisfont a
q-+1
3

gz =—1,
, . & .
que nous désignerons par . Toutes les valeurs de = (mod. q) qui

appartiennent a la premiere classe, sont données par la formule

L1—
=i —% (mod. q),

1 L

et toutes celles qui appartiennent i la seconde classe par

=1 L
270 4

(mod. g).

D'abord il faut reconnaitre que ces expressions sont réelles, quoi-

qu’elles renferment des quantités imaginaires.
qu'une quantité

la congruence

Or la condition pour
soit réelle snivant le modnle q est qu'elle satisfasse i

X=X (mod.q}.

Elevons donc & la puissance ¢ la quantité

far

!

-+ 8

w==1 .

ou § représente une racine de (a), et on aura en effet

aquq l:_-Q— == 1‘"”*3 :’\: _l_:.g;__.a’
I+ 43¢ I+[ 1+
£

ce qui prouve que les expressions précédentes sont réelles.

LRI LA v
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Formons ensuite la quantité 1 + o«*; elle est

2 4L
I+« :m

Si £ est un nombre & il est le carré d’un des nombres complexes n
qui satisfont 4 la congruence (a); donc on a

on 2
k]
1 - n?

14 o

I

an
1+nr

et par la méthode qui précede, on reconnait que . est réel; donc

1 + a? est un résidu quadratique. An contraire, si £ est un des nom-
bres 1, il est évident que 1-+a? est un non-résidu, et I'exactitude de
nos formules est démontrée.

4. Revenons maintenant aux quatre périodes de la congruence

dans laquelle on suppose que p est un nombre premier de la forme
4n + 1. Les valeurs de ces périodes sont

w=xr 4+ A M +...,
o =ab + b + 2"+ ...,
w=a% +at + a2t + ...,
w'=a? 4+ 2P P+ ...,

A, A”, A”,... étant ce que nous avons appelé les nombres A;
B, B’, B”,... les nombres B, etc. Si nous élevons ces quanlités 4 la
puissance ¢, comme nous ne considérons que leurs valeurs suivant le
module ¢, il nous suffit d’élever chacun des termes 4 la puissance g,
de sorte que nous obtenons

r.ﬂEZxA'i, w'q"z“z.x'B’l, w"qEZxC‘l, w’""EZxD‘I.

Or, supposons que ¢ soit résidu biquadratique de p, les nombres de
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chacnne des quatre lignes

A'q, A"q, A"q,...,

B'q, B'q, B"gq,...,

Cyq, Cgq, Cq,...,

D'q, D"q, D"q,...,
sont tous différents entre enx selon le module p, et les nombres de
la premiére ligne sont congrus dans un certain ordre aux nombres A’,
A”, A”,..., ceux de la seconde aux nombres B’, B, B”,..., etc.; donc,
puisque a? est =1, cn a

ZxMEZxA, ZxBfi:_:Z xb,. ... (mod.g),

’ "

wi=w, =0, =0, "T=n",

et

c’est-a-dire que w, w’, ", »” sont réels.

Quand un nombre g est donné, on sait comment on peut reconnaitre
s'il est résidu quadratique du nombre premier p = 47 +1 ou s'il ne
I'est pas, et par conséquent si ¢ appartient aux groupes A et C ou aux
groupes B et D, et il résulte de ce qui précéde que, au cas ot q est
résidu quadratique de p, on pourra reconnaitre si ¢ appartient 4 A ou
a C en examinant si les quatre périodes «, o', w”, »” sont toutes
les quatre réelles ou ne le sont pas.

Nous allons donc déterminer la congruence qui donne les quatre
périodes de la congruence

xf—1

R \
——— =0 (mod.g),

ou, ce qui revient au méme, I'équation du quatriéme degré qui a pour
racines les quatre périodes de I’équation

xP— 1

= O
X — T ’

et lorsque nous les aurons obtenues, il nous sera aisé de reconnaitre si
q est résidu biquadratique, résidu simplement quadratique ou non-
résidu, et nous aurons fait un premier pas vers la solution de la re-
cherche du caractére biquadratique de g. Plus tard, nous verrons
comment on peut discerner si ¢ appartient 4 Bou a4 D par rapport a p.
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. » ? — I . . N P — 1
Formation des périodes de l——4—— racines de U’dguation = - =o.
3. Désignons par g la pl i i imitive d bre pr

. par g la plus petite racine primitive du nombre pre-

. . n — 1 .
mier p de la forme §m -+ 1; les quatre périodes de £ racines pour
; q p % P

I'équation
af — 1

=0
x—1

sont, en désignant par o une racine quelconque,

=& + x5+ 28 a8
X8 4 28° - a8 A 8
X8 4 8’ - x84 A 28,
= X8 4 a8 4 28"+ .. 25,

€ g € €
I

Supposons que I’équation qui donne ces quatre périodes soit

‘ x'— Ax*+ Ba®—~ Cx + D =o,
on aura

‘A = + w'_l— (’)ll+ (‘)W B e mwl__'_ &)'&)”—l—&)”&)m—l— (L)”,w + (Q)f;)”—'— Q)/ w”/
? ki

C — wwl O)”—l_ cl)I w/l ml/} + ww'&)l”—*— C.)(;)”(;)W, D — mmlm”w//r"

On obtient sur-le-champ, pour le premier coefficient, A = — 1.

Désignons par (oo) la quantité des nombres 1, g*, g%,..., g%, ou
plutdt la quantité des nombres A, leurs résidus minima qui, aug-
mentés d’une unité, donnent des nombres A; puis désignons par (or),
(02), (03) la quantité des nombres A qui, augmentés d’une unité,
donnent des nombres B, C ou D. Pareillement, représentons par
(10}, (x1), (x2), (13) la quantité des nombres B qui, augmentés d'une
unité, donnent des nombres A, B, C ou D. Enfin on voit clairement
ce que I'on doit entendre par les seize quantités de la figure

(00), (o1), (02}, (03),

(10), {11), (12), (13),
(20), (21), (22), (23),
(30}, (31), (32), (33),

que nous appellerons la figure S.

Tome XII (2% série). — Novempre 1867. 50
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Représentons, en général, x* par [/]; alors nous aurons

o'={[g]l+[g°]+ (8] +[8"]+. .
o =[1]+[g']+ [8'] + [g""] +--.

et en multipliant ces deux expressions nous obtenons

wo'=[g + 1]+[g" +1 [+[g° +1]+..
+ [+ g 1+ [8 +g']+[g"+g' ] +...
+ g+ gt + g+ g*]+...

.....

Les termes qui se trouvent dans une méme ligne verticale forment uve
période, et 'on en déduit facilement

wo'=(10)w + (11) o + (12) 0"+ (13) 0"}
on obtient ensuite ( Disquis. drithm., n° 345), d’aprés cette formule,

w o’ =(10)w + (11) "+ (12) 0"+ (13) w,

w'w"=(10) 0" =4 (11) 0"+ (12) & + (13) ',

w'n = (10)@"+4 (11)w + (12) 0 + (13) 0’
si on multiple »” par @, on obtient aussi facilement

ww’ = (20)w + (21) o' + (22) 0"+ (23) " si p=8n-+1,
=(20)0 + (21)w'+ (22) 0"+ (23) 0" +2n+1 si p=8n+5,

ct, d’apres le u° 345 des Disquisitiones, on en tire
w' w” = (20) w 4 (21) w” 4+ (22) w” 4 (23) w Sl p= 8n+1,

"

=(20)0'+ (21)0"+ (22) 0"+ (23)w + 20+ 1 si p=8n+5;

mais d’apres le méme principe appliqué i cette derniére formule nous
avons

I3

20) 0"+ {21) 0" +(22)m + (23)w

w

( si p=8n-+1,
=(20) 0" + (21) 0"+ (22)w + (23) '+ 20+ 1 si p=8n+5.
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Comparant les deux valeurs de ww”, nous obtenons
(20) = (22), (21)=(23).
En calculant we»” comme on a obtenu ww”, on trouve encore
we” = (30) w + (31) 0’ + (32) 0" + (33) »",

et en comparant cette valeur avec celle que nous avons trouvee
ci-dessus, on a

(r1)=(30), (12)=1(31), (13)=(32), (10)=(33),

ce qui prouve que les deuxiéme et quatriéme lignes de § sont com-
posées de termes égaux. '

Distinguons les deux cas de p=8n+1 etde p=8n+5.
6. Supposons d’abord que l'on ait
p=8n+r.

D’apres la Theoria residuorum biguadraticorum, les termes de la
figure S peuvent étre ainsi écrits :

k, i? k’ Z’
iy l, m, m,
k, my k, m,

L, m, m, i,

et se réduisent i cinq quantités.
Posons
p=a’+ b2,

en regardant @ comme impair et par suite b comme pair; puis
choisissons le signe de a de maniére que I'on ait a==1 (mod. 4) et le
signe de & de maniére que I'on ait b =af (mod. p), et f la valear de
v—1 (mod. p) donnée par
p—t ‘
=gt (mod. p).
50..
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Alors les cing quantités précédentes se déduisent des formules sui-
vantes données par Gauss :

8k = 4n —3a — 5,
8i =4n+ a—ab—i,
{ 8]c=4n+ a—i,
8l =4n+ a4+ ab—1,
Sm=/4n— a+1.

Dans le cas actuel, les produits de deux périodes deviennent

wo' =ie +lo + me'+ mao”,
wo'=mo +ivw + lo” + mw”,
o' 0" =mo+ mo'+ in" + [o”,
o' =Ilw + me'+ mw'+ iwn”,

we’ = ko + mo'+ ko” 4+ ma”,

o' =mw 4+ ko' + mo’+ ka",

et on en conclut

B———wa':(i—l—/{—l—l—i— 3m)(w+w'+ L N
=—({+k+1+3m)=—3n.

La somme des périodes étant égale 4 —1, en I'élevant au carré, on a
2@2 + 22(;)0)': 1,
puis

Y wl=6n+1.
Formons le produit de ww” par »'»” et nous aurons

D= wo'ouu"= m/cz w? + 2mk (0w + v'w”)

+ (1 4+ £?) (00’ + wu”+ 0”0+ o' w”);
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or on a
w0 4 0n” 4+ 00" 4 o 0" =— (i + 1+ 2m) = — 2n,
ww”‘*‘w’w”’:_‘(k'i—m):—'n,
on en conclut pour D
D =mk(6n 4+ 1) — 2mkn — an(m® + £*) = — 2n® + mk (8n + 1)

ou
D = — an® + mkp.

Cherchons maintenant le coefficient C. En multipliant o’w” par ,
on obtient
w0’ =me? + ioe’ + loe” + mon”
=mho+io +ko"+ 10" +20)+ i ((o+ lo +me"+me”)
+ lhko+mo'+ko"+mo”)+m(lo+me'+mo’+ iw")
ou

wo' o= (hmn + i* + kl+ml)o + (mi+ il +ml+m?) e
+ (mk +mi+ kl + m*) "+ (2ml + 2mi) »" + 2mn.

Ecrivons, pour abréger,
ww'e’=Mw + No'+ Po”+ Qu”+ 2mn,

nous aurons aussi

w'ww'=Me +No"+Po"+ Qo + amn,
' 0" o =Mo" +Nw"+ Po + Qo' + 2mn,
w'ww =Mo"+ No +Pw + Qo+ 2mn,

et en ajoutant ces quatre expressions, on a
C=—(M~+ N+ P+ Q)+ 8mn.
Ensuite on a

M+N-+P+Q=rlm+i®*+ il + 2kl + 4ml + 4mi + 2m® 4+ mk
=m(h+k) +i(i+1)+ 2kl + fm(i + 1) + 2m?,
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et en s’appuyant sur les égalités h +~k=om —1,i + 1 = 2k
M+N+P+Q=m(am—1)+ 2k (i + ) + 8mk + 2m?
=h4m*—m+ 4K+ 8mhk=4(m+ k) —m
= 4n* — m,
et on en conclut enfin

C=—(4n*—m)+ 8mn=— 4n* + mp.

Donc I'équation qui donne les quatre périodes lorsque p est de la
forme 872 41 est '

(A) 2% 4+ x® — Inx® + (4n* — mp)ax — an® + mhp = o.
7. Supposons maintenant
p= 8n + 5.

Les termes de la figure S se réduisent encore a cing, et peuvent s’écrire

h$ i’ k’ lv
m, m, 1, i,
Ly m, h, m,

m, I, i, m.
On pose
p=a’+ b*

a étant impair et b pair, et on détermine les signes de a et b comme
dans le premier cas. Alors on a les formules suivantes :

8h=fn+a—r,
Bi=4{n—+a+ 26+ 3,
8h=4n — 3a+ 3,
8l=(4n+a— 26+ 3,

8m=/4n—a—+1.
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D’apres le n° 5, on a pour les produits de deux périodes

wo'=meo—+me + Lo’ + i,
w'e’ =i +mw+me’ + lu",
w0 = lo 4+ iw -+ mw’ + me"”,
wo=mw+ lo + 0" 4+ mo”,
ww’' = hw +mo + ho' +me” + 27 + I,

w'o" =mw -+ ho' + mo’ + he" + an—+1,
et on en conclut
B=—(i+l+h+3m)+4n+2=—3n+1)+4n+2=n-+1.
Les carrés de w, w', »”, »” sont

w=ho+io + ko' + lu”,
w? =l + heo' + (0" + ko,
o? =kw+ {w +ho' 4+ iw”,
o= in + ko' + lo" + hw",

et leur somme est égaled — (& 4 i+ k + [)=—(2n+1).
Faisons le produit de ww” par »'w”, et nous aurons

D= wwo"o"=mh(u? + o 4+ " + ")
+ (M =02 (00" + o' 0" + 06" + 0" o)
+ 2mh(we” + o' n")
+(2n+1)(h+ m)(o + o + o’ + ")+ (2n+1)3,

et comme on a

wn' + w'e’ + 0’0" + 0o =—a2n—1,

wn” + o6 =3n+ a,
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il en résulte, en s'appuyantsur I'égalité m + & = n,

D=—mh(an+1)—(m*+ Ah*)(2an +1)
+2mh(3n+2)—(2n+1)(h+m)+ (an+1)?
—~(2n+1)(m+ k)2 + (8rn+5)mh — (2n + 1)n + (2n+1)*
=(2n+1)(—n*+n—+1)+ (8n+5)mh

=pmh — (2n+1)(n* —n —1).

Il

1l reste & déterminer le coefficient C. Pour cela, multiplions oo’
par »”, et nous aurons
ww' v’ = mee” + me'e” + [0 + (0"v”
=m(hw+ mo' + he" + mo" + 2n +1)
+m(iv +mo' + mo’ + ")+ (ko + {w' + ho" + i0")

41 (lw + i+ mo’+ mw”)
ou

R (mh +mi + lk + il) o + (2m? + [* + i*) o
+ (mh + m® + lh + im) "
+(m*+ml+il + mi)ow" +m(an +1).

Au lieu de cette formule, écrivons, pour abréger,
ww'w’' =Mo + No' + Po”"+ Qo” + (20 +1)m,
et nous en déduisons aisément
C=—(M+N+P+Q)+4m(2n +1).
On a ensuite
M+N+P+Q=a2mh+2im+m(i+ 1)+ i+ 1)+ 4m* + [(k+ h),
et en se fondant sur les égalités i + =1+ 2~ k +~ h=2m, on a
M+N+P+Q=4mh+2m(i+ 1) +m+ 4h* + fm* + 4h +1,
et, en remplacant i + [ par 1 + 24,

M+N+P+Q=[2(m=+h)+1f—m=(2n+1)—m.
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Doncona

C=—(2n+1)*+m+4m(2n +1)
=—(2n+1)*+m(8n+ 5)= — (2n +1)* + mp,

et Péquation qui donne les quatre périodes, lorsque p est de la forme
8n + 5, est

() x“—f—x“-{—(n-s—l)xz—i—[(2n+1)2—mp]x

+ pmh — (an+1)(n* —n—1)=o.

8. Résolvons les équations (A) et (B); mais auparavant exprimons
les coefficients au moyen des seuls nombres a et 4.
Dans lecasou p=8n+1,0ona

_a—1 b . __(a—l)"’—i—t')2
n=-—p— + g 8m_[;n—-a+1———————-—2 ’
8/{:4n+a-—— l:(a—l)(ﬂ_{_g)*_b’,

2
et I'équation (A) par des transformations convenables devient

(4o —a—+1)*(fx + 3a+1)

__?)_b’ _a—1 2 abt a—1 A
g \¥ T)”“Tb" =)t T

Posons

et nous aurons ’équation plus simple
. . 30, ab b
VAR N AT I A
Faisons

= U,

b —
@ = %,

Y
a
et nous aurons I’équation

4

3 2
] 3 9 2,2 I I .
2+ 20— ppz —~ g%t 55 =9

Tome XII (2¢ série). — NovEuBRE 1867, 51
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en posant y't + u? =¢, on en conclut facilement pour les quatre ra-
cines
—i1te

T 77—
2= — iZ\/zs*_,—.zs,

expressions dans lesquelles il faut prendre en avant des deux ¢ des si-
gnes contraires, et on en conclut

— 1} ac

x:—_4 i%\/2&2¢2é,

o ¥, . P —
pour les quatre périodes de I’équation “:_: = 0, lorsque p est de la

forme 87 + 1. Si on s’occupe de la congruence

P — 1

> —; =0 (mod.gq),
toutes les équations précédentes doivent étre changées en des con-
gruences suivant le module ¢, et on a pour expression des quatre pé-
riodes

— 13 ae,

*r=— _%\/ F 2¢ (mod. g).

2¢&?

Si a est = o, la congruence qui donne y devient

352
r—%y F5=0 (mod.g),

et on en conclut

r==_(1xy2), x= i%(li\/;).

= o

Dans lecas ou p =8n + 5,0na

(a—l)(a+3)+b’, b — @+ 2a—q+ 8
16 16 !

n_a’—5 b
—T+§’

p=a*+b m=

et I'équation (B) se change par la substitution de ces nombres en la
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stivanle

(=+"% ‘)’[(x—“z’)%]

+b_ ab? a-—+1 _L_a*b’ qb‘___o
8 B \r T 4 35 T 256
Posons
a1
x -+ :J’
4 b
et nous avons
“q 3+.4_22_j___é.2. 2+_a_b’ ..|._‘_Z_2_bj+ ﬁ_——o
r y g 16-7 32 935 = ©
Faisons
b ¥
a = 55

et nous aurons l’équation

z"—-z,3-+-4_;”z2+—gz,+ (‘u. +q§> o,

dont les racines sont, en posant encore \/I 4 Pt =g

-t —
z = L—g__4\/2e +2ey—1,

4

et les quatre périodes sont renfermées dans I'expression
— 1 as
X = -———-—;}L—— * —\/252— 26y~ 1.

Toutes ces équations doivent étre changées en congruences suivant
le module g, si on s'occupe des périodes de la congruence

T2l =06 (mod. q).

z — 1

0, la congruence en y se réduit a

bz gbé
4 o .2 7 —
Y +3gr Tt om=0

Sia est =

51..
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ou a

(li\/—2),

EN N

r==
et on obtient pour les périodes

—~ % =+ -2 (1x=y—=2) (mod.q).

x

fl

Comment on peut reconnaitre si le nombre premier q appartient a A ou
a C par rapport a p.

9. Supposons d’abord p de la forme 8n —+ 1; les périodes de la con-
gruence bindome ont pour valeurs

(1) ——— i%\/zszx 2¢  (mod. q),

et se réduisent dans le cas particulier dea=o04

=1 4

i (1==y2). (mod. q).

g

Donc, toutes les fois que a est = o, les périodes seront réelles si 2
est résidu quadratique de ¢, ou lorsque ¢ est de la forme 8n =+ 1, et
les périodes sont imaginaires dans le cas contraire. Au reste ce cas
peut étre regardé comme renfermé dans le cas général en faisant a = o
et ae =

Disons maintenant dans quels cas I'expression (1) est réelle. 1l faut
d’abord que ¢ == /1 + p* (mod. ¢) soit réel ; ce qui aura lien toutes les
fois que g sera résicu quadratique de p (n° 3).

Cette condition étant supposée remplie, il faut de plus pour la réalité
des périodes que les deux quantités

2% =+ 2¢

soient des résidus quadratiques de ¢; ce qui a toujours lieu quand
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Pune d’elles Test, puisque leur produit
(26 4 a2e)(2e® — 2¢) = 4°p?

est un résidu quadratique.

Alors rappelons-nous que la condition peur que g soit résidu biqua-
dratique de p est que les quatre périodes soient réelles, et on en con-
clut le théoréme suivant :

Si le nombre ¢ est résidu quadratique de p = 8n +1=a® + b%

b . .
posons —==p,, 1+ p.* sera un résidu quadratique = ¢*(mod. q) et ¢

étant I'une des deux valeurs de 1 + p*(mod. ¢), la condition pour
que ¢ soit résidu biquadratique de p est que 2&® + ac soit résidu
quadratique de g. En particulier g est résidu biquadratique de p toutes
les fois que b est =o, et toutes les fois que a étant =o, ¢ est de la
forme 8n £ 1.

Supposons ensuite p de la forme 87 + 5. Les périodes de la con-
gruence bindme ont pour valeurs

_Ifasi%m\/-: (modq)

Si ¢ est de la forme 4n -1, — 1 est résidu quadratique de ¢, donc
v—1 (mod. ¢) est réel. Pour que les périodes soient réelles, il faut
que 1 + p? soitun résidu quadratique = ¢* et que la quantité 2 ¢* -+ a¢
soit aussi résidu quadratique de ¢. Alors g sera résidu biquadratique
de p.

Si ¢ est de la forme 4 n + 3, considérons le caractére biquadratique
de — g. Comme — 1 est non résidu quadratique de g, /— 1 est ima-
ginaire; g et par suite — g étant supposés résidus quadratiques de p,
1 + p? est un résidu de g, =¢* (mod. ¢q). Pour que g soit résidu bi-
quadratique de p, il faudra que les périodes soient réelles ou que
— (2% + 2¢) soit un résidu quadratique, ou encore que 2¢* + 2¢ soit
un non résidu de ¢. Donc comme — 1 appartient 3 C par rapport a
P, — q appartient 2 A on a G par rapport a p suivant que 2¢* + 2¢ est
résidu quadratique ou non résidu par rapport a q.

Donc en observantque + ¢ et — g appartiennent tous deux a4 A ou
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tous deux a C, lorsque p est de la forme 8z + 1, on en conclut le
théoréme suivant : Si on prend dans == ¢ le signe + ou le signe —
suivant que g=/4n-+ 1 ou fn —1; &g est résidu quadratique du
nombre premier p = a* + 5, lorsque, en désignant par p la quantité

Z(mod. ), 1+ p* est un résidu quadratique de g, = ¢* (mod. ¢), et

=+ ¢ sera résidu biquadratique ou simplement quadratique par rapport
a p, suivant que 2¢* + 2¢ est résidu ou non-résidu quadratique de q.

A cela on peut ajouter que si a est =o (mod. q), ¢ est résidu
biquadratique de p ou simplement résidu selon que ¢ est de la forme
87 = 1 ou 8n % 3. C'est ce que nous avons vérifié quand p est de la
forme 8n + 1, et ce qui est aussi aisé & reconnaitre pour p = 8n + 5.

Formules qui donnent les classes du rapport 2— (mod. ¢).

. b
10. Nous venous de voir comment les valeurs de = (mod. g) peuvent

servir & distinguer si un nombre premier ¢ appartient 4 A ou 4 C ou
aux groupes B et D suivant le module p. Mais on peut aller plus loin;
car on peut exprimer par une méme formule les classes du rapport
b ‘o . . .
5 (mod. g), pour lesquelles ¢ est résidu biquadratique, simplement

résidu, ou non-résidu de p-

Nous avons déja montré (n° 3) comment on pent distinguer les deux
classes qui se rapportent aux groupes A et C des deux classes qui se
rapportent aux groupes B et D; il nous faut maintenant séparer les
deux premiéres.

Supposons d’abord p = 4n + 1; ces deux classes sont données par
la formule

—L
=p=g¢ :+L (mod. ¢),

IS

ou l'on prend pour L un résidu quadratique =17, et pour ¢ une
valeur de y— 1 (mod. ¢). On a

_ (1=20) 42
[+ pl==1— TER T

[ [ e TR N
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Posons
2l
T o
et nous aurons
9 . (14127 )
2 (e 4 ¢e)== 41m (mod. q);

et cette expression sera résidu quadratique ou non en méme temps
que /.

Il résulte douc de ce que nous avons prouvé dans le numéro pré-
cédent, que g appartient au groupe A ou C, selon que L est résidu bi-
quadratique de ¢ on simplement résidu.

Désignons par G la plus petite racine primitive de ¢, adoptons

POU!‘ ¢

. b
et désignons par «, 8, 7, ¢ les valeurs de ~(mod. q) pour lesquelles ¢

appartient aux groupes A, B, G, D; nous aurons

11— G 1 — G
a:qol_l_Gae’ 72901-}-(}'”‘2’

(/-—5

formules ou il suffira de donner 4 e les valeurs o, 1, 2,..., T de
» q—1 7 —1 .
sorte que l'on aura I nombres «, T nombres 7, et il restera
—1
1 ~— nombres pour les classes {3 et ¢.

Passons au cas ou ¢ est de la forme 47 + 3; les deux classes o et 7y
sont données par la formule

*“il_H
= 1+ H

b

dans laquelle i représente — 1, et H une des racines de la con-
gl‘uence
g1

(a) z* =1 (mod.gq).
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Désignons par j une racine primitive de la congruence binéme
(b) 27" =1 (mod.q);
toutes les racines sont COllgI‘UES aux nombres

gy s J0

disposons-les sur quatre lignes

Iy ].‘a is-,---a }.7_3’

i3 iss ]'97"-9
]'2’ ]'s’ "cu‘/”"
]'3’ ]'1’ jn’_”,

Toutes ces quantités sont des nombres complexes de la forme A + B¢,
car elles appartiennent a la congruence

=1 (mod.q),

dont les racines imaginaires satisfont a des congruences irréductibles
du second degré, et, g étant de la forme 4n + 3, elles sont de la
forme A -+ Bi. Nous distinguerons tous ces nombres complexes en
disant qu’ils appartiennent aux groupes A, B, C ou D, suivant qu’ils
seront dans la premiére ligne, dans la deuxiéme, la troisiéme ou la
quatrieme,

Les nombres complexes des groupes A ou C sont les racines de la
congruence (a), et nous pouvons dans Pexpression de g remplacer H
par [* et nous en conclurons

4 pl= 4r E( 24 )2;

(r+2') L+

posons
2/

|

1

¢ sera réel; comme nous I'avons vu (n°® 3).
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Nous avons ensuite

2 (& + ¢) L"lé:—::_;ll}‘;; (mod. q).

l

Si [ appartient 4 A ou 4 C, le second membre est le carré du nombre
complexe

et en I’élevant & la puissance p, on le reconnait réel; donc 2 (¢* -+ ¢)
est un résidu quadratique. Mais si [ appartient a B ou a D), le second
membre n’est pas congrn au carré d’un nombre complexe qui ren-
ferme le nombre réel comme cas particulier; donc 2(¢* + ¢) est un
non-résidu quadratique. ‘

De ce qui précéde et de la fin du n° 9, nous concluons que les

., b .
classes a et y de la quantité — (mod. ¢) sont données par les formules
23

T e A
GE=T Y=
l_‘_Jw

L1 — j40+2

1 +j40+2’

2

—3

4

dans lesquelles il suffit de donner a e les valeurs o, 1, 2,...,

Formules qui donnent trois nombres consécutifs qui ont le méme
caractére quadratique par rapport a un nomnbre premier q.

11. D’aprés ce que nous avons vu précédemment, il est facile de
déterminer un nombre qui soit précédé et suvivi de deux nombres
ayant un méme caractére quadratique identique ou différent a celui
du nombre intermédiaire. Afin d’éviter les longueurs inutiles, donnons
seulement les formules qui déterminent trois nombres consécutifs qui
ont le méme caractére quadratique.

Nous avons déterminé les nombres & qui jouissent de la propriété
que les deux expressions 2¢(c==1) soient des résidus quadratiques,
et alors 2¢, ¢+1, ¢ — 1 ont tous trois le méme caractéere quadra-
tique.

Supposons g de la forme 8n + 1 ou de la forme 8n+ 7, 2 est

Tome XII (2¢ série}. — DEcEMBRE 1567, 02
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résidu quadratique de ¢, et ¢ — 1, ¢, ¢ + ( sont trois nombres qui ont
le méme caraclére quadratique. Si ¢ est de la forme 8n + 1, cette
forme étant comprise dans 47 + 1, on a, d’apres la formule du n° 10,
pour le nombre du milieu,

(a) g== o % (mod. q).

Si g est de la forme 87 + 7, qui est renfermée dans 4n + 3, on a

(b) f= = ;3_*1_%—"

Nous avons aussi déterminé des nombres ¢ qui jouissent de la pro-
priété que 2¢(e == 1) représentent deux non-résidus. Alors 2¢ a un
caractere quadratique contraire 4 celui de e + 1 et de ¢ — 13 donc si
2 est un non-résidu, ce qui a lieu pour g =8n+ 3 et 8n + 5, les
trois nombres ¢ — 1, ¢, ¢+ 1 ont le méme caractére quadratique.
St ¢ = 8n + 5, le nombre intermédiaire est donné par la formule

G
(C) s:i l+G42+2,
et si ¢ =8n -3, par
yle-1
(d) gz .
1 +]le+2

Proposons-nous de déterminer combien il y a de résidus quadra-
tiques suivis et précédés d'un résidu quadratique. Si ¢ est de la forme
An + 3, on doit remarquer que de deux nombres qui ne different que
par le signe, I'un seulement est résidu de ¢; donc on doit prendre
les formules () et (d) avec ¢ quelconque, mais en choisissant 1'un

g1,
8

Si g est de la forme 472+ 1, les nombres, considérés sont donnés
par les formules (a) et (¢), mais avec la condition que G* -+ 1 ou
G"** + 1 soient des résidus quadratiques. Posons

des deux signes; donc le nombre cherché est

q == A* + B,

ot . " Pt o o x '
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A? étant le carré impair, B* le carré pair et le signe de A choisi de
maniere que A ==1 (mod. 4); si nous adoptons les notations du n° 6,
on voit que si ¢ = 8n -+ 1, le nombre cherché est égal a

>

(00) -+ (02) = L% 43

) AN

et que si ¢ = 8n + 5, il a pour valeur

. _7—5  A+3
(20) + (22) = *— ~ —

Distinction des groupes A, B, C, D.

12. On reconmait par induction que si p est un nombre premier
Gn—+1 égal a a® + b* (a et b étant choisis comme il a é1é dit n° 6),
le caractere biquadratique du nombre premier == g par rapport au

, . b . .
nombre p dépend uniquement de la valeur du rapport — prise suivant
a
le module g. Et déja nous savons comment on peut reconnaitre si le
b , . . . . . .
rapport — caractérise un résidu biquadratique, un résidu simplement
a

quadratique ou un non-résidu, et par conséquent si ==q appartient
aux groupes A, G ou au deux groupes B et D réunis ensemble.

Mais jusqu’a présent nous n’avons rien dit qui permit de distinguer
les deux groupes B et D. La détermination des valeurs des quatre

;. aP—x .
ériodes de la congruence =o (mod. nous avait suffi pour
p 8 —

résoudre la premiére partie de la question, et nous allons montrer que
la seconde se résoudra facilement dés que V'on sera parvenu 4 déter-
miner Pordre des quatre périodes.

Ces quatre périodes sont

w=x + a4+ x¥+x%+...,

’ / L4
w=a”+ a2+ " +..,

’ /7 1"
w'=af + x4+ xf +..,

" i /3
w'=at+ a4, .,

5a..
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1, @y a’,... étant les nombres A selon le module p; &, 07, 0",... les
nombres B; ¢/, ¢”,... les nombres C; d’, d”,... les nombres D.

Ces périodes ne sont pas complétement déterminées, car nous
n’avons pas assigné une valeur a la racine a qui peut étre 'une quel-
conque; mais si, ayant pris pour o une racine, on en prend ensttite
une autre, il est aisé de voir que 'ordre circulaire ne sera pas changeé.
Ainsi divisons un cercle en quatre parties égales, puis, tournant dans
un sens déterminé, placons-y les périodes w, o', »”, »” successivement
aux points de division que I'on rencontre; quelle que soit la racine r,
I'ordre des périodes sur ce cercle restera le méme.

Si q est résidu biquadratique de p, comme nous I'avons déja observé,
en élevant les périodes a la puissance g, elles ne changent pas et par
conséquent elles sont réelles. Supposons maintenant que g appartienne
aux groupes G, B ou D par rapport a p.

Si q appartient aC, on a

’ 7 .
miz==2f 4- 1892 29 ... =0,
9o Y b7y . "g — "y ‘
W= XA =wm, T =wm, o m,
Si g appartient a B, ona
wi=zw, wi==w", of9=e" a7
Enfin, si g appartient & D, on obtient
wlz=w”, wToTw, wl=i4, o"7=mn"

Il résulte de la que, pour la recherche qui nous occupe, il suffit
d’examiner dans quel ordre se suivent sur le cercle les valeurs des
quatre périodes, et c’est la question qui va nous occuper.

Introduction d’un angle v dans U’ eacpression des quatre périodes
5 q

B . P — 1
de U'équation —-— = o.
r —1

135. Reprenons les valeurs des quatre périodes ; mais, au liea de sup-
poser qu’il s’agisse des racines de la congruence bindme, commencons



PURES ET APPLIQUEES. 413

par nous occuper des périodes relatives aux racines de 'équation

P — 1
- = Q.

A — |

D’abord si p est de la forme 82 + 1, nous savons que les périodes ont
pour valeurs

— 1 ac @ — e
A iz\/252$23.

Posons
b

— == tan
- angu,
, . . b
b et a étant déterminés comme nous avons vu, ~ est un nombre po-
sitif ou négatif, et il nous suffira de faire varier v entre zéro et =,

g . T ™ . b cep
c’est-a-dire entre zéro et 5 Ou entre — et m, suivant que - sera positif
&L

ou négatif.

On aura

£ = \/1 + g—j = V1 + tang®y = £ —

COsv

Prenons par exemple

cosv’
et il en résultera
4 cos® —
2 1 -+ cosy
2€° — 2& — B e
cos’u cos*v
v
2C08 —
Vael — 2=k "
COsv
de méme on a
. W
2s81n —
2

veet + a2 = =+ -

~ 3
COSv
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et on en conclut que les périodes ont les valeurs suivantes :

v v

a|l—+ 2c08 — al| I— 2C08 ~

— I 2 —1 2
p— SR _

4 4 cosu g 4 cosv
( . U) ( . u)
al1— 2sin - a |14 2sin—
R 2) 1 t\TTPE)
4 4 cosv ’ 4 4 cosv

On sait que les quatre périodes sont toutes exprimables par 'une
d’entre elles. Pour obtenir o’ au moyen de w, employons les formules
dun® 6

w4+ e =1,
we =i + lo' + m (0" + «"),
et 'on en tire
(i —m)w—m
fp = ——————
w— { -+ m

ou
i fla—b—1)w—a*— b+ 2a —1
v = 160 — 4 (a+b—1)

Puisque nous pouvons prendre pour  la période que nous voulons,

v
a(l+2cos—)
2

—:/; cosv

posons
1
() == — Z _

et déduisons-en I'expression de o’ en fonction de v. Désignons par
N et D le numérateur et le dénominateur, nous aurons

D:[}(lpﬂ——(l-——b—l—-l)z———-—cizu

. v v
(smv —+ 2cos? 5 ~+- 2¢0S ;)7

v
I+ 2¢08—
2 a?

N=(a— atangv —1)\ —1—a — o+ 2@ — 1
COsv COs%v

2

a . 20 v
= — —— | SInV + 2C08" — -} 205 —
cCOoSv 2 2

. 2\) v

— tangv — SINuY 4+ 2C08° — + 2 COS —

2 2

[41 . 2!) v
+ —— [ s1inuv 4+ 2C08° — + 2COS — j*
cosv \ 2 2
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On en tire

. v u
— sinv -+ 2¢08* — 4+ 2 CcOS —
2 2

, N a— I a tangu
W === == — — .

D 4 4 8 . u u

sinv -+ 2 €08* — - 2.¢0s —

2 2,

Or,on a

. Y v . v v
~— §1Nv -+ 2 CO8? — -+ 2 COS — . SIN —~ — €08 — — 1

tangv 2 2 sinv 2 2

4 4 cosv

. v v . i) v
SNV —+ 2 €082 — 4 2 CO§ — sin — —+ cOo$ — 1.
2 2 2 2

et il en résulte enfin

' se déduit donc de w par le changement de v en v + 7; w” doit évi-
demment se déduire par le méme changement de ' et »” de »”, et on
a par conséquent

v v
a1+ 2cos - a1+ 2cos~
1 2 " ] 2
) T e o ey ) — e —— L,
4 4 cosv 4 4 cosv
) . v
a{1+ 2sin - a1+ 2sin—~
! ! 2 " 1 2
W= "t =—— =7,
4 4 cosv 4 4 cosv

et ces quatre formules sont renfermées dans la suivante

< v+ An
a I+2C05————>

= - _
4 4 cos (v + km)

14. Passons au cas ou p est de la forme 8n + 5. Les quatre pé-
riodes ont pour valeurs

—itaes | @ e
»iz\/zs‘i 2ey —~ 1.

i
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. b ,
Faisons encore P tangv, et les quatre perlodes cut pour valeurs

1 n « - — u‘)
) — — 5 o —— - _— 08 —
) 4 § cass I 24 1CO s 9
, 1 o o LW
m o — = — — —_—1s bt
. / " T Feosy (P 2y —usin )
( ) | . I « —= v
m:—-—z—{——/;—c-(;u- [*ﬂZ\'—l(OHEJ
7y I a T J
' o= ———4—— ZE(;;([—I— 24 — I8N :),

mais il faut prouver que ces forinules donnent aussi leur ordre. On
pourrait employer un calcul analogue 4 celui qui nous a servi dans le
cas de p = 8n + 1. Mais ce calcul étant assez long, on peut I'éviter par
la remarque suivante.

Que psoit égal A 8n + 1 0ou & 8n + 5, les expressions des périodes
restent dans le méme ordre pour toutes les valeurs de p de I'une de
ces deux formes; de sorte que, si on le détermine pour une valeur par-
ticulicre p = 5, cette recherche sera faite en méme temps pour toutes
les valeurs de p de la forme 8n + 5.

Caleculons donc directement les périodes pour p = 5.

Les nombres des groupes A, B, G, D par rapport a 5 se réduisent 2
un seul; 2 est la plus petite racine primitive de 5, et on a

A=1, B=2, C=4, D=3.

— 1 . , .
— = 0, les périodes se rédni-

. . x°
SOlt June raciuie ql]elCan‘le (le
x

sent a un seul terme, et ont pour valeurs

2 "

m=a, o= o =a%, o =2
et si nous prenons pour x

27 . — . 27w
CcOos *5— “y — 181t —5-7

L - Py n ST '
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nous aurons

) :cos%—"—q—\/isin%’r—: ~/54ﬁl+ \/m\/—l
»' == cos 4{ 4 —1sin —47575 = — “54_}—] -+ %\/w —ayhy—1,
" = cos% ~+ V' — 1sin 85—” = \/34._1 —% 10 +2yhy—1,
w” = cos 95—73 + \/-—_Tsin%E = \iéj—l —zVio— 2\/5 V—1.

Employons ensuite les formules (B), et nous avons p =14 et
a=1(mod. §)=1, b==2 (mod. 5) = 2; donc tangv = 2, et, en sup-
posant que v varie de zéro & #, nous avons pour sinv et cosv les valeurs

. 2
sinv :—ga COSY =

Sil-
I-

La partie réelle de la premiére expression (B) est donc

et le coefficient de y/ — 1 est

a v a 1+ cosv 1 =
cos - = =+ z\ 10+ 2y5.
2 cosu 2 2 Co8v 2 4

La partie réelle de la seconde expression (B) est

1 a \/g—i—l

- v - == — ?

4 feosv T 4

et le coefficient de  — 1 est

(lSll’l -

—_ wsu \/ \/
e 1O — 240,
2 COSv 2.CO8v / ?

Tome XII (2¢ série). — DicemsrE 1867. 53
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on reconnait par conséquent l'exactitude des formules (B), que V'on
peat réduire a la suivante :

+ “ P4 2¢ lco:s‘H—ATt
4cos (v km) v 2

]
4
Sur les racines de la congruence x*' =1 ou ™' =1 (mod. q),

suivant que q est de la forme 4n -+ 1 ou fn — 1.

13. La division de la circonférence en n parties égales dépend de la
résolution de I’équation
x’ =i,

dont les racines sont renfermées dans la formule

2hm

2kn —_ .
CO$ — ~+ y— 18in —
n n

k étant susceptible des valeurs o, 1, 2,..., n — 1.

La théorie de la division du cercle permet de calculer les sinus, co-
sinus et tangentes d’un arc sous-multiple de la circonférence entiere
sous la forme algébrique, c’est-a-dire sous la forme d’expressions qui
ne sont irrationnelles que par les radicaux. Il suit évidemment de la
que les lignes trigonométriques des multiples de cet arc sont elles-
mémes exprimables sous la forme algébrique; prenons ces expres-
sions suivant le module ¢, et représentons-les par les formules

. ohrm 2kw 2hm
. . 3\
sin — (mod. g}, cos — (mod. ), tang—— (mod. ¢).

Or, si cherchant a déterminer suivant le module ¢ tous les radicaux
dans l'ordre ot ils se présentent dans le calcul de ces quantités, on
peut successivement les remplacer par des nombres entiers qui leur
sont congrus, de sorte que I'on obtienne en définitive pour I'expression
compléte un nombre entier, nous devrons regarder cette expression
comme réelle; mais dans le cas contraire elle doit étre considéréc
comme imaginaire.

D’apres cela, étudions les valeurs des expressions des lignes trigono-
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métriques de 'arc 2T prises suivant le module premier ¢ = 4n+1;

2(qg—1)
NOtS somiIes CODdllit {:,l COI]Sidél"eY‘ la Congruence

(1) 22 V=1 (mod. ¢),
et, d’apres les réflexions qui précédent, on peat représenter les racines

par

+ y— Isin L (mod. q)
¢ —1 A

(2) COS(/—».

k ayant les valeurs o, 1, 2,..., 2g — 3, ety —1, & cause de la forme du
module, est une quantité réelle que nous désignerons par ¢.

La congruence peut se décomposer en les deux suivantes
(3) x9!

(4)

f

I,

Il

— 1.

La congruence (3) a toules ses racines réelles quisont 1, 2,..., ¢ —1,
et on peut aussi les représenter par I'expression

2km

i == COSs

=+ gsin (mod. q).
— 7 —

Les deux parlies qui composent u sont elles-mémes réelles; car deux
des racines sont données par

2hkm
¢ — 1

b

et, puisqu’elles sont toutes deux réelles, il s’ensuit que

bk t 2hkm
_’? al]g(l_l

sont réels. Nous pouvons ensuite observer que

1 -+ tang?

2hkm
g—1

53..
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est un résidu quadratique, car cette expression est équivalente a

(mod. q),
cos’
— 1
. ’ . . . 25w . '

ui est un résidu quadratique, puisque cos est un entier réel.

? q—l
Posons

! =

2k T 7

cOs
q —1

et nous aurons pour Pexpression de 2 (& =+ ¢)

bk . T

¢ 52 2
4 co e 4sin p—
okw 2kw

cos? cos?
q—1 q—1

qui sont des résidus quadratiques dans le cas ou & est pair; wais ces
expressions sont au contraire des non-résidus si & est impair, parce

b km

et cos
q —

que sin - sont imaginaires, comme on le reconnait par

q—1
expression générale des racines de la congruence (4) qui est
2/ +1)7w . (2d+1)r
p==cos 20T ¢ sin (2lt1)n (mod. ¢);
91 q—1
car il est clair que toutes ces racines sont imaginaires, puisque la con-
gruence (4) n’a pas de racine commune avec la congruence (3).

Démontrons maintenant que les tangentes de tous les arcs o, >

— 1

™

b . i . .
2 3 T (g — 2) » sont incongrues suivant le mod. 4.

Soit m une racine quelconque de (1); en désignant par « un des arcs
précédents, on a

cosa + psine=m,
et ensuite

« 1
cosa — gDSll]O!.'-EE:,

1" Tt e '
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donc
tanga =g - —=
gr=¢ 1~ m*
1l est aisé d’en conclure que toutes ces tangentes sont incongrues et
peuvent représenter tous les nombres o, 1,2, . . . ,q—1, exceplé

+ g et — g.
. . 2k . ;s . .
Si 2 est de la forme q—_f;, m est réel et m* résidu quadratique; si «

(2 +1)m

a au contraire la valeur » m est racine de (4) et m? est un

nombre réel, mais non-résidu.

16. Etudions ensuite les valeurs des lignes trigonométriques de

Farc

27 . . 3
- prises suivant le module premier ¢ =47 3. Nous con-
2 (7 +1) :

sidérerons la congruence
(1) 2?4+ =1 (mod. q),
dont les racines peuvent étre représentées par

kr

q+1

cos

. Aw
4y — tsin i (mod. ¢);

wais ici y — « est imaginaire, et nous le remplacerons par la lettre i.
Décomposons la congruence (1) en les suivantes :

(3) 2 — 1= o,

(4) X9 - 1=o0.

La congruence (3) a toutes ses racines imaginaires, exceptér1et — 1.
Ses racines sont données par

w=cos 24" 4 isin 2A" (mod. ¢);
g+ g1 4
celles de (4) sont
0 == cos (20+1)=m + isin (20 +1)m
- q+1 “+1
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Remarquons que si on éléve les racines v au carré, on obtiendra la
moitié des racines u, celles pour lesquelles & est impair.

Soit 7z = m -+ ni une racine de {3) autre que 1 et — 1, elle satisfail
a une congruence irréductible du second degré

a* 4 2ax 4+ b=o0 (mod. q);

or u étant racine, 1, qui est congru a m — ni, est laseconde, et puisque
feur produit est =1 d’apreés (3), b est =1 et la congruence devient

x? + 2ax + 1= 0;

a* — 1 est donc un non-résidu, et par suite 1 — a* un résidu. Ecrivons
donc les racines sous la forme

x=—azxzyi—ali.
Or, on peut disposer les racines & par couples, tels que

2hkm

-+ sin

COS S
9 ] o 1 o -+ I 7+ 1

dont le produit est congru a 1. De ces deux manieres de grouper les

racines, qui sont évidemment identiques, on conclut que cos el
’ ) q

TN |
2km . ,
— sont deux nombres entiers réels.

sin

q

Les racines ¢ appartiennent aussi deux a deux a des congruences
irréductibles du second degré, dont les coefficients sont réels; mais
accouplons-les autrement et de maniére que le produit des deux
racines réunies soit congru a 'unité; on aura pour I'un des couples

2/ +1)m ..o {2l1)

9, == COos (—————) —+—lsm(—/7T
g +1 q =+

- (20 +1)r .. (2l +1)=

5 == €0§ ———— — IS5}]}) ——
g +1 g -1

ces racines satisfont a la congruence du second degré

x* + 2ax +1=0 (mod.q),
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dans laquelle @ n’est pas réel; car ¢’il I'était, v étant racine, o7 serait la
seconde, et puisque leur produit est congru & l'unité, on aurait v#+'=1,

. (2l 41\ x R .
ce qui est absurde; donc cos — est imaginaire, et nous allons

!
-1

prouver que le sinus 'est aussi.

Posons
tan =5
8 q -+ ’
nous aurons
— 1= \/I -+ b*
tan = ;
8 7% b !
or, on a
5 i
[+ b= ;
L, 2rT
cos?
q-+1
. 21w , re ’ .
donc puisque cos est réel, tang Uest aussi. Posons
+1 g+
T o
Vi+ bP=g,
et nous aurons
. re — 1 re b
sin EE e oy COS L
g1 Va2 + 2¢ q—+1 V2e + 25

Si r est impair, le cosinus est imaginaire d’aprés ce ¢ue nous avons dit
ci-dessus ; donc aussi le sinus. Comme nous savons que si r est pair le
sinus et le cosinus sont réels, 2¢* 4+ 2¢ est résidu ou non suivant que »
est pair ou impair.

Désignons par N une racine de la congruence (1), nous pourrons
poser

3 . . hm
N =cos S isin ——»
q-+1 g1
et nous en tirerons
N T — N2
tang 1]——|:; =9 I——_Q——N_‘
ou
ke 1—M
mngq—i—l:’f i-i-M
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M désignant I'une quelconque des racines de (3); il en résulte que les

kid ™ ™ .
tangentes desarcso, ——, 2 ——,..., g —— sont toutes 1ncongrues
q+1 qg—+1 q +1 o

suivant le module g.

. s . by . A
Propriétés des nombres goniomeétriques des arcs -
2 (g £

17. Nous désignons par nombres goniométriques les expressions
des lignes trigonométriques d’un multiple d’une partie aliquote du
cercle, prises snivant un module 4.

Supposons que ¢ soit un nombre premier de la forme 4n -+ 1. Dési-
gnons par G la plus petite racine primitive de la congruence

(a) 2~'=1 (mod. q),

1!
et posons =G 4 , cette plus petite racine primitive peut étre repré-
sentée par la formule

2 . 27
-+ ¢ 510

G = cos s

—1

q—I

et on obtient les nombres entiers qui appartiennent aux groupes A,
B, C, D par rapport 4 g, en élevant G respectivement aux puissances
4n, 4n +1, fn+ 2, fn + 3. D'ailleurs les puissances de G s’obtien-
nent en multipliant 'argument par 'exposant de la puissance, de sorte
que l'on a

Gl== cos 2/ 20
— q— —1

T 4 wsin
1 ? q

Actuellement considérons des expressions de méme genre, mais dans

27

lesquelles I’argument, au lieu d’étre un multiple de » $0it un mul-

tiple du quart de cet argument. La quantité

™

(g —1)

. I
L.=cos + osinp ——,
2 ! 2

q 1)
est I'une de ces expressions elle est racine de
E]

- =
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et en 'élevant a la puissance ¢, on a

T9= [cos

- @ sin i "= cos lgm
¢ a{qg—1)| ° 2{q —1

+ . g
j+gsing

Im I

. I Iw
r:——.cos[—————‘ - —]+ o sin [-——-— + = ]
2(g —1j 2 2 (g —1) 2

Mais si I'on observe que I'on a ¢?==¢, puisque ¢*==1 et que ¢ est de
la forme 4n + 1, on a aussi

Im

- I q ) q
Lk:bwzw—ﬂjl+¢sm2w—w]’

et en comparant les deux expressions de L7, et observant que leur
égalité subsisterait encore si on y changeait ¢ en — ¢, ona

ir |: {r l-rr:l
€087 ——v =08 | ——— + — |
2{g—1) 2{g—1) 2
- Ir . l: I lﬂ':l
sin ———— =sin | — + — |-
2(¢ —1) 2(9—1) 2
Supposons ensuite que ¢ soit de la forme 4n -+ 3; I'une des racines
primitives de
(b) =1 (wmod.q),

pent étre représentée par la formule

27 .. 27
k=cos -+ isin
q+1

q +1

et hous obtiendrons quatre groupes de nombres complexes A, B, C,
D, en élevant k aux puissances de la forme 4n, 4n—+1, 4n+ 2,
4n + 3, et nous servant de la formule

20w 2l

=cos 4 isin .
q+1 q+1

Considérons ensuite V'expression semblable

N==rcos i - Isin
T 2{g+y g+1

Tome XII (2¢ série). — Dgcemene 1867. 54

k]
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27
—+1

s soit un mul-

mais dont ’argument, an lieu d’étre un multiple de 7

tiple du quart de cet argument ; en I'élevant 4 la puissance ¢, on a

ly = . . {
N7= cos —L° — 4 isin ——ZL
2(q +T1) 2(q 1)
— in .. —in ir
=CoS| ————= + — | +isin| ——= + — |
2 (g +1) 2 2 (g +1) 2
et puisqu’on a {9=i{*"**== — , on a aussi
{ .. Ir
N? = c0os? - ~—— -— {sin? —
2({q+1) 2(g+1)

et en comparant les deux expressions de N?, on obtient

ir In Im
cos? - — =CO8 | ————— — — |»
2;\7+|) 21 2

. In . [ Ir In
sm? —— —sipn §} ——— — |,
2(q -+)) 2{q +1) 2

Mais afin d'arriver a I'uniformité dans les résultats, nous adopterons
pour base la racine primitive

h= 2w .o T — 27 oo T2
1= €08 ——— — [8§IN ——— ==C08§ —— - 4+ {§i -——- >
¢ +1 o+ 1 g+ 1 g —+1
pour laquelle on a
1f =1
hi =— |

Elevons £ 4 la puissance /, nous aurons

et pour avoir toutes les racines de la congruence (b), on donnera a { les
valeurs o, 1, 2,..., g, et cette racine appartient aux gronpes A, B, C
ou D suivant que [ est de la forme 4n, 4n -+ 1, 4n + 2 ou 4n + 3.
Ensuite si on éleve a la puissance ¢ les nombres goninmétriques de
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s 2m . y s N Ir
Par¢ -~ ——=——, on voit que I'argument s’accroit de -—; et on a
2(¢+1) 2

cos? — 1 —cos| =5 4 &
2(g+1)" 2 (g +1) 2 |’

. — i . ti3
sing ———— =3in | ——— 4 — |
2(q +1) [2(v+1) 2
{x
2 (¢ 1)
supérieurs ou les signes inférieurs, selon que ¢ = hn +1 ou 4n + 3, si
on éleve les sinus et cosinus goniometriques de cet arc a la puissance q,

On conclut de la : soit larc = ow Uon prend les signes

.. {m
on ne fait qu’accroitre Uargument de —-

Introduction de Uangle v dans Uexpression des quatre périodes de

xf—1
la congruence ——=o (mod. gq).

X

18. Nous avons introduit dans I'expression des périodes de I'équa-
tion
xf— 1

x—1

un arc v incommensurable avec la circonférence, et dont la tangente
est rationnelle et déterminée par I’équation

¢ __ b
angu = -
Dans le cas de p = 8n -1, les quatre périodes, avec leur ordre circu-

laire, sont données par la formule

(n wh = — 2 — % (14 acos
4 4eos (v~ kw)

u+/rﬂ\)
2

et si p est de la forme 8r + 5, leurs expressions sont

W Y. * T cos LAY
(2) w = P Toos e T EA) I+ 2y —1C0S-——
54..
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Or, d’aprés les conventions que nous avons faites et I'adoption des
nombres goniométriques, on peut employer les mémes expressions
pour les périodes de la congruence

Considérons d’abord un module ¢ de la forme 47 + 1. Le nombre

14 .
- (mod. ¢) peut avoir pour valeur un des nombres o, 1, 2,..., g—1,x,
excepté =g ; car si 'on avait
b
—= mod. g
b=y (mod.q),
on en conclurait

b*+a*=o0 (mod.yq),

et p ne serait pas premier, Or les expressions algébriques des tangentes

des arcs
™

sy 2
g—1 g—1 q—1

A
(&M
3

o,

(g—2)

g—1

prises suivant le module ¢, représentent tous ces nombres d’aprés le
n® 15; donc, v étant un de ces arcs, on peut poser

£

q—1

gztangu (mod.q), v=

et si 'on fait
M = cos2v + 7 sin2v,

M sera I'un quelconque des nombres 1, 2,..., g —1 d’aprés le méme
numéro, et on aura

(3)

Si nous considérons la période w, pour laquelle % est nul, nous avons

n=—;— - (x—|—2cos§> si. p=8n—+1,

wE=—t Y T+ 2 0093) si p=8n+5
n= 4 " fcosu ¥ Yy P= i
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- Or, d’apres le numéro précédent, on a
u\? I N \
cos~) ==cos v+ — ) (cosv)?=cos(v+ In);

donc, dans les deux cas, en remarquant que ¢? est =g, on a

I a

W= — o — e 1—|—2cosu+1r )
4 feos (v +Ir) 2

1 a I ” Cosu—{—lﬂ\
= — 5 (1 + s
4§ 4cos{v+Ir) ¢ 2 )’

et par suite

= 9,

On en conclut, d’aprés le n° 12, que g appartient a A, B, G ou D
parrapport a p, selon que lest de la forme 4n, 4n+1, fn+42, 4n+3,
ou selon que le nombre entier (n° A7)

M == cos -+ g sin
7—

g —1

de la formule (3), appartient a A, B, C ouD par rapport a q.
Passons 4 un module premier de la forme 4n + 3. Les expressions

’ . ™ T .
algébriques des tangentes des arcs o, T 2w g e prises
[}

suivant le module g, représentent tous les nombres 6, 1, 2,...,g—1,0;

™ qw

. \ .
etilen est de méme des tangentesdesarcs 0, — —; —2 RREY) :
g+1 q-+1 g-t+1

donc v étant un certain arc de la forme

dans lequel / est un nombre entier compris de zéro 4 ¢, on peut poser
(n) - tangu
a ?

et si I'on écrit
cos2v + isinav=M (mod.gq),
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M sera I'une quelconque des racines de

it =1
~ =1,

et en prenant pour base la racine primi[ive

— 27 — 2

. - T
- 781N
q+1

h = cos
g+ 1

pour laquelle on a

5

h?o=—1

M appartient (n°47) aux groupes A, B, C ou D, suivant que L est de
la forme 4r, 4n+1, 4n~+ 2 ou 4n—+ 3, et par l'introduction de ce
nombre dans la formule (n#) on a

4 .1— M

e T+ M

—
=~
~

g étant de la forme 4n -+ 3, distinguons les cas de p = 8n +1 et de
p=8n+5.

Si p est de la forme 8n-+1, on aura en élevant » & la puissance ¢,
d’apreés le théoreme qui termine le n° 47,

¢ I a < 9 v+ i
mlie—m — - - —— e | | 5
” 4 beos (v Im) \ F2C08 —

et on a le méme résultat que lorsque g est de la forme 4n +1; ainsi
q appartient 2 A, B, C ou D par rapport a p, selon que / est de la
forme 4n, 4n+1, fn + 2 ou 4n+ 3, ou selon que le nombre M de
la formule (4) appartient aux groupes A, B, CouD. Et dans cet énongé
on peut substituer —g 4 + g, en remarquant que ces deux nombres
ont le méme caractére biquadratique par rapport a p.
Mais si p est de la forme 872+ 5, en élevant a la puissance g“" la
période
I I

- . v
m = 4+4C050 <l+2lCOS2>’
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et observant que i? est = — {, on obtient
= — & “ I 2imsu+ln)
w= 4 4 cos (v 4 Ir) -
I a i . v+ (I +2)n
=— 14 27 Cos ————l 5
4+4cos[u+(l+2}n’][7 + >

= o+,

Donc, suivant que [ est de la forme 47, 4n-+1, 4n+ 2, 4n+ 3,
w? esl équivalent & o”, ", w ou o', et ¢ appartient, suivant le module p,
4 G, D, A ou B, et comme —1 appartient 4 C, — ¢ est respectivement
un des nombres A, B, C ou D,

Donc enfin toutes les fois que q est de la forme 4n+ 3, — q appar-
tient a A, B, Cou D par rapport & p, suivant que le nombre M de la
Jormule (4) appartient lui-méme aux groupes A, B, Cou D des racines
de la congruence z9+' =1,

I résuite de la que les formules (3) et (4) détermineront dans tous
les cas le caractére biquadratique de =+ g par rapport a p.

Sur les quatre classes u, f, v, & de valeurs de ;—i (mod. ¢).

19. G étant la plus petite racine primitive du nombre premier
pius p p P
g = 4n -1, il résulte de ce qui précéde que les quatre classes de va-

b /
leurs du rapport — (mod. ¢) sont données par les formules

{ . | — Gée - 1 — Gée+1 . ) Gle+2 . I — (}(e+3
“:':SOI_‘_G“’ QZ?J_FGM-H’ 7: ;Q+Gée+2’ :SD l_+_Gie+.;’
(I) §—1
4
=G,
7—5

ou il suffit de douner a e les valeurs o, 1, 2,...,

4

Si au contraire ¢ est de la forme 4n <+ 3, alors parmi deux racines
primitives conjuguées quelconques r + s et r — si de la congruence

2 =1 (mod. ¢),



432 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

choisissons celle & pour laquelle on a

et nous avons pour les nombres des classes «, 3, v, )

S e P SR 1 ffer E Y hers
(2) =1 r—ﬁ/l‘e, ‘5 =1 -—-*—————l e L) 'Y = -———~l T /L‘”': 3 =1 Y-———_— /l-’»e—f-‘«,
q9—3

en donnant a ¢ les valeurs o, 1, 2,...,

4

Si nous avons a distinguer les nombres «, 3, 7, ¢ les uns des autres,
nous représenterons les expressions (1) par ¢, Bes Yes O3 ainsilon a

- 1 — G“‘ 1 — G o [ — G+
ak:?—dl_}_(}ua al:?———l+G‘la ak+l:?ﬁl+G*(k+/”

et 'on vérifie sans peine que l'on a

o —+ o —=
l—zkou_ k+4

formule qui rappelle la tangente de la somme de deux arcs & et /.
Désignons par la lettre p. des nombres (1) appartenant a la méme

classe, et posons

) — G|e+j
Pe=19 rgwr’

e étant variable et j fixe; nous aurons

(3 petar
(3) T Pekat
Considérons I'expression
/ N
Hey=r—

et posons les notations

66 (t) = G*(¢t), GO (t) =063(t), -
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il est aisé de voir qu’on aura en général

et par conséquent, en formant successivement les nombres Jip),
6% (u), 6°(p), etc., on aura une suite de nombres appartenant a la

méme classe que le premier 1. d’oti I'on est parti. Comme a,_,=z0,0na
4

g1

54 (1)=1,

. [ g — 1 iéme , . R i
et des la (—/—/;) opératicn, on retrouve les mémes nombres; mais
on aura obtenu tous les nombres de la classe a laquelle g appartient.

On a donc une méthode pour calculer les nombres (1) autre que

celle qui résulte directement des valeurs posées.

20. Cette méthode est aussi applicable aux nombres (2), et offre
alors beaucoup d’avantage sur le calcul direct, qui serait compliqué
d’opérations sur des nombres imaginaires.

En effet, si I'on pose

T — hil e Rrees
Taa TR

ﬁIEi
j étant égal 4 o, 1, 2 ou 3, mais ayant une valeur fixe; on a encore la
formule (3), et si on pose de plus

r— / R oY)
e SRR =
on aura encore
u o,

0" () == S P

On a 2, ., ==0; donc la suite
4
9—3

Py (), 92 )5y 67 (p)

q-+x
4

Tome XII (2¢ série). — Diceunre 1867, 55

donne les nombres qui appartiennent 4 la méme classe que p.
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Ayant calculé cette série, on peut prendre un des nombres o, I,
2,..., ¢ —1 qui ne s’y trouvent pas et former une seconde suite

~3

‘7
vy 6(v), 820, 64 (v),

qui donnera tous les nombres d'une méme classe. On pourra de méme
obtenir les deux autres séries, et il ne restera plus qu’a les distinguer;
or la classe « contient le nombre zéro, et la classe y, comme la classe a,
est composée de nombres égaux et designe contraire selon le module ¢;
de sorte qu’il n’y a plus a distinguer que la série 3 de la série d, et
on arrivera i cette derniére séparation en calculant

.1 —h
ﬁ'zll—i—h.

Disons maintenant comment on déterminera «, et (3, qui entrent
dans ce calcul.

k, racine primitive de z#+'==1 (mod. ¢), appartient a2 une con-
gruence irréductible du second degré de la forme

h*—ark +1=0 (wod.q),

la congruence étant irréductible, r* — 1 est un non-résidu quadra-
lique et par conséquent 1 — 7* un résidu. Posons

h=r—+ si,

en choisissant pour s celle des deux valeurs de y1 — r* poar laquelle
on a

g+
4
ht =—1.
Alors on aura pour 3,
8 _l.l—r—s:‘__i(l——r—.ri)(l—i--r—si)_l.(1—.\'1’)’—r2
Y e resi T (i rtsi) (1 r—si) T (141 48

Si I'on opére les réductions en se rappelant que s*=1— r*, on a

)
B=
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On a ensuite, en élevant % a la quatriéme puissance,

RP=8r"—8r* 4+ 1+ 4rs(ar? —1)i;

?

donc
. 27y —s(2r2—1)i s(ort—1) 4+ a2r(1— r2)i
o= 21r - - =19 L .
(art—i1}{2r’— 1+ 278i) {2r?—1) (2rT—1 -+ 2rsi)
s{2rt— 1)+ orsti 2rs
=ar = ,
(2rr—1) (27t — 1+ 2rsi) ar?—1

et les deux quantités «, et f, sont obtenues, dégagées de toutes les
imaginaires.

Applications. — 1° Soit g == 33 la plus petite racine primitive de 5
est G == 2; on a donc p==2, puis

donc 5 appartient a2 A, B, C ou D, selon le module p, suivant que

b \ .
— estcongru & o, 1, % ou 4 suivant le module 5.
2° Soit ¢ =13; ona G =12, p=18 et

74

o, O, 4; 5267 I, 123

v=3, =, 10; d=1, 2, 7.

On en conclut le caractére de 13.
Les nombres précédents sont de la forme 47 + 1; considérons des
nombres de la forme 4n + 3.

3° Si gestégal a3, onabh= —iqui satisfait & la condition

g-+1 .

b =h=—i (mod.3),
et on en conclut «, = o, f§, =2; on a donc

=2, Y=, J=1I.
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Ainsi — 3 appartient & A, B, C ou D, selon le module p, suivant que

b R . .
- est congrua o, 2, © ou 1 suivant le module 3.
4° Soit ¢ == 7; = — 2+ 2/ est racine primitive de la congruence
hf==1 (wmod.7),

et satisfait de plus a la condition A== —i; on a donc o, = o,
3 =25; puis

a=o0,%; f=054; vy=1,6; ¢=3, o
5° Soit ¢ == 11; k = — 3 + 5{ est racine primitive de

=1 (mod. 11),
i
etlona A/ =h=_ i; donc a, =6, 5, =3, et I'on obtient

«=o0, 6, 5; ﬁ:%747 B3
7=1°,2, g; ¢ =38, 7, 10.

Le caractére biquadratique des nombres premiers suivants est
indiqué par les tableaux ci-dessous :

7=17
«=o0, 1, 16, = ; B=2,6, 8, 14;
=5, 7, 10, 12; ¢=3, 9, 11, 15.
—q=—19
«=0, 2, 5 14, 17; =3, 7, 11, 13, 18;
7=14, 9, 10,15, ¢=1, 6, 8, 12, i16.
—qg= — 23
¢=0, 7, 10, 13, 16, o= B=12, 3, 4, 11, 15, 173
=1, 5 9, 14, 18, 22; ¢=6, 8, 12, 19, 20, 2r.



g = 29.
=0, 9, 11, 14, 15, 18, 20;
B=7, 19, 23, 24, 25, 26, 28;
7=2, 8, 13, 16, 21, 27, w;
d=1, 3, 4, 5, 6, 10, 22.
—g = — 3r1.
“=0, I, 7, 9, 22, 24, 3o,
p=5 6, 8, 11, 12, 14, 18,
=2, 3, 10, 15, 16, 21, 28,
=4, 13, 17, 19, 20, 23, 25,
q = 37.
« =0, 10, 12, 14, 15, 22, 23,
=1, 2, 9, 9, 13, 16, 19,
7=3, 5, 8, 11, 26, 29, 32,
=4, 17, 18, 21, 24, 28, 3o,
(1:41.
o= 0, 2, 11, 15, 20, 21, 26,
ﬁ: 4, 57 8, 10, 13?
T= I, 3, 6’ 74 147
¢ =12, 17, 18, 19, 25,
o =0, 10, 11, 12, 14, 15, 28,
f=1, 2, 5 9,16, 19, 22,
v =3, 4, 13, 18, 20, 23, 25,
& =6, 8, 9, 17, 21, 24, 27,
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® 3
273
293
26.
25, 27;
20, 33;
34, = ;
35, 36.
3o, 39, x ;

16, 22, 23, 24, 29;
27, 34, 35, 38, 4o;
28, 31, 33, 36, 37.

29, 31, 32, 33;
26, 34, 35, 37;
30,
36,

39, 409 <3
38, 41, 42.
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—q=—47
a=o0, 1, &4, 10, 12, 14, 33, 35, 37, 43, 46, = ;
B=3, 13, 15, 18, 19, 21, 24, 25, 31, 38, 42, 45;
v=6, 7, 8, 11, 17, 20, 27, 30, 36, 39, 4o, 41;
¢ =2, 5, g, 16, 22, 23, 26, 28, 29, 32, 34, 44.
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