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PURES ET APPLIQUÉES. 47 

SUR LA FORME A CINQ INDÉTERMINÉES 
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PAR M. J. LIOUVILLE. 

Nous reproduisons, sans y rien changer, la Note ci-après, insérée 
dans les Comptes rendus de notre Académie (séance du 26 mars 1866). 
Le lecteur suppléera à la démonstration, qu'il nous paraît inutile 
d'ajouter pour le moment. 

« La fonction numérique qui exprime la somme des puissances de 
degré ρ des diviseurs d'un entier quelconque n, fonction que j'ai 
coutume de désigner par £/,(«), se présente utilement dans la re-
cherche du nombre des représentations de η par certaines formes 
quadratiques. Mais il n'y a guère que le cas d'un indice ρ impair qui 
ait donné lieu jusqu'ici à de belles applications. Le cas de ρ pair a été 
peu étudié. On me saura donc gré peut-être d'indiquer un exemple 
où devront être employées à la fois la fonction Ç0 («) 011 ζ (n) qui 
exprime le nombre des diviseurs de n et la fonction ζ

2
 (n) qui exprime 

la somme des carrés de ces diviseurs. Il s'agit cette fois d'une forme 
à cinq variables, savoir 

OC1 OC 2 f~~ OC 2 OC 3 [ OC g OC | ~ OC ^ OC · 

Comme cette forme est indéfinie, je limite les valeurs des indétermi-
nées en exigeant que a?,, x

2
, x4

, x
s
 soient des entiers positifs; quant 

à l'entier x
3

, il sera positif ou égal à zéro. Cela posé, on demande une 
expression simple du nombre N des représentations de n sous la forme 
citée. En d'autres termes, on demande une expression simple du 
nombre N des solutions que l'équation indéterminée 

n — x, x2 -4- x2 x3 H- x3 .rq + ,r4 xs 
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comporte sous la condition de 

JC
2

, X
5
 > Ο, ,χ·

;!
 ^ ο. 

Or, je réponds à cette question par la formule suivante, 

Ν = ζ
2

{η) — ηζ(η), 

qui ne laisse, ce me semble, rien à désirer. Pour η = χ, comme la 
valeur commune de ζ(ι) et ζ

3
 (ι) est l'unité, cette formule donne 

Ν = o, résultat évidemment exact. Dans tout autre cas, Ν est > o. 
Quand η est premier, on a 

ζ (η) = 2, ζ
2
 (η) ~ η2 -hi ; 

ainsi alors 
Ν = (η — ι)2. « 


