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SUR LES FONCTIONS DE STURM;
Pir M. Pu. GILBERT,

Professeur a I’Université de Louvain.

§ 1.
Soit
(1) V(x)=a"+ p,x" N+ p " - b P X Pa=0
une équation de degré n, dont les racines a, b, c,..., [ sont supposées
inégales, et posons généralement

at

B,‘: V(x)zm__a

le signe ¥ s’appliquant i toutes les racines de ’équation. Les fonc-
g ppiq q

)

tions R;, étant toutes de degré n — 1, seront de la forme

Ri — aixn—-l 4 ﬁt_xn—2 4 xtTH 9,-.1’"“’-—!— e li,

et I'identité

ai ai—-l it
=a s a”
24,‘ — X — a
entrainant la relation suivante :

R,‘ == xR,;. -V (.x') E(ll'-' y
il faut que le terme en x” se réduise a zéro, d’ou

— =1
iy = 2“ ’

c’est-a-dire que les coefficients «, «,,..., ;... sont les sommes des
puissances semblables de degré o, 1,..., 7,... des racines de I'équa-
tion (1).
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Les fonctions Ry, R,,..., R,_, se déduiront donc, par les relations
Rh=axRj—«,V, R,=axR, —a,V,..., R, _,=xR,,—02,,V,

de la premiére R,, qui est connue, car on a

\4 e, .
R, = Pras =V, = la dérivée de la fonction V,
et le calcul se fera trés-rapidement pour une équation numérique
donn¢e, en usant de simplifications faciles a apercevoir.

§ 11

Cela posé, soient V, V,,... V,_,, V, les fonctions de Sturm; on a
les relations

V.=V, Q, -V, V,=V,Q,— V..., V,=V,,Q_,—Vry..,

ou Q,, Q,,..., Q,_, sont les quotients du premier degré en x, et ou V,
est de degré n — r. Concevons qu'on élimine de la seconde équa-
tion V, au moyen de la premiére, de la troisiéme V, et V, au moyen
des deux précédentes, et ainsi de suite : on arrivera 4 exprimer cha-
cune des fonctions V, au moyen de V et V, seulement, sous la forme

(2) V.= Ser - TrV,

et 'on voit sans peine que la fonction S, renfermera le terme
Q,Q,...Q,_,, qui sera de degré plus élevé par rapport 4 x que tous les
autres termes : donc S, sera de degré r — 1, donc nous pouvons poser

S;,=¢qo+ G X +qx*+ ...+ g, x'".

V, ()

Viz) en fractions

D’autre part, si I'on décompose la fraction

simples par la formule ordinaire, on obtient

Vi (a)
—E.z'iavl =
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et comme V (a) = o, I'équation (2) donne

Viiz)
V(z)

y

S, (a) Qo+ gat+qg.a’+. .. +q._a"
Zx—a—z r—a
d’ou

Vi(r)=qRo+q, Ry+ ...+ ¢, R,_,.

Mais Ry, R,,... R,_, sont de degré n — 1, tandis que V, n’est que de
degré n — r; il faut donc, en désignant par A, le coefficient de la plus
haute puissance de x dans la fonction V,, que I'on ait les équations
suivantes :
[ o O+ Gy iy .+ Gy Oy =0
& To ﬁo + g B+ Gr—1 Bri =0,

i
LA

o,

( QoMo+ Gy iy~ oo+ Gy Mpy
A,.

L Gobo+qi 0+ gy 0,

Tirons de ces équations les valeurs des coefficients ¢;, et posons

oy Bo. - Mo g,

N, = | & Bi... 7, g,

Uy ﬁr—-i CERT /7 6r—i

nous aurons immeédiatement

2
2
3

qi =

2\¥
a
s

d’ou

, A, dN, dN, dN,
‘,—E<30E+B4E+-+B )

& ,30--- VVJo R,
— -ﬁ o, ﬁl R R,

C -
Ory [JM oo ey R

- dN,
Observons ici 1° que Jo est autre chose que N,._,, et 2° queg,.,,

Tome XII (2% série). — Mans 1867, ) Ia
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coefficient de la plus haute puissance de x dans S,_,, ne peut étre que
le produit des coefficients de x dans Q,, Q,..., Q,_,, d'oul’on a

1 A A A, . 1
T =X %A AL T AL
par ou 'équaltion
A, dN, , Lo . A, 1
= éduita celle-ci: — = ———
qr_' N,. df,_, se led ! N, A N,
R s A, A, A n . .
Il suitde la que 5 §=»-s & = - =1 sont de méme signe, Cest-
Dp r—1 I

a-dire positifs; on peut donc, dans la recherche du nombre de racines
. . . . . . A
réelles de I’équation (1), faire abstraction de ces coefficients ﬁ’ par

lesquels les fonctions V, sont multipliées, et qui ne changent pas leurs
signes; on peut donc substituer aux fonctions de Sturm les fonctions

o ﬁo--- fio R,

(3) X_,_" 0(, ‘9'.'. ﬂ, R‘

Ly pr—-l"' Tr—1 Rr~l

Mais il est clair que dans le développement de cette expression, les
coefficients de x™*, x"2,..., x" 7+ se réduisent i zéro, comme dé-
terminants qui ont deux colonnes égales; on peut donc supprimer
ces termes dans les fonctions R;, et la série des fonctions X, propres
a déterminer le nombre des racines réelles de Yéquation V=o,
prendra la forme
Viz), X, =R;=a,a"™'+L,x" 4+ ...+ ),
%o o fox"TEA 40 ’

« x4+
X2= ° ﬁﬂ 0 ’ X3 == zZ, ‘(J '/|.Z‘n_3+...+ ).. ’1

o X4 4
B ' vy fo P XTI+ Dy

o Bo-- Ao |

|
X,= oy .64 Ay l
Up~y ﬁn—i"‘ dny "
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On voit que ces fonctions se composent fort simplement au moyen
des seuls coefficients des fonctions R;, et que, celles-ci une fois for-
mées, on peut écrire immédiatement le coefficient d’une puissance
quelconque des fonctions X,, sans passer par aucun intermédiaire.

Nous venons de dire que I'on peut faire abstraction des coefficients

e A . - . : .
positifs N—’ qui multiplient les fonctions sturmiennes; mais on peut
r

aussi les calculer au moyen des coefficients «;, 3;,..., car la relation

Ar I 1 A
N, T AN AL, N
donne celle-ci :
A= e N
TTUAN, AN, A (A A, . AL

et comme A, = n est connu, on aura successivement A,, Ay, ...

§ IIL.

Montrons briévement comment, en faisant usage des propriétés
élémentaires des déterminants, on tire des formules ci-dessus les
expressions des fonctions de Sturm données par plusieurs analystes.
Pour cela, nous observerons que la relation

Ri=xR_;— o,V
entraine les suivantes:
‘ A = éi—-l — Pi &y
ﬁi= Viy — P2 iy,
Yi= d\i—a — Ps iy,
N = 9i—| - Pr—1 @iyy

d’ou il suit que si daus le déterminant

o ﬁo-'- Yo R,

X, = X, ﬁl r R,

Olr—y ﬁr—l e Nr—i Br-l
1a..
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on ajoute aux termes de la seconde colonne ceux de la premiere mul-
tipliés par — p,, aux termes de la troisiéme ceux de la premiére mul-
tipliés par — p,, et ceux de la seconde transformée multipliés par
— pi, et ainsi de suite jusqu’a I'avant-.derniére colonne, on arrivera
facilement i expression

7 Ey Gaee. %_s Ry

o Gy  Cy... ¢y R,
Zr—y “r Uy vee Kap—y Br—l
Mais d’autre part, sil'on pose
i (li R,
5= En =a, U= Z — =

la formule précédente se réduit &

$ Speee Spa U

8 L i,
(4) X, =V 3
Sr—v Speer Sarg Moy

ce qui est précisément la formule donnée par M. Cayley |*]. Récipro-
quement, on pourrait en déduire celle que nous avons établie d’abord.
Lorsque 'on veut exprimer les fonctions X, au moyen des coeffi-
cients p; de I'équation proposée, on doit observer quel’on a
oy =1, Bo=(n—0)p, po=(n—2)psy...,

“=—p, Bi==—2py  i=—3pu..

et on élimine tous les autres coefficients i 'aide de la loi de déduction.

[*] Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XI, p. 297.
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Prenons par exemple X, :
2y O, %y o— Gop, By — «, p,
Xs=10 B Ba|=|h 70— %o P Yo &y P
R, R, R, R, xRy—«,V xR, —a,V
1 o , o, 1 o oo Eo— o py
1 Pox Z P % e Yo &o P2
B Pr Bo 7 ol P2 fo Jo— &y s
V R, xR, xR, V R, xR, x*R;j—oa,xV
i o o %
P I 1 %o
=| P P % fo bo ?
Ps P2 Bo o 7 d
xV V¥ R, xR, a*R,
d’ou '
1 ¢] 0 0 n |
) P 1 o n (n—1)p, E
Xo=1 p. p n (n-—1)p. (n— 2)p,
P op (m=0p (n—2)p, (n—3)p,
xV 'V Y, xV, X%V, :

La loi de formation des fonctions X, se montre déji suffisamment. On
pourrait également expriier les déterminants N, directement au
moyen des coefficients de I'équation propesée, par une marche sem-
blable : ces formules sont tout 4 fait analogues a celles données par
M. Cayley ["] et par M. Brioschi [*] pour remplir le méme objet;
elles ne sont d’ailleurs d’aucune utilité pour la formation des fonc-
tions X, sur une équation numérique donnée. On y voit aussi com-
ment on pourrait former les fonctions S, et T,.

Reprenons maintenant I'expression (4) de X,, en 'écrivant sous la

[*] Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIII, p. 26g.
**| Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XI1I, p. 71; 1854.
q P 7
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forme

Uy  — 8, — g — § |
i
X, |, = — Sy S
“v - ‘,
|
U, ., — 8§,y — Spen  — Sars

et en nous rappelant que P'on a la relation
W= xXUi_, — Si_,.

Ajoutons aux lermes de la seconde colonne ceux de la premiére
multipliés par &, aux termes de la troisiéme ceux de la seconde trans-
formée multipliés par o, et ainsi de suite, il viendra

U, i, Uy .. U,
- 4R Uy Uy, .. i,
v I )
' Iy u, Uppyoor Ugp g i

Jest sous cette forme que M. Hermite a obtenu, par une voie tout
a fait nouvelle [*], les fonctions de Sturm. De I on déduit sans peine
la transformation célébre due a M. Sylvester. En effet, on a posé

ai
lt-::E ]
¢ r—a

et en ayant égard 4 une propriété connue des déterminants, on donne
a I'équation ci-dessus la forme

1 b gl‘-—l
r—a x—b r—g
a b2 g -
x —a x—é' r— g
X
_V’:S at b . grr! ,
r—a x—2b r—g
a™ ! br g:r—z
r—a x—6 r—g

[*] Programme détaillé d'un cours d’ Arithmétique, par Roguet, note VI,
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S désignant une somme de déterminants semblables obtenus en

95

remplacant successivement a, b, g,... par toutes les racines de 'équa-
tion (1), et négligeant, comme nuls, ceux ot une méme racine figure
dans deux colonnes. On tire de 12 ‘

I I... 1
a b... g
xr “ a'bter . o™t
el 2 2 2 . 8 )
V‘S a b ] x(r—n)(r—b}(r——g\
a—! br—l o gr-i

mais dans cette somme désignée par S on peut grouper ensemble tous

les termes ou entrent les mémes racines a, b,..., g, ces termes ayant le
méme dénominateur (x — a) (x — b)...(x — g), et le méme détermi-
nant facteur, au signe prés; on voit alors sans peine que la somme des
termes

*a’ b . gt

se réduira 2 ce méme déterminant, d’ou résulte I'équation

1 [ |

a b... g

X 1

D 2 2 2

v=8|a . ¢ X ey ey
ar—i br4| L gr-i

qui n'est autre qu'une équation de M. Cayley [*]. Le signe § se rap-

porte maintenant a toutes les combinaisons différentes des 7 racines,

prises r a r. ]
Enfin rappelons-nous que le déterminant dont le carré figure dans

cette formule est égal, en vertu d'un théoréme connu, a

)s

as

*+(a—b)la—c). (a—g)(b—c).(b—g). . (f—

[*] Journal de Mathématiques pures et appliquées, t, X1,
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¢’est-a-dire an produit des différences des racines a, bye..y g, prises

deux a deux; et en faisaut cette substitution, il vient

. (a—b)(a—c). .. (f—g)
X’—VS (x—a)(z—b)...(x—g) '

On reconnait 14 les formules de M. Sylvester [*]. Ainsi nos fonc-
tions X, ne sont autre chose que les fonctions de ce géometre.

§ IV.

I! résulte évidemment de la formule de M. Sylvester, comme Sturm
I'a fait voir, que la derniérc fonction X, se réduit au produit des
carrés des différences des n racines a, b,..., [ de I’égnation (1), ou au
dernier terme H de I équation aux carrés des différences. On a donc,
’apreés nos formules,

ey, fo- %o ;
5) M| & [C 'y }
On—y ﬁn~| R W

expression remarquable de ce dernier terme an moyen des coefficients
des fonctions Ry, R,,..., Ry
Appliquous ce procédé de formation 4 I'équation du troisiéme degré

X+ px® + gqx + 1 =o0.

On trouve immédiatement

R,=3x?+2px +¢, R,=—px®—2qx—3r,
R,=(p* —aq)x’+ (pg — 3r)a + pr,
d’ot
3 —p P—29 3 0p 29
H=|2p —a2q pg—3r |=|2p 29 pg—+3r
g —3r pr g 3r apr |
[*] Philosophical Transactions, 1853, lIl. — Journal de Mathématiques pures et

appliquécs, t. VII, p. 368.

o EEEE
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H=18pgr — 27r*+ p*¢* — 4p*r —4q°.
De méme, pour I'équation du quatriéme degré

x4+px3+qx2+rx+s=b,
on aura
Ro=4x® + 3px*+ 2qx + r,
Ri=—px® — agx® — 3rx — 4,
Ro=(p'—29)x®+(pg -3r)a*+ (pr — 4s)x + ps,
B =1(pg —=3r) — p(p* — 2g)] a* + [(pr — hs) —q (p* — 29)] *,
+[ps — 1 (p* = 29)] & — s (p* — ag),

d’ou l'on tire, en appliquant la forme (5) et en faisant quelques sim-
plifications évidentes,

l 4 p 2q 3r
H:—l 3p 24 py+3r apr+4s
29 3r opr+4s 3ps-+gr

ro4s 3ps 2gs

de sorte qu'il ne reste plus qu’ développer ce déterminant.

Sil'on compare cette méthode pour calculer le dernier terme de
équation aux différences avec les procédés antérieurement donnés-
(SERRET, Algébre supérieure, 2° édition, p- 30 et 452), on trouvera sans
doute qu’elle est plus facile & retenir, plus rapide, qu’elle sapplique
immédiatement & une équation numérique donnée, et qu’enfin elle a
I'avantage de conduire directement 2 expression du terme H pour
une équation de degré n, sans qu’il soit nécessaire de passer par toutes
les équations de degré inférieur a n.

Tome XII (2¢ série). — AvaiL 1867. 13



