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Détermination des éléments de V arête de rebroussement d'une 
surface développable définie par ses équations tangentielles. 

PAR M. L. PAIA VIÎV. 

(Mémoire présenté à l'Académie des Sciences dans la séance du iS juillet 1870. 
Comptes rendus, t. LXI, p. 217.) 

1. Il arrive très-fréquemment que les équations tangentielles d'une 
surface développable résultent immédiatement des données d'une 
question, ou s'en déduisent par des calculs généralement simples, et 
qu'il serait au contraire extrêmement difficile d'obtenir les équations 
de l'arête de rebroussement de cette surface. Il est donc important 
d'avoir des formules qui permettent d'étudier sur les équations tan-
gentielles elles-mêmes les propriétés de cette arête de rebroussement; 
ces formules, qui n'ont jamais été données, sont l'objet de cette Note. 

2. Notations : 
«, v, w sont les coordonnées tangentielles d'un plan, c'est-à-dire 

les inverses des coordonnées à l'origine de ce plan (les 
axes de coordonnées sont supposés rectangulaires). Si ce 
plan est tangent à la développable, ce sera le plan oscil-
lateur en un certain point M de l'arête de rebroussement ; 

x, jr, z seront les coordonnées du point M. 
Je désignerai, en outre, par 
a, β, y les angles de la tangente en M à l'arête de rebroussement; 
λ", ji, v les angles de l'axe du plan oscillateur; 
ξ1, ί, \ les angles de la normale principale; 
ds l'élément de l'arête de rebroussement; 
dç l'angle de deux tangentes infiniment voisines; 
ch l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins; 
θ l'angle au sommet du cône droit oscillateur; 
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R le rayon de courbure; 
Τ le rayon de torsion. 

S. Une surface développable étant définie par deux équations tah-
gentielles telles que 

f{u, v, w) = O, F(M, v, w) = O, 

nous pouvons regarder M, v, w comme des fonctions déterminées d'un 
certain paramètre arbitraire. Pour simplifier l'écriture des formules, 
nous poserons 

M, = du, = dru, 
(i°) v,—dv, e

2
 = d'v, 

wt — dw, iv2 = d3w, 
U V W U V w 

(20) Δ = du do dw = «, ν
Λ
 w, ; 

d'u d2v d'w «a t'2 W2 

puis nous désignerons par U, V, W,...; U,,..., les déterminants par-
tiels de Δ, de sorte que 

(3°) 

, U = ̂  = dvd2w — dwd2v, 

Y = ̂  = dwd'u — dud2w, 

W ~ ~ dud2v — dvd3u; 

TJ
t
 = ~ — wd3i> — vd2w, 

; Y, = ̂  = ud3w — wd3u, 

W, = ~= v d3u — ud3v, 

Ua = = vdw — wdv, 

V« = -7— = w du. — u dw, 

W2= ~= udv — f du. 
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§ I- — Détermination des quantités a, β, y, λ, μ, ν; 
ξ, τη, ζ; Λ-, r, z; dx, dj, dz. 

4. Les coordonnées de trois plans tangents infiniment voisins seront 

(P) u, f, w, 
(P, ) u-b du, ο -b do, w-b dw, 
(Ps) u-b2du-bdsu, v-b2do-bd*o, w + idw -b d2w, 

on en conclut, pour les équations de ces trois plans 

I(P) «X + cY + wZ —1 = 0, 

(1)(P,) (M -bdu)X -b (P -b do)Y-b {w -b dw)Z = i, 
(Pj) [u -t- 2du-bd2u)TL -+- (p -b 2dv-bd*o)Y-b(w-b2dw-bd2w)L= r ; 

Χ, Y, Ζ sont les coordonnées rectiiignes variables d'un point. 
Dans les calculs suivants, uous désignerons fréquemment ± ι 

par ε, ε', e",...; les lettres différentes ε, ε', ε" indiquant l'indépendance 
des signes -f- et —. 

Les angles de l'axe du plan tangent P (ou plan osculateur) étant 
désignés par λ, μ, ν, on a, d'après la première des équations (i) 

(a) 
cos). COS fi COSV I 
a ~~ ν ~ «' —

 tJu*bv*-bf·f2 

La tangente MT en M est l'intersection des deux plans (P) et (P, ), 
c'est-à-dire 

«X -b θΥ -4- wZ — I, 

(M -t- du)X -H (t> -+- do) Y -h (vo -f- dw)Ζ r ; 

ces deux équations peuvent être remplacées par le système suivant 

(3) (MT) 
«X -b oY -b w Ζ = ι, 

Xdu -b Y do -b Ζ dw — o; 
23.. 
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α, β, y étant les angles de la droite (3) avec les axes de coordonnées, 
on a 

cosce cosp __ cosy 
vdw — iv dv wdu— udw - u dv — ν du 

c'est-à-dire en ayant égard aux notations du n° 5 

(4) 
cos α cosp C0S7 1 
"IT ~ ~νΓ — ~wT —U22+V22+W22 

La normale principale (|, n, ζ) est Taxe du plan rectifiant, c'est-
à-dire du plan passant parla tangente MT, et perpendiculaire au plan 
osculateur [u, P, w). Or l'équation du plan rectifiant est, d'après cette 
définition, 

(5) (PW
2
—WY

2
)X+(«>U

2
— «W

2
)Y-t-(«V

2
 — PU

2
)Z ==« Κ, -1- Ρ P, -t- WW, ; 

par conséquent, les angles ξ, τη, ζ seront donnés par les égalités 

cos ξ cosn cos ζ 
cW, — WVI «Ή, — EW, «V1— PUJ 

Si l'on remarque qu'on a l'identité 

ι (ρ\ν2 - wûa)a ■+■ (wU2 - aW2f + (κΥ2 - Ρ U2)2 

(6) ] = (u2
 -4- P

2
 -F- w2) (U| Vf -t- Wf) — (M U

a
 -1- PY

2
 H- w> W

2
)2 

= u2 + v2 + w2 U22 + V22 + W22 

on conclut des relations qui précèdent 

!' COS? COSH COS? 

1/ e" ^kj 4- p'-H w1 ^U| +Y, -1-W' " 

5. Calculons maintenant les coordonnées du point M. 
Le point M est l'intersection des trois plans tangents infiniment voi-

sins (1), n° 4; les équations de ces trois plans, prises simultanément, 
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donnent; un système qu'on peut remplacer par le système suivant : 

(«) 

| χu -f- jrv 4- zw — s, 

\ χ du 4- γ dv 4- zdw = o, 
' xd2u-i-yd2v-{- zd2w — o; 

eu égard anx notations du n° 5, on tire de ces équations 

(9) 
U V w χ = —■> y — — » ζ = —· 

Il est alors facile d'obtenir dx, djr, dz. On a, en effet 

, Δ RFU — D Ί/Δ 
dx = A2 

or 
Δ = «U 4- νΥ 4- wW, 

ί/Δ = «cfU 4- frfV 4- xvd~W +U(/«4- Yrfc 4- W«ftv 
= «rfU 4- erfV 4- wdW, 

par suite 
j (αU 4- cV -f- «-W)^U — (ud\J—vdV 4- wdW) U 

a2 
_ (PV-+-«>W)Î«J — (odV — tvdW)TJ 
~ Δ* 

Mais 

(ro) 
I dU = dvd3w — dwd3v, 

dV — dwd3u — dud'w, 

| </W = dud3v — dv d3 u. 

En substituant ces valeurs dans l'expression de dx, et en ordonnant 
par rapport à d3u, d3v, d3w, il vient 

dx = - _ (Vdiu-x-Vdifi + Wd'a>)V1 

Si donc on pose 

(nj) H = — (Uî/3mh- Yd3v 4- W d3w), 
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on a définitivement 

(12) dx dy dz H 
XL — ΫΓ ~~ W, = A2' 

On conclut de là 

(Ι3) ds = v» + w». 

Nous allons d'abord chercher les relations qui existent entre les 
signes ε, ε',..., pour qu'on ait les égalités 

(i4) dx=.dscosoc, dj=ds cos β, dz = ds cosy, 

pour qu'il en soit ainsi, il faut que 

εη=ε'. 

6. Ainsi, en résumé, nous avons donc 

(I5) 

I U — V — W ~Γ 
j dx djr dz H 
J ΪΠ v7 W,— 

ds = B'§s/ÏÏI + VÏ + Wl, 
(H = - (Ud'u-hVd3^ 4- W d3w) ; 

j COSX COSfi COSV I 
I « " e ·»*-+- w* 
I cosa cos β cos? ι 

J U, - Y, - W, ~ e'v/U^-t-Vj-t-Wl' 
1 cos ζ COST] cos ζ 
I eWi — wVj «'U, — aW, bV, — <-U, 
[ 1 
I ~ t" yV -Η vuj 4- + w[" 

(16) 
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§ II. — Détermination des quantités d cos a,..., d cosX,..., 
e?cos£,...; da, dt. 

7. Nous avons trouvé 

cos λ = —. " =; 
e y + «r2 

on déduit de cette expression 

d COsX du[u'~— u(udu -J- vdv -+- wdtv) «"V
2

—cWj 
e u2+ν1 + (v3)3 ε (u1 + + <μ2)2 

On a donc Jes égalités 

fr_\ d cosi _ d COSft </COSV I 
„,Vî—eW

s
 ~~ iiW.-K-U, " PUi— KV

2
 ~~ ~~ ; ~I' e(aJ + p'H- wJ)' 

égalités qu'on peut encore écrire, eu égard au dernier groupe des re-
lations (16), 

(ιη bis) dcosX =r dC0Sf* = dcosv — -c" 
* ' cos ζ cos η cosÇ " -t- c2 -+- w* 

On sait que 

<Υτ = \/(fi?cosX)2-l- (d cosp.)2-t- (rfcosv)2; 

par conséquent, d'après les valeurs (17 èis), 

(18) dr__ .'» VU; + V, +W, 
K* -f- P* H- H'3 

8. Nous avons trouvé, n°6, 

C, C0sa= — ----- - : 
eVUr+VÎ-t-W2' 
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de là on déduit 

dcosa — (u» + yl+WÎ;)^U
2

 — (ϋ^ϋ, ■+· +W,dW, ) U, 
e' (Uj -4— V|+ W22 

_ Y
t
(V,dU,— υ,^ν,) —tY,'(U

a
rfW

2
--W^UQ 

e' (Uj -4— V|+ W22 

Mais les valeurs (3°) du n° 5 donnent 

(■9) 

/ d\J2 = vd2w — wd2 ν — — U
(

, 
) dV

2
 = wd2 u — ud2w — — V,, 

( dW
2

— ud2v — vd2u = — W, ; 

l'expression de dcosa devient alors 

dcasoc = ν'ίϋ*γ'-γ*ϋ|) —W,(w,u,-u,w,) 
e'(Uj -4-V, -+-W,)^ 

Or, si l'on pose 

(20) 
u y w 

D= u, y, w, , 
Ua V2

 w
2 

U, V,..U,, y,,... étant les déterminants partiels de Δ, on sait que 

(21) - D=A2, — = àu, — = Ae,...; 

d'après cela, on a, pour les valeurs de d-c osa, d cos β, d cosy, 

( x d cos a rfcosp «2 cos γ _ Δ 
PW

5
 - «Ύ, - wU, — uW

3
 - «V,- «U, -

 E
,
 (u

,
 + y

.+ W2/2 3/2 

Eu égard au dernier groupe des relations (16), les égalités (22) peu-
vent encore s'écrire 

Γ22 bis) dCOSa; _ ̂ cosP _ dc°sy _
 c

/
c

» A Vg'H-v2 + w2 
*■ ' cosÇ cos>i cosÇ Ui-t-V'-t-WJ 
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On sait d'ailleurs que 

da — \J(d cos a)2 -+- (d cos]3)2 -+- (d cosy)2 ; 

il résulte alors des valeurs (22 bis) 

(23) 
ds = e iv a u2 + v2 + w2 

UÏ+VÏ + WÏ 

9. Calculons enfin deos£, rfeos·»?, rfcosÇ. 
On a trouvé, n° 6, 

w cW2 — «'V2 cosé = — , 
ε" y/α2 -t-c1+ a·2 y/U2 -+- V) + W) 

on déduit de là, en différentiant, 

3 3 

ε''(«2+e2 +w2)2(U2 + Y| + W2)Vcos| 
= (u2+t'2-4-w2)(U|4-V2+W|)(i>i/W

2
-wr/V

2
+W

2
é/t>-V

2
ifo') 

-(cW
2
- wV

2
) [(««, -+- PC,-+ ww,)(U| + V2 4-W2) 

. + («2 + e2+w2) (U,rfU,+V
2
i/V

a
+W,rfW

a
)]. 

Eu égard aux relations (19), le second membre de l'égalité précédente 
peut s'écrire 

(U2+V| + W2)[(u2 + P2 + w2)(e
1
W

2
- w,Y

2
) 

— (uu
t
 vv

t
-{~ PW,)(PW

2
— wV

2
)j 

-f- («îh-^H-W") [(Ul + yjj-i-WJJ twV! — eW,) 
-h (U

2
U

4
 -f-V

2
Y, +W

2
W

(
) (eW

2
 — wV

#
)], 

ou encore 

(U|-l-y|+W2)[W
2
(tt2t>, -+- e2p, -+- w

2
e, — uvu

K
 - v*v

K
 — cotv,) 

+Vj(uwa, -4-wo
(
 +w2w, — idw, — v*xv

A
 — w2w^j] 

+ («2h- ^ + Wb ) [
 w

 ( u|v, 4-v|y
l
 +W;î ν, - u

a
v„u, -vî ν, -v

a
w

2 
w, ) 

+ c(uaw4
u, 4-y

2
w

2
v, -+- w*w, 

—■ UfWj —V'W, —W2W, )]; 
Tome XVII (i* série). — JUIN 1872. 2-1 
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puis, en ayant égard aux relations (20), (21), n° 8, (3°), n° 3, 

(U| 4- Vf+Wf)[Wj(«W
a
- wUj) H-V

2
(«V

2
— eU

2
)] 

+ + „. + „') [«.(w,^ - n,£) + ,(v,% - ϋ,£)]. 

ou encore 

(ut + v| + w») [«(U»-HV»+W;) - u
2
(«u

2
+ ev

2
+ WW,)] 

-I- A(u2 -h t>2 4- iv2 ) [K(«U
2
 -f- vY

3
 + wVj) — U

2
(«a -+- e2 w2)], 

expression qui se réduit définitivement à 

M(U| + V1 -L-W2)2 - AU
2
(«2 + f2 -h w2)2. 

On a ainsi les formules 

I ï'dcosÇ = + _
 UaA

 ^-4-«·' + «^ 
I («s4-f2-h«'3)i (UJ + VJ-f-W

2

2)T 

lH) l'dcosa = , m+W; _ v,A -S±H5_„ 
u2 + v2 + w2 u2 + v2 + w2 

[ ε acosÇ = wî—J j-— W2A— ! ! 3· 

10. Nous allons maintenant établir la correspondance des quan-
tités ε, ε', ε", ε'", ειγ, de manière à vérifier en grandeur et en signe les 
relations fondamentales données par M. J. Serret (Calcul différentiel 
de M. Bertrand, p. 622) : 

idcosa=cos%do, d cosX =cos%dz, dcos%=—casado—cosXdr, 
(n5) Id cos β—cosY] de, dcos^=cosy}dz, r/cos η=—cos (3 ί/σ—cos μ Wr, 

\dcosy=cosÇda; rfcosv=cosÇcfr; dcosζ=—cosydσ—cosvdz. 

Eu égard aux formules (r6), (17), (18), (22), (23), (24), les rela-
tions ( 23 ) donnent 

(26) 
j ε"= ε'ε", 

I ε'" = - εε"; 
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ce sont les seules conditions nécessaires pour que les relations (25) 
soient vérifiées. 

Maintenant nous pouvons imposer aux quantités R et T, définies 
par les égalités 

(a5 bis) κ — ώ τ — ds 
d0 dr 

la condition d'être positives. 
Or, d'après les formules (i5), (18) et (23), et les relations (26), 011 a 

(27) 
R = _ .«H (UÎ+VÏ+WÎ)1'_ .«H (UÎ+VÏ+WÎ)1' 

I T= - εε'ε" ® (M2 -4- E2 -+- ΤΝ2). 

Les quantités R et Τ devant être positives, ou a les conclusions sui-
vantes : 

H [E' = -£, si Δ>ο,H [E' = -£, si Δ>ο, 

H [E' = -£, si Δ>ο,H [E' = -£, si Δ>ο, 

11. En résumé, nous avons les formules qui suivent. 
On a posé : 

I ( u, =du, u
2
 — d2u, u ν «■ 

!(ï) I V, z=dv, vx=d*v2 (2) Δ = M, V, W| ; 
( w, = dw, w

2
 = d*w: u

2
 v

2
 %v

2 

(1)("-£· v=£· *==■ 
I U» = —» Vo = -τ-> W„—— 

(/,) H = — (U</*« -f-"W/3e -t- Wd'w), 
24-· 
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a alors 

x y z 1 
K J υ V — W — Δ' 
, , dx dy dz H 

(11) (2) U2 V2 W2 A2 

( {3) rfi = .'5VDÎ + VS + W*; 

/ cosl cos fi COS-J 1 

* ' u ρ w s \/b2-1-p2-!-»2' 

ν ) ν2) ϋ2 — y2 ~ w* ~~ d ^Of+rfTWf' 

(3) cos E cos cos PWJ-WV, WDj-BW, «VJ— PU; e" y/ûppvf+w2 

ft) dcos"k d cos p. d cosv ι 

W (PV2— pVV. = uW2 — <PD, ~ pU2— «V, -

(IV) j
 W PW

2

-«-V
2

 - - uV,-0u, -
 ε

,
(ϋ2+ν2+

^ΐ" 

j
<
-rfco.5=

B
i^±3±S_UlA-^±E±Z

lî 

(3) («2-t- ρ2 4- w2)2 (U2+V2-t-W2)J 

( („ rfî=_
eE
.ffi±5±Ei, 

I / \ ι ,
 //

Δν^«2+ p2-t-«* 
Pi+vi+wi ' 

V (3) .--•"Ci+TiW V (3) .--•"Ci+TiW 

\ (4) Τ =-εε'ε"ξ(«2 4-Ρ2 + Φ2). 

Les lettres ε, ε', ε" désignent ± ι; ainsi on a 

ε = ± ι, ε'= ± ι, ε"±ι. 

J'ai adopté des lettres différentes pour conserver au choix des signes -f-
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et — toute l'indépendance qu'il peut avoir; les radicaux doivent être 
pris en valeur absolue. 

Remarque I, — Dans les formules qui précèdent, les combinaisons 
des quantités ε, ε', ε" ont été faites de manière à vérifier constamment, 
en grandeur et en signe, les relations importantes 

dx = dscosa, d cosX = cos|rfr; 
rfcosa = cos| de; d cosS = — cos a.da — cosXr/r; 

Remarque II. — Si l'on assujettit les quantités R et Τ à être posi-
tives, on a les conditions suivantes : 

(VU) ( H0, 

| ε' = + ε, si Δ<ο; ε" = — ι, si ? < ο. 

Remarque III. — Les formules précédentes ne sont pas applicables 
aux développables circonscrites au cercle imaginaire de l'infini (voir 
la note r). 

§ III. — Cône droit osculateur. 

12. Nous appellerons cône droit osculateur en M un cône ayant 
son sommet en M et touchant trois plans tangents infiniment voisins. 

Nous pouvons définir ce cône par son sommet, dont l'équation 
tangentielle est Celle du point M, savoir : 

(0 ΌΧ -+- -1- Φζ — r = o, 

et par une sphère dont l'équation tangentielle sera 

(2) («O -t- b1*? -t- — ι)2 = 5L2(t)2 -+- «?2 -+- Φ2); 

Ό, 'Φ, Φ sont les coordonnées tangentielles variables; a, b, c sont 
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les coordonnées ponctuelles du centre de la sphère (2); Λ. est son 
rayon. 

Exprimons maintenant que la sphère (2) touche les trois plans 
tangents infiniment voisins : 

(«, p, w); (u 4- du, ν-h dv, tv-hdw)·, 
(u 4- 2du 4- d2u, Ρ + 2dv 4- d2P, w 4- 2dw 4- d2w); 

011 a, après avoir extrait la racine carrée, 

[ au 4- bv 4- c\v = 1 4- \/u2 4- v2
 4- w)

2
, 

1 a(u 4- du) 4- b{ρ 4- dv) -4- c(w 4- <Ap) 

(2) < = 14--f- du)2
 4- (P 4- dv)2

 4- (w 4- dxvf, 
I a(u-h 2du -+-d2u) 4-6(p4- 2dv-\-d2v) 4-c(w+ 2î/W 4- RF2w) 

= I 4-cft.^(M4"" 4-rf2tt)24- (P4-2£/p-t—i/2Pj24-(tP4-2i/w4-i/2w)2 5 

Λ représente p/ttJ ou moins la distance du point (a, b, c) au plan 
(Ό, "<?, Φ); pour trois plans infiniment voisins et quelconques, cette 
distance ne change pas de signe : on doit donc attribuer le même 
signe aux radicaux qui entrent dans les équations (3). Mais ces trois 
équations simultanées peuvent se remplacer par les suivantes, dont 
les deux dernières ont été obtenues en différentiant successivement 
la première : 

!au 4- bv 4- cw =14--7= (u2 4- P" 4- w2), 
V«s4- c3-i- w1 ' 

a du -+- bdv 4- cdw = , (udu 4- vdv ~+-wdw), 
u2+i>7+w2 

ad2u-i- b d2v 4- c d2w — , =? ( ud2u 4- vd2v -+-wd2w 
V«s 4- f2 4- «,2 \ 

ûî±V|+WJ\ 
\ «s 4- p' 4- w2 J 

Pour résoudre ces équations par rapport à a, b, c, multiplions-les 
par U, U,, U

a
, puis par V, V,, Y

s
, enfin par W, W,, W

2
,et ajoutons; 
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eu égard aux notations du n° 3, il vient 

'9L 

(5) 

{ &Δ = V -t- fΔ ·+- V2 2 ' , 

{ &Δ = V -t- fΔ ·+- V2 2 ' , 

CA=W+ . r WA+WJI ' 2—^ · 

Les formules (II), (III), (V) du n°H permettent d'écrire comme il 
suit les équations qui précèdent : 

(6) 

1a = χ -t- e&j^cosX — cosa^J* 

h = y 4- sA^cosp. — cosj3^J
5 

f c = ζ -4- s^J^cosv — cosy^J-

Les équations tangentielles du cône droit osculateur sont alors 

!OJC -+- T?J + Φ2 - I = O, 

()J^D^cosX — ̂ cosa^ -+-*? (cosp. — ~ cos^j ^cosv — ^eosy^ J 

= Ό2 -H χ?2 4- Φ2 ; 

la seconde des équations (7) représente un cercle à l'infini inscrit dans 
le cône osculateur. 

Ce cône doit évidemment toucher le plan (u, e, w) suivant la géné-
ratrice (ou tangente) α, β, y; l'axe de ce cône est donc situé dans le 
pian rectifiant. La vérification de ce fait sera d'ailleurs facile à l'aide 
des formules que nous allons établir. 

15. Déterminons maintenant l'axe de ce cône et son angle au 
sommet. 

Désignons par θ le demi-angle au sommet (angle aigu) du cône 
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droit oscillateur; par β', y' les angles de son axe avec les axes de 
coordonnées. 

Puisque le centre de la sphère inscrite est évidemment sur l'axe du 
cône, on a 

(8) 
e°sa' _ cos β' cos/ sin S 
a — a: b —y c — ζ Λ. 

Il est entendu que α', β', y' désignent les angles que fail, avec les 
axes positifs de coordonnées, le demi-axe du cône oscillateur, pro-
longé à partir du sommet M de manière à faire, avec la demi-droite 
définie par les angles α, β, y, un angle aigu 0; d'ailleurs les angles a, 
β, y sont donnés sans ambiguïté par les formules (III) du n° 11. 

Si l'on substitue les valeurs (6) dans les équations (8), il vient 

(9) 

1 cosa' = ε, ε sin θ cos a. — cosX J » 

| cos]3' = s,£sin0|j^cosj3 — cosp.J> 

| cosy' = ε, ε sin Q fj^cosy — cos ν J ; 

ε, désigne =bi, et se trouve introduit à cause de l'indétermination du 
signe de Nous allons choisir ε, par la condition que l'angle Θ est 
aigu, et que α', β', y' définissent la direction du demi-axe faisant cet 
angle aigu avec la demi-droite (α, β, y). 

En multipliant les équations (9) par cosa, cos|3, cos y et en ajoutant, 
on trouve 

(10) cos0 = ε,ε sin0^· 

Or, d'après les formules (V) du n° 11, on a 
J. 

da e A («2 4- v2 w7)2 

dr = - e' 
(UJ+VS+W2)2 

par consequent', 

(») tangg^-ε,ε'Δ + * +w2) 3/2 
(U'-f-Vi+W2)2 
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L'angle θ étant aigu par convention, sa tangente doit être positive; 
mais nous avons vu, n° 11, Remarque II, qu'on doit prendre ε' = — ε. 
ou E'= + ε, suivant que Δ est positif ou négatif; d'après cela, le pro-
duit (—εε'Δ) est toujours positif; par suite, en supposant ε, = ε, 
l'expression de tangQ sera toujours positive, eu égard aux conventions 
faites. 

Ainsi, les angles α', β', y', avec les axes positifs de coordonnées, du 
demi-axe du cône droit osculateur faisant /'ANGLE AIGU Q avec la 
demi-droite dfnie par les angles a, β, γ, seront donnés sans ambiguïté 
par les formules suivantes : 

i'i 2} 

!eosa'= sintf^^cosa — cosX^, 

cos]S' = sin0 ^^cos|3 — cosjaj , 

cosy' = sin 6 ̂ ^-cosy— cosv^: 

et l'angle aigu Q est donné par la formule 

(i3) tangS = J = - ..'A ('· + " +f. 
(UÎ+VÎ + WJ" 

D'ailleurs, si l'on pose 

on a 
dut = ε2 s/do '2 -+- r/r2, 

SUIS = —5 COS& = ~R· 

et, eu égard aux formules (V) du n° 11, 

sin 0 = ^ (U2-t-V2+W;j \/da'-hdT- ε* [ui+v- + n'')^doi-\-d^^ (U2-t-V2+W;j \/da'-hdT- ε* [ui+v- + n'')^doi-\-d^ 

Mais l'angle 6 est aigu par définition; son cosinus et son sinus doivent 
donc être positifs, c'est-à-dire qu'on doit avoir à la fois 

ε2ε'ε"Δ>ο et -~εε"ε
2
>ο; 

Tome X.VII (2e série). — JCIN 187.!. 
A» 

20 
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or, comme ε' = — ε ou ε' = -+- ε, suivant que A est positif ou négatif, 
ou voit que ces inégalités seront toutes deux satisfaites si l'on prend 
e2= — εε". Par conséquent, on aura sans ambiguïté 

(«4) sin0 = —■> cos0 == ~» αω αω 

après avoir posé 

(•5). άω = — tz"\jdo2 -t- dx2. 

14. Ainsi, en résumé, 

Les équations tangentielles du cône osculateur en M [oc, j, ζ) ίοηί 

ΌΛΤ -h H- Φζ — I — o, 

(VII) Jjû^cosA—^cos-MP^cosp.— ^cos/S^ -t-^^cosv—^ cosy) J 

= Ό2 -+-<?2 -+- Φ2; 

t), t?, Φ sont les coordonnées tangentielles variables. 
Désignons par θ Vangle aigu que fait le demi-axe du cône oscula-

teur avec la demi-droite définie par les angles «, β, y; représentons 
par oc', β', y' les angles que fait, avec les axes positifs des coordonnées, 
le demi-axe que nous venons de définir. Si l'on pose 

(VIII) 

Î(i) dcù = — si"\jda2 dx2, 

on aura sans ambiguïté 

(
2

) sin0 = g, cost? = g, tange = £ 

ί cosa' = cosa cos0 — cosX sin0, 
(3) ( cos β' = cos]3cos0 — cos ρ, sin 6, 

\ cosy' = cosy cosfr —· cos ν sin 0; 

les quantités α, β, γ, da, dx sont définies par les formules du nu 11, 
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et les ε, ε', ε" ont toujours la signification précisée dans la Remarque II 
du même numéro. 

15. Je rappellerai les propriétés suivantes bien connues : 
i° La quantité dm est l'angle de deux normales infiniment voisines; 
20 L'axe du cône droit osculateur est l'intersection de deux plans 

rectifiants infiniment- voisins. 
J'ai déjà dit qu'on nomuie plan rectifiant le plan mené par la tan-

gente (α, |3, 7) à l'arête de rebroussement perpendiculairement au 
plan osculateur correspondant; ce plan osculateur n'est autre que le 
plan tangent (η, ν, w) à la développable. 

Ces plans enveloppent une surface développable qui a été nommée 
développable rectifiante, d'après cette propriété évidente que la courbe 
primitive est une ligne géodésique de cette développable. 

3° L'axe du cône osculateur est donc une génératrice de la déve-
loppable rectifiante. 

4° Si l'on considère un point quelconque I de la génératrice 
MG(«, β, y) appartenant à la surface développable considérée, le 
rayon de courbure R, de la section principale, faite en ce point dans 
la surface développable, a pour valeur d tangd; d est la distance du 
point considéré! au point correspondant M de l'arête de rebrousse-
ment; θ est le demi-angle au sommet du cône osculateur. 

On voit, en outre, que le centre de courbure se trouve sur l'axe du 
cône osculateur; de sorte que : 

La développable rectifiante est le lieu des centres de courbure prin-
cipale pour la surface développable primitive. 

Quoique le sujet ait déjà été abordé plusieurs fois, il y a donc 
quelque intérêt à revenir un peu sur la développable rectifiante; ce 
sera l'objet du paragraphe suivant. 

a5.. 
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§ IV. — Dèveloppable rectifiante. 

16. Je rappellerai d'abord les relations suivantes, qui existent entre 
trois directions rectangulaires (α, β, γ), (Χ, μ, ν), (ξ, y, ζ) : 

(0 

!cos2a -f- cos2 β -r- cos2 γ = ι, 

cos2| ■+■ cos2η 4- cos2! = r, 
cos2X 4- cos2μ 4- cos2v = ι; 
cosa cos! ~i~ cos/3 cosvj 4- cosy cos! = ο, 
cosa cosX 4- cos|3 cosp 4- cosy cosv = o, 

, cosX cos! 4- cosp cosy 4- cosv cos! = ο; 

(2) 

i' cos2 a 4- cos2! 4- cos2X = ι, 
cos2β -h cos2y 4- cos2μ = ι, 
cos2y 4- cos2! 4- cos2v = i; 
cosa cos/3 4- cos! cosvj 4- cosX cos μ = ο, 
cosa cosy 4- cos! cosÇ Η- cos^ cosv = o, 

, cos/3 cosy 4- cosy cos! 4-, cosp cosv = o. 

(3) 

cos λ cos μ cosv 
cosa cos/3 cosy = ε

0
, ε

0
=±ι. 

cos! cosrç cosÇ 

(4) 

cosX = ε
0
(cos/3 cos! — cosy cosvj), 

cosp = s0(cosy cos! — cosacos!), 
cosv = s

0
(cosa cosvj — cos β cos!); 

cos! == ε
0
 (cosp cosy — cosv cos/3), 

\ cost] == s0(cosv cosa — cosX cosy), 
cos! = s

0
(cosX cos β — cosp cos a) ; 

cosa = s
0
(cosvj cosv — cosv; cosp), 

cos/3 = s
0
(cos! cosX — cos! cosv )> 

cosy = £
0
(cos! cosp — cos! cosX). 



PUKES ET APPLIQUÉES. *97 
On a, en outre, les relations déjà citées plusieurs fois : 

(5) 

I dx = ds cosa, d. cosa = cos| da, 
| dy — ds cos β, d. cos β = COSYJ da, 
1 dz—ds cosy, «f.cosy = cosÇi/σ; 
j d.cosX = cos!~dx, d. cos£ = — cos a da — cosX dx, 
J d.cosp = cosrjdx, d.cosY) = — cos|3i?ff — cospdx, 
\ cLcosv = cosÇ dx·, d. cosÇ = — cosy da — cos ν dx. 

17. Eu désignant par α', βr, y' les angles de l'axe du cône oscillateur 
faisant Vangle aigu Q avec la droite (α, β, y), on a trouvé, n° 14, 

(VIII) 

Il cosa' = cosa cosô — cosX sinô, 
(ι) | cos(3' = cos|3 costf — cos/xsin5, 

( cosy' = cosy cosô — cosv sin0; 

1 Μ = ί COSÔ
 = £' «nge-fi 

\ (3) da~ — εε" sjda2 -+- dx2. 

Constatons d'abord que l'axe du cône osculateur est l'intersection 
de deux plans rectifiants infiniment voisins. 

Le plan rectifiant passe par le point (x,y, ζ) et a pour axe la nor-
male principale (f, τη, ζ)·, son équation est donc 

(ι°) (X — .r) cos|-f-(Y — j") cosij-f-(Ζ — 2) cos£ = o; 

en différentiant cette équation et en ayant égard aux relations (5) 
et (1) du n° 16, il vient 

(20) (X — x)d.cos% -t- (Y — y)d.cosYi -f- (Ζ — z)d.cosÇ = o. 

Ces deux équations déterminent l'intersection de deux plans recti-
fiants infiniment voisins; or cette intersection est parallèle à la droite 
(a!, β', y'), car on constate immédiatement que cette dernière droite 
est perpendiculaire aux axes des deux plans (i°) et (20), c'est-à-dire 
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qu'on a 

(3°) ( cosa'cos^ *+" cos|3'COSÏJ cosy' cos ζ = ο, 
( COSK'ÎLCOSÇ -h cosp'd.cosy -Η cos y'd. cos τη — ο. 

18. Nous désignerons les éléments de l'arête de rebrousseuient de 
la développable rectifiante par les mêmes lettres que précédemment, 
en les accentuant. Ainsi nous représenterons par : 

x', y', z' les coordonnées du point M' intersection de deux généra-
trices infiniment voisines de la'développable rectifiante; 
M' sera le point correspondant au point M ; 

α', β', y' les angles de la tangente en M' à l'arête de rebroussement 
de la développable rectifiante; 

λ', μ.', ν' les angles de l'axe du plan osculateur; 
ξ', ï]'t ζ' ceux delà normale principale; 

ds' l'élément, en M', de l'arête de rebroussement de la déve-
loppable rectifiante ; 

ί/σ' l'angle de deux tangentes infiniment voisines; 
de' l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins; 
9' l'angle au sommet du cône droit osculateur à la rectifiante. 

19. Le plan rectifiant de la développable primitive est précisément 
le plan qui enveloppe la développable rectifiante : il est donc son plan 
osculateur; par conséquent, 

(6) 

ε2 cos λ' = cos|, 
ε
2
 cosp.' = cosr,, 

ε2 cosv' = cosÇ. 

Les valeurs de cosë', cosij', cos ζ' seront données par le second groupe 
des formules (4)> n° 16» en ayant égard aux formules (il, n° 17, et (6), 
n° 19; on trouve ainsi 

i ε3
 cos|' = — (cosX cos5 -+- cosasintf) =d. cos e/dw 

(7) < ê, cosij' = — (cosfi. cosS cosjS sinG) =d. cosn/dw 

Τ ε, cosÇ' =— (cosv cqs$ -f-côsy sinS) —d. cos C/dw 
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car l'emploi des formules du n° 16, pour des systèmes différents 
a, ...,λ,..., α',.·., λ',..., ξ',··· de directions rectangulaires, 
donne lieu à l'introduction de plusieurs facteurs e„, e

0
 dont nous dési-

gnons le groupement par ε3. 

20. Calculons maintenant, d.cosa',... ; d.cosl',... ; d.cospf, 
La première des relations (ι), n° 17, donne 

rf.cosa' = d.cosoc cosS — sin0c?.cosX— (cosa sinS -t-cosXcos0)efô; 
eu égard aux relations (5 J, n° 16, et aux relations (a), n° 17, on trouve 
la première des égalités suivantes : 

ί i/.cosa' =—(cosasinS-t-cosX cos6)dô— — d.cos£,=cos%.dQ.ε
3
, 

(8) | i/.cosj3'=—(cos]3sinô-t-cosp.cos9)d$= ̂ d.cosYi=cosrf .d0.e
3

, 

f d. cosy'=—(cosy sin 0-1-cos ν cos0)d0=:^if.cosÇ=cosÇ'.<i0^
3

. 

Des relatious (6), n°19, et (5), n°16, on conclut 

ί z
2
d.c osX' — d. cos| =— cos a de — cosX de = ε

3
 co βξ'.ί/ω, 

(9) ] z
2
d.cosp' =d.cos-η =—cosfida — cospdz = ε

3
 cosïj'-^ω, 

( z
2
d.cosv' -=d.cosÇ =— cosydb- — cosv r/τ = ε

3
 eosÇ'.elco. 

Enfin des relations (7), n° 19, nous tirons 

ε
3
 d. cos|' = — cos0 d. cosX — sin θ d. cos α + (cosX sin 6 — cos α cos θ) d6 ; 

puis, en ayant égard aux relations (5), n° 16, (1) et (2), n° 17, on a la 
première des égalités qui suivent : 

ί t
t
d.cos|' = — cosa'd9 — coβξί/ω =— cos a! dQ — ε

2
 cosX'i/ω, 

(ro) l ε
3
d.cosv}' =—cos]3d$ — cosvji/ω = — cosfi'dQ — z

2
cosp/r/ω, 

( 8
3
rf.cosÇ' = — cosyd0 —cosζdω —— cosy'dâ —% cosv'r/ω. 

21. Des valeurs (R) et (9} on déduit 

ί/σ' = ̂ (d. cos α' )2 -t- (r/. cos |3')2 -+- (d. cos γ')2 = ± d9, 

dr' = \/(d. cosX')2 -+- (d. cos/Λ')2 -t- (d. cosv')2 = ± \]da2 -t- dz~ =± du>. 
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Comme il importe de vérifier toujours les relations types 

cf . cos a' = cosξ'do'; 

(ιι) { d.cosX' = cosi-'dx'; ; 
' d.cosf =— cos a! da' — cosX'i/τ' ·

7
 ... ; 

on voit, d'après les valeurs qui précèdent (7), (8), (9), (10), qu'on 
devra prendre en grandeur et signe 

M 
; do' = sadQ, 
| dx' — ε

3
ε
3
άω. 

Si l'on assujettit tang0' = à être positif, on voit qu'il faudra prendre 

(ra bis) 
j ε

2
 = - εε", si d$ ]> ο ; 

( ε
2
 = εε", si d9 <1 ο. 

On pourra encore disposer de ε
3
 pour rendre R' et T' positifs. 

22. Désignons par oc',y', z' les coordonnées du point M' que nous 
dirons correspondant au point M', n° 18; on aura 

(Ί3) 
!xJ = oc + I cos α', 
y' = y -1- / cos/3', 
ζ' = ζ 1 cosy'; 

ai, β', y' désignent toujours le demi-axe du cône osculateur tel qu'il a 
été précisé ci-dessus, n° 14; oc,y, ζ sont les coordonnées du point M; 
l est la distance du point M' au point M, cette distance, comptée à 
partir du point M', étant regardée comme positive ou négative, suivant 
que le point M' est sur la demi-droite définie par β', y', ou sur le 
prolongement de cette demi-droite. 

Pour obtenir la longueur l, nous différentierons les égalités (i3) en 
regardant oc', y', z' comme invariables; on trouve ainsi 

ο = doc Id.cosa' -f- cosa'dl, 
ο = dy Id. cos β' H- cos β'dl, 
ο = dz -f- Id. cosy' -f- cosy 'dl; 
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d'où l'on conclut, par l'élimination de dl, 

ds cosœ -+- Id.casc/! ds cos β -+- /if. cos β' ds cosy -4- Id.cosy' 
cosa cosS' cosy' 

La comparaison des deux derniers rapports donne 

ds{cos§ cosy' — COSY cos^S') = l(cosp'd.cosy' — cosy'd. cos β'). 

Si l'on a égard aux relations (1), n° 17, (8), n°20, il vient 

ds sin0 = Ide, 
d'où l'on conclut 

!'4' ' = — =ΛΓ· 

Pour obtenir l'arc ds', nous différentierons maintenant les éga-
lités (i3) en faisant varier toutes les quantités, ce qui donne 

doc' = dx + Id. cos a' -t- cos a! dl, 

ou, d'après les relations (5), n° 16, (8), n°20, (i4), n° 22, (1), n° 17, 

doc' = ds cosa — //jsin5(cosasin0 -+· cos λ cos θ) -t- cos a' dl, 

dx' = ds cosS(cos« cosS — cosXsin0) -4- cosa'dl 
— cos a' co sôds cos a'dl; 

on a donc, eu définitive, 

(ι5) 

!dx' = cos a' (cos ô ds -t- dl h 
dj' = cosj3'(cos dds ■+■ dl), 
dz' = cosy'{cos Qds + dl). 

On conclut de là 
ds' = ε, (cosûds -+- dl) ; 

comme il nous faut vérifier les relations 

(16) doc' = ds' cos a', dy' = ds' cos β', dz' — ds' cosy 
Tome XVII (2e aerie). — JUIN 18-2.2 6 
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il en résulté ε, —-+-i, et, par suite, 

(*7) ds' — cosS ds + dl — ri,(sin6. 
sinG 

Enfin si l'on pose 

(18) da' = — εε"ε2ε3\/άσ'2 ■+· dz'% — — εε"ε
1

ε
ΐ
 \JdQ2 -4- άω2, 

on aura, d'après les formules (Vïïl) du n° 17, en désignant par 6' un 
angle aigu positif, 

tang^" sin *=£,cos 0' = dr' dw' 

c'est-à-dire 

(19) tangô' = £
2
^, sinÔ':=e

3
^, cos0' = ε

2
ε

3
 ̂ · 

> 25. Eu résumé, nous aurons, pour la développable rectifiante, les 
formules suivantes : 

cos a' = cos a cosô — cosX sinS, 

t (1) < cos|3'= cos/3 cosô — cospsinô, 
I l cos·/ = cos7 cosô — cosv sinô; 

(VIII) J 
(.) sine = |, cosô=|, lange =do/dr ; 

[ (3) άω =—εε \jda* -1- dz2. 

ι ε2 cos λ' = cos ξ, 
(ι) j ε

2
 cosp'= cos>j, 

( ε
2
 cosv' = cosÇ; 

(IX) | i ε
3
 cos£' =— (cosasin0 -t- cosX cos0) = —cos E/dw 

(a) / ε
3 cos>3' = — (cos|3 sin0 -t- cosp cos0) =d. cosn/dw 

| f ε
3
 cosÇ' = — (cos-y sin θ -t- cosv cosô) =d. cos E/dw 
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d.cosa'= — (cosasin# cosXcos$)£/$ 

2θ3 

1 = ̂ e?.cos| = cos|'£/$.s
3

, 

! rf.cos|3' = — (cos/3 sin$ -f- cos/xcos$)c/ô 

(1) — -Y- A. COSYJ = COSÏJdo. ε,, 

I c/.eosy' = — (cosy sin$ -t- cosv cos9)άθ 

(Χ) ' [ = ̂ of.cosÇ = cosÇ'cfô.e
4

; 

/ e
2
fi/.cosX'=<3/.cos| — cosacda—cos\dz~s

z
 cos%du>, 

(2) < Zzd.cospl—d.cosri = — cospda — cos/xrfr = s
3
 eosn/ί/ω, 

( e
2
i/.cosv'=rf.cosÇ = -—cosyf/σ— cosvrfr=€

s
 cosζ'ί/ω; 

!t3d.cos% =.—cosa'dQ—cos ξί/ω = — cos oc'dd—s2cosX'c?w, 
(3)ε

3
 d. cos JJ'= — cos/3 7/$—cos rj da = — cos /37/$—ε

2
 cos μ Υ/ω, 

ε
3
 β/, cos Ç'=—cos y7/$—cos ζάω— — cos y'dô—ε

2
 cosv'da. 

!oc' — oc -+- I cos a', 

(1)y' — y -1-1 cos/3', 
z' — Ζ ■+-1 cosy'; 

W ~~dë ' 
(3) ds' — cos θ ds -+- dl; 

(4) da'= ε3άθ, dz = ε2ε3ί/ω; „ . 7.(4) da'= ε3άθ, dz = ε2ε3ί/ω; „ . 7. 

alors tang#' est positif; 
(5) d'd—— εε"ε2ε3 γΥ/#2 + dwi2; 

(6) tang ô = e
2
^? 6ΐη#=ε,^, cos $ = ̂  ε

2

 ε
3

. 

Nota. — Les signes ont toujours été déterminés de manière à vérifier 
les relations fondamentales 

doc' — ds' cosa', d.c.osa' — cosξ'ιΥσ, 

d. cosX' = cosS'i/r', d.cos!-' = — cosoc'do' — cosXY/τ'; 

26.. 
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Si l'on désigne par 

T la tangente relatives au point M situe sur l arete de rebrous-

N la normale B la binormale semen t de la développât le clonnee; 

T'ia tangente ) relatives au point M' (correspondant de M) situé 
N' la normale > sur l'arête de rebroussement de la développable 
Jî' la binormale ) rectifiante, 

on a les relations suivantes, eu égard aux formules du n° 23 : 

( cos(T',T) = cos#, cos(N',T) = — e
3
sin#, cos(B',Τ) = o, 

(XII) cos(T',N)=o, cos(N',N) = o, cos(B',N) =ε2, 
( cos(T', B) = — si η # ; cos (Ν', Β) =—ε3 cos# ; cos (Β', Β) = ο. 

La binormale en un point d'une courbe gauche est l'axe du plan 
osculateur en ce point; par normale, nous entendons la normale 
principale. 

• 

24. Les formules relatives à la développable rectifiante, que je 
viens d'établir, ne sont pas nouvelles; presque toutes ont été déjà 
données par M. de Saint-Venant (3ie Cahier du Journal de l'École 
Polytechnique, i845); elles ont été reprises ensuite, en partie, par 
M. Voizot ( Journal de Mathématiques pures, t. XV; i85o; p. 483; 
t. XVII; i85a, p. 253), puis par M. Frenet (Journal de Mathématiques 
pures, t. XVII; I852; p. 445)> etc. 

Les démonstrations que j'ai données sont peut-être un peu plus 
simples que celles qui se rencontrent dans les Mémoires cités; mais, 
si j'ai repris la recherche des formules relatives à la développable 
rectifiante, c'est moins pour simplifier que pour établir très-nettement 
la correspondance des signes et leur signification précise, de manière 
à vérifier les relations fondamentales que j'ai rappelées plusieurs .fois; 
de sorte que l'emploi de ces formules ne laisse subsister aucun em-
barras pour le choix des signes et leur interprétation, ce qui a une 
extrême importance dans beaucoup de questions. 
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NOTE I. 

2D. Les formules démontrées au commencement de ce Mémoire, 
et résumées au η °U, se présentent sous une forme indéterminée lors-
qu'on veut les appliquer au cas où la développable est circonscrite au 
cercle imaginaire de l'infini. 

Cette importante variété de surfaces développables, sur lesquelles 
je me propose de revenir plus tard, présente des propriétés particu-
lières qui méritent d'être étudiées. Je me contenterai d'indiquer ici les 
formules initiales qui permettent d'aborder cette étude dans le système 
des équations tangentielles et d'y joindre quelques remarques. 

i° Les génératrices de cette développable (c'est-à-dire les tangentes 
à l'arête de rebroussement) sont parallèles aux génératrices du cône 
asymptote de la sphère. 

2° Si l'on considère une génératrice quelconque, mais déterminée, 
le carré de la distance d'un point quelconque de cette génératrice au 
point où elle touche la deuxième surface à laquelle la développable est 
circonscrite est constamment nul. 

Je n'ai pas besoin de faire observer que cette propriété est pure-
ment algébrique. 

Pour démontrer ces propositions, je remarque que, d'après l'hypo-
thèse, la surface développable en question est définie par deux équa-
tions de la forme 

(') 

( u2 -+- c24- w2 = o, 

( f{u, v, w) = o. 

Soit («„, v
e

, w
9

) un plan tangent commun aux deux surfaces (i), 
ses points de contact respectifs avec chacune de ces surlaces seront 

O) 
( uu

a
 -I- vv

0
 4- wxv

0
 = o, 

U-fi v-f -\~W fi- + -r — °\ 

on a, en outre, les équations de condition 

(a bis) 
ι «o -+- ηwl =0, 
i/(»e,«'0,We) = O. 
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Les deux points (a) déterminent la génératrice correspondante de 
la surface développable; un point quelconque de cette génératrice 
aura pour équation 

w (έ
+λΜο

)
Μ

"
1
"(^

+λί
'
ο

)
ρ+

(έ
+lw<)w-+-%

0

-o> 

λ étant une indéterminée. 
Or, si l'on désigne par x

0
, y

0
, z

0
 les coordonnées du point de con-

tact du plan tangent (u„, v
0

, w
(>
) avec la surface f{u, v, w) = o, on a, 

d'après la seconde des équations (2), 

(4) Xg y*_ _Zo_ I_ 
ÉL~ ill~ ÉL~ 'É 
du

0
 dv

a
 dw

0
 dr

0 

l'équation (3) pourra alors s'écrire 

(5) (ft«
0
 — x

a
)u 4- (fiv

0
 — jr

0
)v-+- (pw

0
 — z

0
) w + 1 = o, 

en représentant par jχ l'indéterminéey/df. 

dr„ 

Par conséquent, on aura, en désignant par χ, γ, ζ les coordonnées 
du point (5), 

(6) x = x
a
 — ILU

0
, r = ro— μν<>, z = z 

0
-p

0
; 

ce <ju on peut écrire 

(6 bis) (G) . 

Les équations (6) définissent les coordonnées d'un point quelconque 
de la génératrice correspondant au plan tangent fixe (u

0
, p

0
, w0), pour 

lequel on a toujours 

(7) ul -f- v\ ·+" wo — °* /("ο»ν
0

, Wo) = o; 

les équations (6 bis) sont les équations de cette génératrice. 
Remarque. — Eu égard aux équations [η] et (4), les quantités «

0
, 

e
0
, w„, et, par suite, les quantités x„, j-„, z

0 peuvent être considérées 
comme des fonctions d'un paramètre arbitraire, t par exemple; d'après 
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cela, les coordonnées a?,jr, z, définies par les équations (6), seront des 
fonctions des deux variables indépendantes t et /x, et détermineront un 
point quelconque de la surface développable représentée par les équa-
tions (1). Lorsque t reste constant, le point se déplace sur la génératrice 
correspondant an plan tangent («

0
, v0, w0); si P- reste constant, le point 

se déplace sur une certaine courbe dont on obtiendrait les équations 
en éliminant t entre les trois équations (6). 

i° Si l'on mène par l'origine une parallèle à la génératrice G, 011 

aura 
— = — = d'où x2 -t- r2 -t- z2 == ο ; 

ainsi les génératrices sont parallèles aux génératrices du cône asymptote 
de la sphère. 

20 On déduit encore des équations (6) 

{x — x
0
)2-h {j-j

0
)z+-(z - z

0
)2 = p.2(«g -t- pg + wSj; 

or p. n'est pas infini, car λ est arbitraire, et ~ n'est pas nul, puisque 
f(u, v, w) = ο représente une surface quelconque; d'ailleurs 

«0 + vl -+- wl = °> 
par suite 

(x - x0)2-h{f —JToY+ (z —z
0
)2 = 0; 

c'est la seconde des propriétés énoncées. 

NOTE II. 

Application des formules qui précèdent à la suface développable 
définie par les deux équations tangentielles 

u2 -+- v2 -4- w2 = — > a2 u2 ■+- b2v2-+- c2 w2 — 1. 

26. Les surfaces représentées par les équations tangentielles 

(') u2 -t- V2 -+- W2 = «2tt2H- b2v2 -I- C2W2 — I 
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sont un ellipsoïde rapporté à ses plans principaux et une sphère con-
centrique. 

Nous poserons 

(*) 

/ A = £2 — c2, A, = ι —a2/r2 

| Β = c2 — α2, Β, = ι —b2/r2, 

(c=a2 — b2, C
f
 = i-^î 

d'où il résulte 

(2 bis} 

iA 4- Β 4- C = o, 

α2 A 4- £2B4- c2C = o, 

AAj + BB, + CG
f
 = Oj 

AA2 4- BB2 4- CC2 = - -

Les deux équations (1) de la développable donnent lieu aux rela-
tions suivantes : 

(3) 

| Bw2 - O2 = A
4
, 

CM2 - AW2= B4S 

( Ap2 —B«2 = C<; 

(4) 

f A, a2 4- B4
 V2 4- C4

 vp2 == o, 

I Jw4J -p*-i -w = —■ 9 

1 A?Ai , ££> _ _ A. B
t

 C, 
u2 v2 w2 u2v2w2 

[ A2«2
 4- B

2p2
 4- C2 w2 = - ~ u2 - 5^. 

27. Des équations (1) on déduit 

udu 4- vdv 4- wdw = o, a2 udu 4- b2 vdv 4- c2 wdw = ο, 

d'où il résulte 
udu vdv wdw 
~Â~~~ ΊΓ — " 
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En désignant par dt la valeur commune de ces derniers rapports, 011 
aura 

(5) udu — kdt, vdv — Bdt, wdw — Cdt, 

et l'on pourra regarder u, v, w comme des fonctions de la variable in-
dépendante t. 

Des égalités (5) on conclut 

(6) 

I d2u —— ^-dt2, d3u = 3 — dt3, 

| d2 ν — — ̂  dP, d3 ν = 3 ~ dt3, 

( d2w ———,dt2 : d3w= 3 — dt3. 

Si maintenant nous avons égard aux notations du n° 11, on a 

u ν w 

Λ
 — dt —dt -dt 

--dt2 - %dt2 --
3
dt2 

en ayant égard aux relations (3) et (4) du n° 26 et aux valeurs (6) qui 
précèdent, on trouve 

I U = ̂ ?^s, ( Uo — — — dt, 

(
7
){ν=^?Α·, (8) I V

2
 =— —dt, (9) k = -^^dt3, 

I W = ~^dit3; [ w
2
=— —dt-, 

(lO) 
( H = 3

ABC
:t

BrC
'^

6
; 

j v/Ul -t- Y| + W| = ̂  sjk\u2 + Bp+"cfu-2. 

ε
0
 désignant + 1 ou — 1 suivant que uvw est positif ou négatif, car les 

Tome XVII (2e-aérle). — JDILLET 1872.2 7 
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radicaux qui entrent dans les formules du n° 11 doivent toujours être 
pris avec leur valeur absolue. 

28. La substitution de ces valeurs dans les formules du n° 11 nous 
conduit immédiatement aux expressions suivantes : 

(') x=-sâ"· r=-cj*· z = -Â^,w· 

(II) ^
 =

 ^1
 =

 ̂ .
=

_3^?5
γ

Α;· 

(III) ds = Î%. 3 v/Âf«2+B>2-i-C?w2 dt; 

IV) cos λ = ε. ru, cos ρ. = ε.π>, cos ν = ε.ην·, 

,y\ cosa cosf5 cosy /ε,, 
A,u~ B,f — C,w ~ B>

2
4-C>

j
' 

,y J\ COS \ COS» COS ζ ε"ΐ, 
Aw ~ ΒTwî ~~ Gm ~

 r u
i + By + C>5' 

(VII) - εε'ε". r2T = 3 uw, 

(VIII) - 3%^ = 3^3 u
V
w{k\ic -f- BJQWf ; 

( + & = _L_y[A;BICitte-+-AsB?CV-t-A1BiC*w·], 

(IX) < ou, en. ayant égard aux relations (2) et (3), 

I +f* ·*-~=Γ' — ïpjc; [^" + Bi ci ]> 

les lettres ε, ε', ε", ε0(... représentent toujours ± ι. 

29. Nous allons tirer de ces formules plusieurs conséquences. 
i° Varête de rebroussement de la développable en question est du 

douzième ordre (cas particulier d'une proposition connue). 
Cherchons, en effet, combien il y a de points de la courbe dans 

un plan arbitrairement choisi mx + nj pz -h q = ο s D'après les 
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valeurs (I), u° 28, et les équations (1), n° 26, on a, entre les incon-
nues u,-v, w, les trois équations 

"EE " + "ES " + - î = ο. 

a211- -+- b2v2 -+- c2w2 —1 = 0, 

a- + v2 -f- w2 =1/r2 

or ce système d'équations admet 3.2.2 = 12 solutions; la courbe est 
donc du douzième ordre. 

30. Évaluons l'arc s. 
On a, après avoir posé ε'ε

0
 = ε,, 

ds = ε,. f\lAfur H- Bfv'1 -+- (.'.2w'-.dt, 

ou, en ayant égard à la dernière des relations (4) et à la première des 
égalités (5), 

α = ''·εεε;V~F"-r' 

En intégrant, il vient 

(11)
 i==

 const.J , 

ou, d'après la dernière des relations (4), 

(11 bis) s= const. — ε,. ^ (Af u2 -t- B, c2 -h C2 w2)2 · 

Pour bien préciser les signes, supposons, par exemple, 

(12) a>5>c et «>r>6; 

il en résultera alors 
J A > ο, A, < o, 

(12 bis) <B<o, B, >· o, 
( C o; C, o. 

3·;.. 
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L'arête de rebroussement rencontre le plan des oc y en un point réel 
pour lequel on a 

(*3) Q B| a A( 
2 = 0, w = o; ir = = —. 

Si l'on compte l'arc à partir du point situé dans le plan des oc y et 
défini par les égalités (r3), on aura 

1
 = " · âsô; [<-

 A
'
B

' - (-7^
 c

· ) '] · 

Si l'on suppose l'extrémité de l'arc s située dans le trièdre des coor-
données positives et qu'on ait égard aux inégalités (12 bis) et aux 
valeurs (I) du n° 28, on voit que 

uo, p>o, w<C. ο et Δ<(ο; 

d'après la remarque II du n° 11, on en couclura ε' = +£, puis, d'a-
près la remarque du n° 27,' ε0 = — ι, d'où ε, = — ε'. 

Par conséquent, nous aurons 

(14) 11 (*4) er Aì BtCi 

De l'égalité (14), nous tirons 

(i5) _ (29 a» -h B, C.)' = (S 4- A-)2, 

après avoir posé 

(15 bis)k= A, B.C. ' 

la longueur algébrique de s étant définie sans ambiguïté par la for-
mule (i4). 

Si l'on désigne par ρ la distance du centre commun aux deux sur-
faces (1) au point (oc, y, z) extrémité de l'arc s, on aura, par la com-
paraison des relations (ï 5) et (IX), 

(16) ρ2 = r- -f- (i -h A)2. 
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Ainsi : 
a° En désignant par s la longueur de l'arc de l'arête de rebrousse-

ment, par ρ la distance de l'origine [centre commun des deux sur-
faces (i)] à l'extrémité de Γarc s, on a la relation suivante, extrême-
ment simple et remarquable : 

(X) (S2 = r1 ■+■ (s -4- A·)2 ; 

la valeur de la constante k dépend de la position de l'origine de l'arc s. 
Dans les hypothèses où nous nous sommes placé, A: a la valeur (i5 bis). 

31. Nous avons pour le rayon de torsion Τ la valeur simple, en 
ayant égard aux conventions faites, 

(XI) - ε r2l = 3 —r uvw 

Si l'on a égard à la dernière des relations (4), n° 26, et à la rela-
tion (i5), n° 30, l'expression (VIII), n°28, du rayon de courbure R 
prend la forme également simple : 

(XII) h ε", r3R = 3 A
F -«(W(F H- k). 

Les relations (XI) et (XII) donnent comme conséquence la suivante : 

(XIII) 
R .V -i-A-

Τ ~~ r ' 

c'est-à-dire que le rapport des rayons de courbure est proportionnel à 
la longueur de l'arc de la courbe. 

32. Si l'on a égard à la premiète des relations (4)> n° 26, savoir : 

A] ic -τ* BfP" -f- G,xv — o. 

les expressions (ΙΥ), (V), (Yl) du n° 28 conduisent aux égaRtés sui-
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•vantes : 

(r7) 

ί A, cos2X-|-B, cos^-l-C, cos2v = o, 

— + V + ΊΓ = °' 

( ÎË ï~ ïy — Ο-

De là résultent les propositions suivantes : 

4° Les axes des plans oscillateurs sont parallèles aux génératrices 
du cône 

(XIV) , A,.r2 B|j·2 C, ζ- = o. 

5° Les tangentes de Γ arête de rebroussement (ou génératrices de la 
développable circonscrite) sont parallèles aux génératrices du cône 

(XV) x2/A1 + y2/B2 + z2/C1 =0. 

Ces deux propositions sont conséquences l'une de l'autre; les deux 
cônes (XIV) et (XV) sont réciproques. 

6° Les normales principales sont parallèles aux génératrices du 
cône 

(XVI) A2A, B2B, C'C, 
χ jr2 ζ1=0. 

33. Les cosinus des angles de l'axe du cône oscillateur ont aussi 
une expression simple et remarquable ; nous allons les calculer. 

D'après les formules (VIII), u° 14, les angles a', j3', y' de l'axe du 
cône oscillateur sont définis par les égalités 

(18) 

Ida cos α' = cos α Λ — cos λ de, 
da cos β' = cos β de — cospda, 
da cosy' = cosy dz — cos ν da 

da = — £t"\Jdg'i dx1. 
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On a, d'après les formules (Y), n° 11, 

u' + v + iv2 UÎ+VjH-WJu' + v + iv2 UÎ+VjH-WJu' + v + iv2 UÎ+VjH-WJ 

puis, eu ayant égard aux relations (i), n°26, (9) et (10), n° 27, (IY) 
et (Y), n° 28, 

( (h = — εε"ε
0
.1-^-<Jk\ ir 4- Β2 p2 4- C? w", 

(19) L ^ £ S · AJA2-HBJC,2-H CF Α12'L ^ £ S · AJA2-HBJC,2-H CF Α12' 

cosλ = ε./7έ. cosa — — ε ε0 A1u A21 u2+B12 v2+C21n2 

11 résulte de là 

-^-•COSÎC =+ SA ε 1- εε ε . -r^—-—~ι-^-•COSÎC =+ SA ε 1- εε ε . -r^—-—~ι 

ou encore 

uvw ̂  ( A \ M
2 4- Bf P

2 4- C2 w2) cos a' 

= εε'ε". A, «[r2(Aj/7s 4- Bfe2 4- C2w2) -h B, C, ]. 

En remplaçant da par sa valeur — εε" \Jda2 4- dx2, il vient 

iitw(ÂjM8 4- Β j ρ2 4- C2 w2)—σ ̂  'k cos α' 

= — ε'. A, w[r2(A2ii2 4- Bf Ρ2 4- Cjw2) 4-Β,C, J; 

en ayant égard à la dernière des relations (/j), n° 26, le second membre 
de cette égalité se simplifie, et l'on a 

(i°) aw(A2tt2
 4- B2e2 4- Cfw2)

 d[
 d cosa' = ε' id. 

Je remarque maintenant que les relations (19) donnent 

7? — ~~1—τ ' \k,U 4-B. Ρ τ G,W J 4- -5-,- -, „ 5 
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ce qui peut s'écrire 

( uvw{L\u2 H- Bf v2 -+- Cf w2) ^da+ dr2/dt 
(2

°) 
= ̂ r9(A.*u* 4-B®^ -+-C?W2)3 -+· AfB'Cf; 

puis, en ayant égard à la dernière des relations (4), n° 26, et à la 
seconde des valeurs (IX), n° 28, on trouve 

(3°) \Jre{A2u3 + B?v2 + Cf w2)s -h A?B?C2 = JA, B, C„ 

où 
Ρ = \]Χ2

 -H J
2
 ·+- Z2 , 

D'après les égalités (i°), (a0) et (3°), on trouve, pour la valeur de 
cos oc', 

ρ cos oé = ε
 "BC" " 

On est donc ainsi conduit aux valeurs très-simples 

ί ρ cos α = ε α , 1 

(XVII) | ρ cos/3' = ε'^τ"
 ρ3

' I °" Ρ
 = \!χ2 + .Υ2 + ζ2ι 

\pC°sf = B—W\ J 

lesquelles déterminent la direction de l'axe du cône droit osculateur ou 
la génératrice de la développable rectifiante. 

Eu égard aux valeurs (I), n° 28, les relations (XVII) peuvent en-
core s'éerire 

(XVIIù/ί) pcosa' = — ε'.χ, pcosfi' — — s'.jr, pcosy'= — ε'.ζ. 

En tenant compte de la première des relations (4), n° 26, un trouvera 
encore 

A1 1/3 A 2/3(COS a.'Y -+- Β)B* (cos |3')3-h CIUF(cosy')* = o. 

De là nous tirons les conséquences qui suivent : 



PURES ET APPLIQUÉES. 217 

70 Les axes des cônes droits osculateurs passent constamment par 
le centre commun à la sphère et à l'ellipsoïde et décrivent le cône 

(XVIII) (A
(
 Α^' + φΒ* j-2)'-t-G

1
C2z2)' = o; 

c'est-à-dire que la développable rectifiante se réduit ici à un cône ayant 
pour sommet le centre de la sphère; et l'équation (XVIII) est précisé-
ment l'équation de ce cône. 

Ce cône est du sixième ordre et de la quatrième classe ; ses équations 
tangentielles sont 

(XVIII bis) /· = o, — 4- _
 +

 — =0; 

il possède : 
6 arêtes de rebroussement; 4 arêtes doubles; o plan d'inflexion; 

3 plans tangents doubles. 
Les six arêtes de rebroussement sont : 

Β,Β2^·2-^ C^z2 = ο, χ = ο: 

χ ~ ο est le plan tangent de rebroussement pour ces deux arêtes; 

A,A2x2-l· CJG2s2 = ο, y — o: 

y — o est le plan tangent de rebroussement pour ces deux arêtes; 

A, A2x2-h BtB2y2 = ο, z — o: 

ζ — o est le plan tangent de rebroussement pour ces deux arêtes. 
Ainsi les plans principaux de l'ellipsoïde touchent respectivement le 

cône (XVIII) suivant deux arêtes qui sont des arêtes de rebroussement; 
les trois plans de rebroussement sont précisément les trois plans tan-
gents doubles. 

Les quatre arêtes doubles sont : 

(i°) A \JÂ~,X= By/Bjj·*— C^G, z-, 
(2

0
) -AsjT

t
x= Β fB~

t
y = Cs/CTs, 

(3°) A \JA, χ =— Β y'Bj y — Cy'GjZ, 

(4°) A y'A
(
 χ = Β y/B, y — — G γ G, s; 

Tome XVÏI (âe série). — JUILLET 1872. 
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et les systèmes respectifs de plans tangents en chacune de ces arêtes 
ont pour équation : 

(1°) A,k-x*-h C,C2
z
2
— BC v/B^yz — CAxz — AB {k^

t
xy = o, 

(11°) A,A2x2-!- C.C^-— BC CA \/CÎÂÏ xz -f- AB v'ÂTb^xy = ο, 

(III0) A, A2*2 -l· B,B2j2 C,C2z2 -!- BC v/bTc7yz — CA xz 4- AB v/ÎÛW = ο, 

(XV°) A,A=x--+- Β,Β^-f- C|C2z2-[- BC y'B.C,yz CA y/C.A, xz — AB γΑ,Β,χ/· = o. 


