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Courbure en un point d'une surface définie par son équation 
tangentielle; 

PAR M. L. PAINVEY. 

1. Dans le Mémoire précédent, qui avait été présenté à l'Académie 
dans la séance du 18 juillet 1870, j'ai donné les formules, jusqu'alors 
inconnues, qui permettent de déterminer les éléments de l'arête de re-
broussement d'une surface développable définie par ses deux équations 
tangentielles. Dans le présent Mémoire, présenté à l'Académie dans la 
séance du a octobre 1871, je m'occuperai delà détermination de la 
courbure en un point quelconque d'une surface définie par son équa-
tion tangentielle. Les formules que j'obtiens, et qui n'ont jamais été 
données, que je sache, pourront être très-utiles lorsque l'usage des 
coordonnées tangentielles sera plus répandu. 

J'ai également résolu les deux questions suivantes : 
i° Détermination des éléments d'une courbe définie par son équa-

tion tangentielle; 
a° Détermination des éléments de l'arête de rebroussement d'une 

surface développable définie par son équation ponctuelle. 
Ces deux questions seront l'objet d'un troisième Mémoire. 

ii-

2. Soit donnée l'équation, en coordonnées tangentielles, d'une sur-
face (S), 

f(u
3
 v,w) = ο ou /(«, ν, w, r) = o, 

en rendant homogène le premier membre de cette équation ; «, v, w 
28.. 
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ou ρ ρ ~
r
 sont les coordonnées d'un plan tangent quelconque à la 

surface S. 
Nous adopterons les notations suivantes : 

f* 3 M f~ 3P' f3 3«/' "'4 3r' 

du2' f*3 3«3c' J*3 3«3w' f,Â 3α3τ·' 

(1) W J '22~ ÏF* Ji3~ 3^' —W J '22~ ÏF* Ji3~ 3^' — 

Ι j33 ~ 3«*' Zm ~ 3^3r' 

\ Z44 — ar» ' 

fi f 2 ./îs /ffl 

(2) H = / \ TT_ ft fi fi fa É?H/ \ TT_ ft fi fi fa É?H Hrs = dH/dfrs 

,/h fa fa fa 

On a alors les identités suivantes, où l'on a fait r = ι après les dif-
ferentiations : 

uf + vf 4- wf +f — mf 
Iufi-trPfa-+-wf3 + fi* = {Tn-l)f„ 

(3)ufi + fi -+- wfz + fa = (m — I) /a, 
uf\ + yfzi.+wf

3
 -{-./34 = (m — l)fi 

ufi+vfi+ wfa 4-/44 = (W — f)f, 
d'où 

f IL, +/2H2i 4-/3H3) 4-/4H4) =H/m-1 v, 

^ H
12

 4- f H
22

 4-/3H
32

4-/
4
 H

42
 = P, 

(3iw) 
./i HI3 fi H23 4- f H33 4- f H

43
 = pp—- TV, 

y.H„4-/
L

H
M

4-/,H
M

 4-/IH
44
 = ——-j 

en supposant que m est le degré d'homogénéité de la fonction def 
rendue homogène. 
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3. Si maintenant («, e, w) est un plan tangent à la surface S, le 
point de contact de ce plan aura pour équation 

u/i + v/. + w/.-h/^o, 

avec la condition 

(4) uf1+ + ̂  + /ί = °; 

U, Y, W sont les coordonnées tangentielles variables. D'après cela, les 
coordonnées χ, /, ζ de ce point seront 

(5) ,ρ ^ f . 
/< ' J ~ /< ' — /< 

Si λ, δ, c sont les angles, avec les axes de coordonnées supposés rec-
tangulaires, de la normale à la surface au point M(a?, jr, z), on aura 

(6) 
COStf cosô COS c 1 

u ν (V \jul+ ν2 IV' 

Considérons une tangente MT dans le plan tangent (u, p, w), et dési-
gnons par α, β, γ les angles de cette tangente avec les axes de coordon-
nées, on devra avoir l'équation de condition 

(7) u cosa -+- ν cos/3 -H w cosy = ο, 

qui exprime que cette tangente est parallèle au plan (u, p, w). 
En désignant par Χ, Y, Ζ les coordonnées variables d'un point de 

l'espace, on trouve facilement, pour l'équation du plan passant par 
cette tangente et par la normale MX en M, 

(8) M(X - χ) + X(Y - y) -H P(Z - z) = o, 

après avoir posé 

(9) 

M = ρ cos y — vpcos β, 
< χ = wcosa — «cos7J 

l Ρ = u cos/3 — ν cosa. 
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Si l'on considère trois points consécutifs M, M', M" de la section de 
la surface par le plan TMN, les coordonnées 

x ,y, z, 
χ -+- dx, y -+- dy, ζ h- dz, 

χ -H dx -±-±d2x, y-i-dy-h ±d2yt ζ -1- dz -+- \ d2ζ 

de ces trois points devront vérifier l'équation (8); on est ainsi con-
duit aux deux équations de condition 

(xo) 
ί M dx -ί-Ν dy -4 V dz = o, 
j Mdzx -r Νd2y +- Ρd2z — o; 

et le rayon de courbure en M de la section normale TMN aura pour 
valeur 

(xi) R-
3. 

(dx'-i- dy2-{- dz*)* 
\J{dyd2z — dz ά2γγ-\- (dz d*.χ — dx d2 z)" [dsc d2y — dyd*a-.y 

Il s'agit d'exprimer cette dernière quantité en fonction de u, v, w et 
des dérivées de la fonction f[u, c, w). 

4. Lorsqu'un point se déplace suivant une courbe tracée sur la 
surface f, les coordonnées u, v, w du plan tangent correspondant sont 
liées par deux relations; nous pourrons donc, pour cette courbe, re-
garder u, v, w comme des fonctions d'un paramètre arbitraire t; il est 
entendu que les différentielles que nous emploierons dans ce qui va 
suivre se rapporteront à la variation de l'arbitraire t. 

Dans cette hypothèse, on a 

(12) 

( (lf< =fudu -hf
i2

dt> -hf
3
dw, 

! df — f^du -\-fmdv -\-f
i3

dw^ 

I df> — Âidu -h f^dv ■+■ f
33

dw, 
( dfi =^fudu -t-fudv -hft3dw, 
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de là on déduit, en multipliant par H
lr

, H
2r

, H
3r

, H
4r

, et ajoutant, 

/ E
it

df
t
 -t- ïi

2i
df

2
-+- B.

ii
df.

i
4- H

41
^4 = Rdu, 

1 Uj 2 dfI "T- H22
fi^ Η

32ί
^

3
 -t- H42 dfa : Hi/f, 

12 lS j Htsdfi-l· H23^;+ Hm#3 + H43#i = 

[ H
iA

dff -t- H24i#2-t- H34#3-+- ^44^ — °* 

Nous poserons ensuite 

l A. =fdf
4
 , ί A' =/

2
#î - f

3
df

2
, 

(ι3) Β =f
2
dfi — f

4
df

2
, (i 3 δίί) < Β' = /àdf

A
 — f\df

2
, 

' G=fifÎf'<-.Adfr, ' C' =r/i df, /2dj, ; 

du groupe (i 3) on déduit 

(*4) 

( ^ =fid*f* ~f*d*f ' 

1 î/B = fnd-f, - /
4

«*a/
2

, 
( ^ =fid*f* ~f*d*f ' 

Ces notations admises, des expressions f5), n° 5, précédemment 
trouvées 

yi yà j^s 
x = f1 f1 f1 

on conclut les valeurs qui suivent pour da?, dy, dz·, d2x, d2y, d2z : 

ldx=^, ( d2x~ ̂  — 2~;df
A

, 

( ^ =fid*f* ~f*d*f '( ^ =fid*f* ~f*d*f '( ^ =fid*f* ~f*d*f ' 

( ^ =fid*f* ~f*d*f '( ^ =fid*f* ~f*d*f ' 

I/expression (u) du rayon de courbure R prend alors la forme 

s/{BdC — CdRf-^(CdA~Ad^-{-{&dB~ftdA)·' 

5. Il nous faut maintenant caleuler le numérateur et le dénomina-
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teur de cette dernière fraction en supposant que les trois points con-
sécutifs M, M', M" sont dans le plan normal TMN. 

On a, dans cette hypothèse, à satisfaire aux relations 

(17) 

i°) a cos α 4- ν cos β 4- w cosy = ο, 
2°) MA 4- NB 4- PC = ο, 
3°) MdA 4- Ncfë 4- ΡdC = ο, 

■4°) "f + f + wfl +f* = ο, 
5°) ft du f

2
dv 4- fdw = ο, 

6°) d du 4-fdv 4- fdw) == o. 

La relation i°) exprime que la tangente («, β, γ) est dans le plan 
(a, v, w) ; les égalités 2°) et 3°) expriment que les points M', M" sont 
dans le plan normal TMN, c'est-à-dire que les valeurs (i5) et (i5 bis) 
vérifient respectivement la première et la seconde des relations (10); 

les égalités 4°)? 5°), 6°) expriment que a, v, w, et leurs variations du 
premier et du second ordre satisfont à l'équation f{u, v, w) =0 de 
la surface donnée. 

Écrivons à part les égalités i°) et 4°)> savoir : 

(17 bis) 
f a cos« ν cos|3 4-w cosy = ο, 

l "fi + vf H- wf -4-/, = o, 

qui interviendront fréquemment dans les transformations que nous 
aurons à effectuer. 

6. Pour calculer le numérateur de l'expression (16), nous utilise-
rons d'abord les relations 20) et 5°) du groupe (17), savoir : 

f du 4- fdv 4- fdw — o, 
MA 4- NB 4- PC = o. 

Eu égard aux identités ( 3) du n° 2 et aux valeurs (12) du n° 4, la pre-
mière des équations qui précèdent pourra s'écrire · 

udft 4- vdf 4- wdf 4-· df — ο ; 
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quant à la seconde, elle devient, en y remplaçant A, B, G par leurs 
valeurs (i3), 

(Mf + Ν/
2
 + Vf)df -f(Mdf -hΝdf + Ρdf) = o; 

puis, en mettant pour df la valeur fournie par l'équation précédente, 
et pour^ la valeur que donne la seconde des équations (17 bis), on 
trouve, en tenant compte de la première des équations (17 bis), 

après avoir pose 

(18) 

M'df, + Ν'df, + Ydf = ο, 

j Ν' ==/, cosy —f cosa, 
j Ν' ==/, cosy —f cosa, 

[ P' =fi cosa — f cos β. 

On constate aisément que 

('9) 

(19 bis) 

( M' cosa -h N' cos/3 -t- P' cosy = o, 
( uM' + vW + wY =f Μ +/;Ν +/3 Ρ ; 

IwN' — pP' = f cosa, 
uY — wM' —ft cos β, 
vW — uW —f cosy. 

En joignant aux égalités 20) et 5°) que nous venons de transformer la 
quatrième relationdu groupe(ia bis), on a lesystème des trois équations 

(20) 
I udf vdf ·+- wdf — — df, 

Wdf -h Wdf -'
r
 P'^3 = o, 

-trY-zadJ* ~hïl3idfs =—Hnrtdfh' 

Si maintenant on résout ces trois équations par rapport à df,, dj
2
, dj

t
, 

on trouve, pour df, par exemple, 

u ν w 1 ν w j 
df M' W Y =---~df o W P' | ; 

H, /, H24 U3-S U.i4 IL'i II34 j 
Tome XVII (2e série). — Juillet 187-2. -^9 
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ou, en développant, 

df
t
[H

14
(oP' - wS') + - «Ρ') -t-H„(aN' — pM')] 

= - #[H
44

(PP' - wW) - P'Hj, ΝΉ„]-, 

puis, en ayant égard aux relations (19 bis) et aux valeurs (18), 

f*df, (H
14

 cosa -+- H
24

 COS|3 -H H
34

 cosy) 
= df

3
\ —^H

44
 cosa —f

2
H

24
 cosa — /

3
Η

34
 cosa 

-f-/ÎH
24

 COS/3 -i-f H
34

 cosy]; 

si l'on tient compte de la dernière des identités (3 bis), il vient enfin 

f»df, (H m cosa -}- H
24

 cos β -+- H
34 cosy) 

= f1 df1H,
4
 cosa -+- H

24
 cos β -+- H

34
 cosy) —

 m
 _ cos a<^

4
. 

De sorte que, si l'on pose 
H 

h 

on obtient ainsi la première des relations du groupe (22) : 

| A =/
4
 dj

t
 —f

Â
df

t
 — Κ cosa, 

(22) j Β =f2dfÂ -f,df2 = Κ cos β, 

( C =f
3
df

t
 —f

t
df

3
 = Κ cosy; 

d'où 

[ =y
(

df* — y
t

COSK> 

(22 bis) | df% — ^dft - ^cosp, 

\dfz—jdft — j
f
 cos γ. 

Des égalités (22) on déduit 

Aa + Ba 4- G2 = Ka
r on 

(23) Ba -t- t?)* = R*. 
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7. * Passons maintenant au calcul du dénominateur de l'expres-
sion (16). 

Il nous faut d'abord introduire les relations (3°) et (6°) du 
groupe (17), savoir : 

(*4) 
ou 

| MdA 4-N<FB4- Pî£C =0, 

• ( d[J, du -+-f3dv 4-f3dw\ = o, 

d[udf
{ 4- vdf

2 4- wdf3 4- df
Â
\ = o. 

On peut écrire la deuxième égalité sous la seconde forme indiquée, 
puisque {fdu 4- j

%
dv -\-f

3
dw) et {udf

{
 4- vdf3 4- wdf

3
 4- df

k
) sont, 

à un facteur numérique près, des expressions identiques. 
En substituant à dA, dB, dC leurs valeurs (14), on mettra la pre-

mière des égalités (24) sous la forme 

(25) (M/, 4- N/
2
 4- Ρ-MMd'f 4- TSd%+ Ρd%) = O, 

ou encore, d'après la seconde des relations (19), 

(25 bis) (aM'4-pF + wP')^ -/«(Md% 4-Nc?2/
2
4- Ρd*f

3
) = o. 

Quant à la seconde des relations (24), elle devient d'abord, eu effec-
tuant la differentiation indiquée, 

(26) ud*f, 4- vd2f
2
 4- wd2f

3
 4- d2j

k
 4- dudfx 4- dvdf

3
 4- dwdf

3
 = o. 

Calculons la quantité (dudf
{
 4- dvdf

3
 4- dwdf

3
). 

Nous obtiendrons d'abord du, dv, dw en remplaçant, dans les équa-
tions (12 bis), df

t
, df21 df

3
 par leurs valeurs (22 bis)·, on trouve ainsi 

H du H,, 0? df
Â
 — cos ocj -t \ ~df

t
 — γ cos /Sj 

4- H,, (jàf
k
 — ^cosy) 4- H„df

A
, 

011 

Hrfa = -^(H,,/, 4- H
2
,/

2
 4- H

s)
j^ 4- H

4)i
/i) 

— cosa 4- H2
, cos]3 4- H3)

 cosy); 
29.. 
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011, en ayant égard à la première des identités (3 bis), 

f
4
B.du = —-—udf

4
 — K(H

lt cosa 4- H2
, cos/3 4- H31

 cosy). 

On trouvera de cette manière les valeurs suivantes pour du, dv, dw : 

f
A
du — __ u — — (H

j(
 cosa 4- H21

 cos/3 -!- H
S1 cosy), 

f
h
dv = ν — g^(H

12
 cosa 4- H

22
 cos/3 4- H

32
 cosy), 

f
k
dw—

 /η~_1
 ÎV— G(H

13
 cosa 4- H

23
 cos/3 4- H

33
 cosy). 

On déduit de là 

f
4
 (dudf, 4- dvdfz 4- dwdf

a
) 

= (udf< + vcif»+ w4f*) 

Î4- (H,, cosa 4- H21 COS]3 4- H3, cosy) — γ cosuj j 

- K/H4- (H
)2

 cosa 4- H
22

 COS/3 4- H
32

 cosy) ^ cos/3 j j, 

4- (Η
)3

 cosa 4- Η
23

 cos/3 4- Η
33

 cosy)
 ~ 7

 cos
y) ] 

ou, en ayant égard à la première des égalités (20) et aux identités (3 bis), 

f
4
 (dudf, 4- dvdf

2 4- dwdf
z
 ) 

='- iBri -|T. [
cos
"(==:"

+cos
^ (==î "- f4 H42 

+cosv(^3;K'-/«H<·)] . 

4~ H7 (H< < cos2 K + Haa cos2Ρ + H33 cosay 

4-2 H,
2
 cosa cos/3 4-2H

13
 cosacosy4-2H23 cos/3 cbsy). 

Si l'on pose 

( Δ = Hu cos2a 4- H22
 cos2/3 4- H33 cos2y 

(27 ) 1 
( 4-aH

12
 cosa cos/3 4-2H

43
 cosa cosy 4-2H

23
 cos/3 cosy, 



PURES ET APPLIQUÉES. 229 

et qu'on ait égard à la première des relations (17 bis) et à la valeur (21) 

de K, l'égalité précédente devient 

f,(dudf,+&if
t
+dwdf,) +df2/m-1 + K2/Hf4 

et, par suite, l'équation (26) prend la forme définitive 

(28) ud2f 4- vd% 4- xvd% 4- d2f\ 4- — Δ = o. 

8. Ceci établi, passons an calcul des binômes (BdC — CdB), 
Les valeurs (i3), (i3 bis) et (14) nous donnent d'abord 

Β dC - CdB =/; [ Gd% — Βd2f
3
 4- A'd2/,], 

CdA — AdC =/
4
 [— Cd2f 4- Adzf

3 4- B'd2/,], 
AdB — BdA —fa[4-Βd2f — Ad2j

3 4- C'd2^,]; 

mais on a, d'après les égalités (22), 

(29) A = Kcosa, B = Kcos/3, C = Kcos7j 

de plus, en substituant les valeurs (22 bis) dans les équations (i3 bis), 
on trouve, eu égard aux notations (18), 

(29 bis) M = jM', Β' = |N', G = f
p

'· 

D'après cela, il résulte 

| Β dC ~ CdB = Kf
A
 (cosy d2f„ — cos β d2j

s
 ) 4- KM'd2/^, 

(3o) I CdA — AdC = K/i(cosαd2fz — cosy d2f) 4- ΚWd2/^, 

( AdB — BdA = K/4 (cos/3d2f
t
 — cosud2j

2
) 4- KP'd2f

A
. 

Maintenant, de l'égalité (20 bis) tirons la valeur de d2f
h
 et substi-

tuons-la dans les expressions qui précèdent; on trouve, après quelques 
réductions d'une extrême facilité, où l'on fait intervenir les nota-
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lions (9), (18) et les relations (19), 

(3.) 

( BdC - CJB = K/,M( BdC - CJB = K/,M( BdC - CJB = K/,M 

( BdC - CJB = K/,M( BdC - CJB = K/,Mv 

( BdC - CJB = K/,M( BdC - CJB = K/,M( BdC - CJB = K/,M 

Enfin, substituant dans l'égalité (28) la valeur de dij
i
 tirée de 

l'équation (a5) ou (a5 bis), il vient 

{ud'f + vd% -1- wd*f) (Mf + N/
2
 + P/

S
) 

+/;(MRFA/, -+- NRF2/
2
 + ΡD%) + — A(«M'H-EN'-HTVP') =0; 

ou, en réduisant les termes des deux premiers groupes après avoir 
remplacé j

k
 par — (uf

f
vf

2
 ■+■ wf3), puis en ayant égard aux va-

leurs (9) de M, Ν, Ρ et à la première des relations (17 bis), 

( (M'd% H- Wd% -h Ρ'd2f
s
 ) («2 + p2 -+- w2) 

v 1 ( +^A(bM'+^F +
 1

PP') = O. 

Si, dans les égalités (3i), on remplace (M'd2/, -4- N'd% -h Vd%) 
par la valeur que fournit l'équation (3a), on a définitivement 

(33) 

L H/ (A' -f- P* -f- «-') 

CdA - AdC = - H/5 (a* -*-«» 4- W2) ' 

AdB-BdA = - K2A Η^(β' -f-p'+fp*) 

Mais les„valeurs (9) donnent 

M» + Na H- Pa 

·— («a H- Pa+wa)(cos2 α-4-cos2 β-{-cosa γ)—(« cos «-+- vcos β+w cosy)3, 
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ou, d'après la première des relations (17 bis). 

(34) M* + N2 -+- P2 = u2 + v2 + TV2. 

On déduit alors des égalités (33) et (34) 

(35) \/(BÎ/C—GûfB)2-f-(C£/A—Ac?C)2-}-(Ac?B—BdA)2 = 

9. La substitution des valeurs (a3) et (35) dans l'expression (16) 

de R donne définitivement 

(36) τ. 0?-+-Μ24-îv2 H 

/4 Δ 

ou, en remplaçant les lettres H et Δ par les valeurs qu'elles désignent, 

f\\ fi flZ S\i 

Su Sri Siz Sa 

Jzi fzi SzZ Su 

bis) R= a2+ v2+w2 f41 f42 f43 f44/4 Hllcos2α-î-H22cos2p-t-H33Cosί7-HiHncosαcosβ4-2Ht3cosαcos7^-aH23COSpcosγ, 

ce qu'on peut encore écrire comme il suit : 

Su S\2 Stz fut 

Su Su Sz Sis 

Szt Sz2 Szz Szi 

(36 ter) R =
 h Λ Λ Λ Λ „ — ; 

./ji /22 y"::; ,/ίί COS β 
/sl /3» fa fa COSy 

yit fa fa fa 0 

cosa cos (i cosy ο .a 

il ne faut pas oublier qu'on doit toujours vérifier les deux relations 

( u cosa -+- ν cos β -f- w cosy = ο, 
(37) I cos2a -+- cos,2β eos2y — 1. 
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Nous arrivons donc à cette conclusion : 
Si l'on considère un plan tangent quelconque (u, v, w) à la surface 

donnée et le point de contact M de ce plan, le rayon de courbure, 
en M, de la section faite par un plan normal passant par la tangente 
(cos a, cos β, cosy) sera donné par la formule (36 bis) ou son équi-
valente (36 ter). 

10. Il est maintenant facile d'obtenir les rayons de courbure prin-
cipaux, c'est-à-dire les valeurs maximum et minimum de R, lorsque 
«, β, γ varient de manière à vérifier toujours les relations (37). 

Posons 

(38) H ι/"2 4- e2 -+- ti'2 

^ Ï3 ' 

l'équation (36 bis) pourra s'écrire 

H1( cos2 α 4- Ha2 cos2ρ 4- H33 cos2 γ 
4- aH

J2
 cos « cosp 4- 2H

(3
 cosa cosy 4- 2H

23
 cos/3 cosy 

= js(cosa« 4- cos2 β 4- cos2y), 

ou 

(3 ' \ ~ ^ co^a + (Ha2 0 cos2P + (H33 ~~ P) cos27 
l 4-2H)2 cosa cosp4-aH13 cos«cosy4-aH23 cosp cosy = o. 

Il s'agit d'avoir le maximum ou le minimum de p, en supposant les 
variables cosa, cos β, cosy liées par la relation 

(4o) κ cosa 4- ν cos|3 4- w cosy = 0 

En appliquant ici les règles connues, on est conduit aux égalités 

(40 

/ ( ff
lt
 — p) cos g 4- Hia 4- HÎS

 cosy 

1 11 

î H
21
 cosa 4- (H

22
 — ρ ) cos β 4- H» cosy 

i " 
f H

3
i cosa 4- H32 cos β -}- ( H

33
 — ρ) cosy " 

ι ? w 
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bi I on désigné par λ la valeur commune de ces rapports, on a les 
équations 

ί (H
(i

 —p) cosa-4-H,
2
 cos/3 4- H

)3
 cosy — λ« = o, 

(ίι χ < H
2)

 cosa + (H
2

„ — p) cos]3-f-H
23

 cosy ~ Xc = o, 
ÎH31 cosa + Il32 cos/3 4- (H33 — p-) cosy — aw = o, 

u cosa 4- pcos β 4- w cosy = o ; 

l'élimination de cos a, cos β, cosy, λ, entre ces équations donne 

(4a) 

H u—p H
Î2

 H
Î3

 U 

H 21 Hg2 Ρ ^^23 ^ 
H®» H32 H

33
 ρ iv 

u ν w o 

= o. 

Si l'on développe l'équation (4a), on trouve 

' p2(u- 4- V2 4- W2) 
ί j\xfx^fxzfxhu j 

1 f ïh V I 
(42 bis) j — ρ j /3,/32/33/34^ 4-(«24-P24-W'2)(Hn4-H224-H.i3), 

| I fnfxifwjvx0 1 
r \ u ρ %v ο o 
\ — (m — i)2/'f.H = o, 

après avoir remarqué qu'on a identiquement 

H„ Ui 2 Hi 3 ^ 
H

2I
 Η

22
 H

23
 Ρ

 _ _i)y|.H. 
H31 H

32
 H

33
 w 

« ρ w» o 
Tome XVII (2e série). — JUILLET 1872. 

3o 
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Cette identité peut se démontrer comme il suit : on a 

H, , Hjn Hjg M 

Hnj Hoj ÏIΟ 3 Ρ 

H31H32 H33 w 
ν ν tv ο 

H11H
12

 H
13
 -JL-u -yiH

11
-/

s
H

ia
-/,H

1
, ■ 

«— 1 H2I Hî2 H23 ^ e —/|Hîi ./2 Haï ^3Η23 

H
31

 H
32

 H33 ^w-fU
3l
 -/

2
H

3ï
-/;H

3
3 

M C W — fu — fv —f
3
W 

H(1 H
42 H<3

 Ημ 
(/» H

21
 H

22
 H

2
3 H

2
4 

H H„ H92 H33 H3., 
u ν w 1 

en ayant égard aux identités (3 bis). On aura de même 

H,, H
2(

 H
3I

 « 
H|2 H02 Ή32 f 
H] 3 H

2
3 H33 W 

H,, H2! H3Î I 

H
(1

 H
2

, H
31
 -/;H„ ~/

2
H

2I
 -/;H

31 

m
 J H

12
 H

22
 H30

 m t
 ν /l 0)2 ^>H

2
2 J^

3
 H32 

^ H,3 H
23

 H33 -/
s
H

m
-/

s
H

m 

Hjjj H
2

4 H
3S

;
 m

 ^ f H
f

4 —f H
ff

.
( 

Hn Hât ff3j H
4i 

(re — t )fi H,
2
 H

2Ï
 H

32
 Η

Λ2
 ([οι — 1)f, H3 

" H Bit; ή,9 H3, ; B„ ~ H 5 

H» H24 H34, ■ Hh 

d'où résulte immédiatement l'identité'en qùèstion. 
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Ainsi : 
Les valeurs de ρ (38), correspondant aux deux rayons de courbure 

principaux
3
 seront données par Véquation (42) ou l'équation (42 bis)·, 

les directions des sections principales seront déterminées par les équa-
tions (4i) après la substitution de la valeur correspondante de p. 

Il est facile de démontrer, à l'aide des relations (4i bis), que les 
deux directions des sections principales sont rectangulaires; on opère, 
comme dans le cas analogue, des cordes principales dans les surfaces 
du second ordre. 

Remarquons encore que : 
Le produit des rayons de courbure principaux R,, R

2
 est donné par 

la formule 
Ju f* Jl3 fl* 

(43) H.»,— (—.)■/.< /„ /„ /„ /„ ' 
f41fh i J.\ 3 fk\ 

Remarque. — On pourrait se proposer de chercher les conditions, 
pour qu'un point soit un ombilic, de déterminer les directions des lignes 
asymptotiques,... ; je laisserai de côté toutes ces questions, dont la 
solution ne saurait d'ailleurs présenter aucune difficulté maintenant; 
je me contenterai d'avoir résolu la question fondamentale pour cette 
théorie, et d'indiquer plus loin la recherche des centres de cour-
bure. 

11. Dans le paragraphe précédent, j'ai résolu la question que je 
m'étais proposée en introduisant les dérivées partielles du premier 
membre de l'équation qui définit la surface donnée; on a pu constater 
que les formules ainsi obtenues étaient remarquables par leur sy-
métrie. 

L'équation de la surface établit une relation entre les trois variables 
α, v, w, de sorte qu'on peut regarder l'une d'elles, w par exemple, 
comme une fonction déterminée des deux autres, u et v, qui seraient 
alors des variables indépendantes. 

§n. 

00., 
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Or, dans un grand nombre de circonstances, il peut être avanta-

geux, indispensable même, de se placer à ce dernier point de vue. 
Quoique les formules qu'on obtient alors soient bien moins élégantes 
que les premières, je crois cependant qu'il est nécessaire de les établir. 
C'est ce que je vais faire en abordant la question directement, sans 
tenir compte des résultats précédemment acquis. 

12. Regardons donc w comme uue fonction déterminée des deux 
variables u et μ, et posons 

' 3w 
Ρ ~ si' 

3w 
? = 37' 

w r = ̂ =s.· 
3'«> tip htf 

s =3a3p 3P 3α' 

t)'(f dq _ 
t =Se* 3p ' 

on aura alors 
dw= pdu -i- q dv, 

(2) t dp — rdu -+- sdv, 
V dq = s du -t- tdv, 

d'011 

(2 bis) du = tdp-s dq/ rt - s2 

dv = -*dP + rdl. 
i rt — s* 

Soient u, v, w les coordonnées d'un plan tangent fixe et M son point 
de contact, l'équation de ce point sera 

p{U - u) + q(V - v) — (W Wj—o, 

U, Y, W étant les coordonnées taugentielles^QHnaj&tes^ .Ies
fi
cppr.don-

nées χ, γ, ζ du point M sont alors 

pu -f- qv — ic " pu -+- qv — tv pu -h q<> — IV 
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15. Si le poiut se déplace sur une courbe tracée sur la surface, les 

coordonnées u, v, w du plan tangent correspondant varieront respec-
tivement suivant une loi déterminée, de sorle qu'on pourra les consi-
dérer comme des fouctious d'une certaine arbitraire; c'est à la varia-
tion de cette arbitraire que se rapporteront les différentielles que nous 
emploierons dans la suite. 

Différentions donc les équations (3); on trouve 

(4) =
 d

J
r==

^
 dz==

ê' 

(d>x=§-
2

±dD„ 

(5) ! d
2
r = - 2 J du, 

d2z = dC/D2 - 2 C/D2 dD, 

après avoir posé 

(6) D = pu 4- qv — w, 
A = (qv — «') dp — pv dq, 

(7) < Β = — qudp -h· (pu — w)dp, 
l C = u dp -h vdq. 

Or, si a, {3, 7 sont les angles, avec les axes de coordonnées, d'une 
tangente située dans le plan tangent (u, v, w), et si les trois points 
consécutifs M, M', M" correspondant aux coordonnées 

.X, J , z, 
χ -+- dx, y 4- dy, ζ -h dz, 
χ -+- dx -\-\ d~x, y 4- dy -h \ d'- r, ζ dz 4- £ d-z 

sont situés dans le plan normal passant par cette tangente, les diffé-
rentielles (4) et (5) doivent vérifier les équations (10), n° 5, de sorte 
qa*Oh aura les équations de condition 

(8) 

j MA -h NB 4- PC = o, 

I M dA -ί- Ν dB 4- Ρ dC. = a» 
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après avoir posé 

(9) 

M = u cos γ — wcos]3, 
Ν = wcosa —· u cosy, 
Ρ = u cos]3 — u cosa; 

on a toujours 

(9 bis) 
J «cosa 4-ocosjS 4-wcosy = o, 
| cos2 a 4-cos2/3 -4-cos2y = i. 

D'après la formule (ii) du n° 5 et les valeurs (4) et (5) du n° 15, 
le rayon de courbure R de cette section normale sera donné par la 
nouvelle formule 

(A2 + B2 + C2)2 
v ; DV(BrfC — GrfB)J+(GrfA — ArfC)24-(ArfB — BrfA)2 

Il nous reste à calculer maintenant le numérateur et le dénomina-
teur de cette dernière expression. 

14. Calcul du numérateur de l'expression (to) de R. 
Ayons d'abord égard à la première des relations (8); en y rempla-

çant A, B, C par leurs valeurs, il vient 

M[(çv — w) dp — pu dq\ 
+ N[ - qudp -1- (pu — w)dq\ -+- Ρ{udp -t- udq) = ο 

ou 

dp[q{M.u — Νκ)4· P« — Mw] + f^[f(NK— Ρ u — Nw] = o. 

Or on a, d'après les valeurs (q) et (9 bis), 

(t.) 

i>P — wN = — («24- u- -J- w2) cos α, 
I wM— κΡ = — (κ2 4- ρ2 4- w2) cos β, 

( «Ν — t»M = — (u2 4- ν2 4- w2) cosy, 

et l'égalité qui précède devient 

dp\q cosy 4- cosj3),=? dq[p cosy 4- cosa). 
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Nous sommes ainsi conduits à la relation 

dp dq 
K ' cosa -h/icosy cosp-HycoS7 } 

d'où 
dp — (cosa 4- ρ cosy) dX, 
dq = (cosΡ 4- q COS7) dX. 

D'après cela, les valeurs (7) de A, B, G deviennent, eu égard aux rela-
tions (9 bis) et à la notation (6), 

IA = D cosa dX, 

(132)Β = D cos β dX, 
\ C = D COS7 dX; 

d'où l'on conclut 

(14) (A24-B24-C2)* = D3.dX3. 

15. Passons maintenant au calcul du dénominateur de l'expres-
sion (10). 

La differentiation des équations (7) nous donne 

i dk = — p{du dp 4- do dq) 4- {qv — w) d2p — pv d2q, 
(i5) | dB = — q{du dp 4- dv dq) — qu d2p 4- {pu — w)d2q, 

( dC = (du dp 4- dv dq) 4- u d2p 4- vd2q. 

Or, si 1 on pose 

(16) G = / a\ r> i (cos α 4-/? cos γ)3—2f (cos α 4/J cos 7) (cos β 4 q cos7)4r(cos(54</cos7): 

on trouve, eu égard aux valeurs (2 bis) et (12), 

(17) du dp 4- dvdq — G dX2. 

Par suite, 
/ dk = — ρ G dX2 4- {qv — w) d2p — pv d2q, 

(18) î db = — qG dX2 — qu d2p 4- {pu — w) d2q, 

( dG = G dX2 4- u d2p 4- ν d2 q; 
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et si l'on introduit les valeurs (Γ3), on obtient les égalités 

——= (cos β 4- q cosy) G d\ 
«[(cosβ 4- q cosy) d2p — (cosa 4- ρ cosy) d"q], 

= — (cosa -f- p cosy) GdJc 
4- e[(cos|3 + q cosy) d2p — (cosα 4- ρ cosy) d-q], 

= [pco&p — qcosu)Gd)2 

4- w[(cosp 4- ç cosy) ci2/? — (cosa 4- /> cosy) fi2</]· 

Si l'on pose, pour un instant, 

(19) (cos|3 4- q cosy) ci2/? — (cosa 4- ρ cosy) d-q = μ, 

il vient 

i Β dC — CdB = D dl [ · (cos β 4- q cosy) G dl2 4- μα], 
(so) ! Ç ciA — A dC = D dX [—(cosα 4- ρ cosy) G d)2 4- μν], 

( A dB — Β c?A = D dX [ (p cos β — q cosa) G dl2 4- μ%ν]. 

Ayons égard maintenant à la seconde des équations de condition (8) ; 
en y substituant les valeurs (18), on trouve 

Gcf).2(— pM — 9N 4- P) 4- d2p[M(qv —w) — </«N 4- «P] 

"+" ^q ( — jocM 4- {pu — w) Ν 4- cP] = o, 
on 

GdX2{— pM — 4- P) 4- d2p[q{pM — «N) 4- «P — wM] 

4- a'2ç[/j(r/N τ- PM) 4- f P — wN] = o, 

on, d'après les relations (11) et la notation (19), 

GdX2{— pM —
 ?

N 4- P) 4- /a(«2 4- P2 4- w2) = o. 

De là on déduit 

(24) u = (RM + qN-P)/ u2 + v2 +w2 Gdy2 



PURES ET APPLIQUÉES. 24 r 

et les égalités (20) deviennent alors 

( Β dC — C î/B = D&dX3 P^-^4-—^ u 4- (cos/3 4- q cosy) L 

(22) ] G dA — A C?G = DG dX3 \P^ ^^ Ρ — (cos a. -h ρ cosy)!» 

j Αί/Β — Β c/À =· DG dXs fÉH-lt-iH—Ε
 w

_|_(ncos/3— q cos«)l· 

La somme des carrés des quantités entre parenthèses est 

M+qN-P/u2+v2+w2+ *
 aM

J
+g

„ (" C
08

/
3 + ?" cosV - F cosa -/>P cosy4- wp cos|3 - ÎV

?

 COS 

4- (cos (3 4-ç cosy)24-(cosa4-ρ cosy)24-(p cos/3— q cosa)2; 

or le terme du milieu, eu égard aux notations (g), se réduit à 

+ 2 PZXl + J (-pM-?N + P); 

il reste par conséquent 

— (cosa + Ρ cosy)2 4- (cos(3 4- q cosy)2 4- (ρ cosjS — q cosa)2. 

ou encore 

[a2-l· v2-\- «~-){p2(ços2$ -+ cos2 y) -+- y7 (cos2 a -t- cos2 y) — ipq cos a cos β -4- ι ρ cosa cos 7 

+ 27 cosjî cosy-(-cos2a-i-cos2p]— (/«M-j-jN— P)2 

iC- -{- v2-h tv2 

Mais le numérateur de cette dernière fraction peut s'écrire 

p2[(«2-i-p24- TV2)(COS2(3 4- cos2y) — M2] 
4- y2[(ii24-P24- w2) (cos2« 4- cos2y) — Ν2] 
4- [(M

2 -t- P
24- TV

2) (cos2« 4- cos2|3) — Ρ2] 

— 2/jy[(ii2 4- c2 4- TV2) cosa cos β 4- MN] 
4- 2ρ[(α2 4- ρ2 4- τν2) cosa cosy 4- MP] 
4- 4- V

2 4- FV
2
) cos β cosy 4- NP], 

Tome XVII (2° série). — Jcillet 1872. * 
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expression qui, eu égard aux relations (9 bis), se réduit à 

p*zr-t- q2vi-h îv2-4- 2pquv — 2puw — vqvw = (pu -4- qv— w)~ = D2. 

On a donc définitivement 

(Β dC - C dBf -h (C. dA — AdCf-l·- (A dB — BrfA)2 =D1G2dy2/u2+v2+w2 

ou enfin 

(a3) V(BdC-CdB/4-(CûiA-AdC)24-(AdB-BrfA)ï= —!=L= d\*. 

16. Si l'on remplace, dans l'expression (10), les radicaux par leurs 
valeurs (i4) et (a3), il vient 

c'est-à-dire enfin 

.ρ y u? e2 -t~ w' _ 
DG ' 

2A\ r_ (rt — **)' y/"' +"--+· w2 
24) R=(pu + qv — w)[t(eosœ-f-/>CQS7)

1
— 2i(cosa -4-/Jcosy) (cosβ q cosy)-t-r (cos jî -t-^cos-jr)

2
]' 

on a toujours à vérifier les deux relations 

( Kcosa -4- t>cos|3 -4- wcos-y = o, 
(25){ cos2 a -4- cos2 (3.4- cos2 7 = 1. 

Par conséquent, si Von considère un plan tangent quelconque (u, v, w), 
et que M soit son point de contact, le rayon de courbure, en M, de la 
section faite par un plan normal passant parla tangente (cosa, cos|3, 
C0S7) sera donné par la formule (24). 

17. Il nous est maintenant facile de déterminer les rayons de cour-
bure principaux. 

Si l'on pose 

(26)
 t

 = Iff**-, 
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l'équation (24) pourra s'écrire 

i(cosa -F-ρ cos γ)2 — 2J(COSÎ< -F- ρ cosy) (cos/3 y cosy) 
-+- r(cos/3 -f- qcosy)2 = p(cos2a -t- cos2|3 -+- cos2y), 

ou encore 

j (ί—p) cos2 a+(r—p)cos2j3-+-(i/>2 — zspq+rq"—p)cos2γ 
(27)( — 2i cos acos/3-+-2 (tp—sq) cos acosy+2 (rç—ί/>) cos β cosy = ο ; 

cosa, cos β, cosy doivent vérifier la relation 

(27 bis) u cosa -t- ν cos/3 wcosy = o. 

En appliquant ici les règles connues pour la recherche des valeurs 
maximum et minimum, on est conduit aux égalités 

!{t— ρ) cosa — s cosfî -f- (tp — sq) cosy /u 

—fcosa -i- (r— ρ) cos p —f- (rq —sp) cosy 
v " ~ ' ) c 

I (tp — sq ) cosa -4- ( rq — sp) cos β -t— ( ί/32 — %spq -t- rq-— p) cosy 
w 

En désignant par k la valeur commune de ces rapports, puis éliminant 
cosa, cos β, cosy entre les équations ainsi obtenues et la première des 
relations (a5), on trouve 

t — ρ — s tp — sq u 
— s r — ρ rq — sp ν 
tp — sq rp — sp tp2 — ispq 4- rq- — ρ w 
u ν iv ο 

Si l'on développe cette dernière équation, il vient définitivement 

(29) pi (u2-H v2-i- w-) — (Tr — 2Ss -1- R t)ρ -+- (pu -\-qv—w)2 (rt-^s-) = o, 

après avoir posé 
/ T = (qv — w)2+ n2 (q- + r), 

(3o) I R = (pu — w)2-h ί'2ί/?2-ί- r), 

\ S = pv(pv — w) -f- qu(pu — w) — uv. 
3i.. 
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Ainsi, les valeurs cle ρ (26), correspondant aux deux rayons de cour-
bure principaux, seront données par l'équation (29) ; les directions 
des sections principales seront déterminées par les équations (28) et (25) 
après la substitution de la valeur correspondante de p. 

On trouve facilement pour le produit des rayons de courbure prin-
cipaux 

(30 •ρ ρ (rt — î')(«*■+- 02-t- (f2'f 
~~ (Pu + qv — f)' 

18. Il est utile ici de chercher les conditions pour que le point de 
contact d'un plan tangent (u, c, τν) soit un ombilic de la surface. 

Pour cela, nous écrirons la valeur (24) de R sous la forme 

„ (rt — s1) ^u?-h v'-h wx 

pu -t-qv — iv 
cos!a-f- cos5(3 -1- cos2'/ 

l(cosa -hp cosy)''— 2s (cos α -l·- ρ cosy) (cos β -t-£ cosy)-t- r(cos β -(- q cos γ)- ' 

puis nous poserons 
cos α -t- ρ cosy 
M^ + yeosy ' 

d'où 
cosa — λ cos/3 = (Xq — p) cosy: 

si l'on joint à cette équation la relation 

acosa 4- PCOS/3 4- wcosy = o, 
on en tire 

l(qv— «■)—pv „ —qui-h pu—iv 
cosa = cosy, cosy; 

d'où 

cosa -f- ρ cosy = Χα_^_ ç λ cosy, cosp -f- q cosy = C0SV* 

L'expression de R devient alors 

Ρ _(rl — s2) \Ju' -h ν'-h tv' [X(gg— iv)—pr]2-l-[— qui + pu — w]
3
4-(Xa 4- f)

2 

D3 iX2—ty2-2sy+r 
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Pour que le point considéré soit un ombilic, il faut que la valeur de R 
reste invariable lorsque λ varie; on est ainsi conduit aux conditions 

[qv— poiqv—a>) + qu(pu—iv)—uv [pu — P'(/>
2
4-IJ 

t s r 

Par conséquent, les conditions nécessaires pour que le point de contact 
du plan tangent (u, v, w) soit un ombilic de la surface sont 

(3a) 
R _ S _ Τ 

r s t ' 

les quantités R, S, T étant définies par les égalités (3o). 

19. Remarque. — Si la surface considérée était une surface déve-
loppable, les formules que nous venons d'établir, soit dans le premier 
paragraphe, soit dans le second, ne pourraient plus s'appliquer; c'est 
qu'en effet, dans le système des coordonnées tangentielles, une surface 
développable exige deux équations, et non plus une seule, pour être 
définie. 

Le cas dune surface développable définie par une seule équation 
ponctuelle et celui d'une courbe définie par une seule équation tan-
gentielle seront l'objet d'un troisième Mémoire. 

§ III. 

Équation des centres de courbure principaux. 

Ces calculs doivent faire suite à ceux du premier paragraphe. 

20. Les équations ponctuelles de la normale en M sont 

X — * _ T — y_ Ζ —ζ 
U V (V 

Χ, Y, Ζ étant les coordonnées variables; d'où, en désignant par θ la 
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valeur commune de ces rapports, 

(44) 
/ X — χ —f~ θιΐ) 

Y=j4-0e, 
( Ζ = s -+- Qw. 

Si Χ, Y, Ζ sont regardées maintenant comme les coordonnées du point 
de rencontre de cette normale avec la normale infiniment voisine, ces 
quantités ne varient pas lorsqu'on fait varier le paramètre arbitraire 
dont dépendent u, v, w, et par suite x,y, z; on a donc, d'après cela, 

(45) dx+ddu+udQ=o, dy+Qdv-hvdd=o, dz+6dw-+-wdB=o. 

Multiplions ces équations respectivement par cosa, cos β, cosy, et 
ajoutons; il vient 

(46) ![dx cosa -+- dy cosj3 4- dz cosy) 
4- $(cosccdu 4^cosj3cfp 4- cosydw) = o, 

puisque la quantité (« cosa 4- ν cosfi 4- w cosy) est nulle. 
Ayant égard aux relations (i5), a°ê, (22), n° 6, ét aux valeurs d edu, 

dv, dw, écrites au n° 7 et à la notation (27), l'égalité précédente devient 

^ H- 0 Γ,—d^\Au cos« + v cos? -+■ w co^v) — δ! = o, 

égalité qui se réduit à 

(47) 0 = H f1A 

où l'on a 
| A = Hllcos2a4-H4i2q9S2^ 4*piE,'COV!y 

(4' I 4-aH,2Cosacosj3 4-2H
ls

cosacosy4-2H
2
,cos]3cosy. 

21. Pour que les relations (4β) soient complètement vérifiées, il 
faut qu'on ait 

dx -f- Odu dy
ê
4- Qdv dz 4-0 dw 

u w 
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en ayant encore égard aux relations (i5 ), n° 4, et (22), n° 6, puis aux 
valeurs de du, dv, dw, n° 7, ces dernières équations deviennent 

η θ 7~u~ 7π C0Sa "+" Η,2 cosp -+- Η|3 cosy) 
u 

+ e ,, — _ (Η,ι cosa 4- H,J cos β -1- H„ cosy) 
Ρ 

—-ρ, h θ y-w— cos a -4-H32 cos β -+- HJ3 cosy) 
w 

Or ces égalités se réduisent évidemment à 

(48) 

f ^fi„ — cosa -t- H,, οοββ + H,j cosy 

1 u 

| H21 cosa 4- ^Hj2 — cos β -H H
23

 cosy 

I v 

I H31 cosa 4- H32 cos β 4- ^H
33
 —cosy 

\ W 

L'identité de ces équations avec les équations (4i) du n° 10 est 
manifeste; car, si l'on a égard à la valeur (47) de Θ, on voit que 

ftO ~ Δ' 

d'un autre côté, si l'on multiplie les équations (4i bis), n° 10, par 
cosa, cos|3, cosy respectivement et qu'on ajoute, il vient, comme cela 
doit être d'après les égalités (36) et (38), 

Ρ = Δ· 

Nous retrouvons ainsi les directions des sections principales. 

22. D'après cela, ρ étant une quelconque des racines de l'équa-
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tion (42) ou (42 bis), n° 10, les coordonnées Χ, Y, Ζ d'à centre 
de courbure correspondant seront 

(49) 

X = H/f4p u - f1 f4 = Hu-pf1/pf 

X = H/f4p u - f1 f4 = Hu-pf1/pf 

X = H/f4p u - f1 f4 = Hu-pf1/pf 

ei l'équation tangentielle de ce centre de courbure sera 

(5o) H(UK + yp+Ww)-/)(U/i -+-V/
2

-1-W/, -i-/
4
) =0, 

U, Y, W désignant les coordonnées tangentielles variables. 


