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Mémoire sur Uintégration des équations aux différences partielles

de la Physique mathématique;

Paz M. Emne MATHIEU.

Désignons par z une fonction des trois coordonnées rectangulaires x,
¥, z d’un point ou seulement de ses deux coordonnées x et ¥, selon
que la question que I'on traite se rapporte a trois ou 4 deux dimen-
sions, et pasons

d*u d*n  d?u _d*u d*u

Alt=§;;+-(-l;;+7z—; ou ==—— =

Les principales équations aux différences partielles que I'on rencontre
dans la Physique mathématique sont les suivantes

Au=o0, AMu=o, Au=-—a’u,
(I) du d*u

a2 — a2

prikl An, = Au,

dans lesquelles ¢ désigne le temps. La fonction u, qui représente une
température, un potentiel ou un déplacement moléculaire, satisfait a
une de ces équations dans V'intérieur d’un corps terminé par une sur—
face ¢ ou dans Pintérieur d’une surface plane limitée par une ligne s.
De plus, u et ses dérivées du premier ordre doivent varier d’une ma-
niére continue dans cet espace.

Laplace considéra le premier I’équation Az = o, et reconnut que le
potentiel d’une masse quelconque extérienre a un certain volume
satisfait 4 cette équation dans lintérieur de ce volume. Toutefois,
Pexpression analytique de ce potentiel ne pouvait encore étre consi-

Tome XVII (2° série), — Aovr 1872, 32
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dérée comme I'intégrale générale de cette équation; mais cette inté-
grale est donnée par le théoréme suivant

Toute fonction u de x, y, z qui satisfait a U'dquation Au = o
dans Uintérieur d’un volume terminé par une surface c, et qui varie
dans cet espace d’une maniére continue, ainsi que ses derivées du pre-
mier ordre, peut 8tre considérée comme le potentiel d’une couche infi-
niment mince de matiére distribuce sur la surface c.

Ainsi Pintégrale de Au = o est

f%do‘,

r étant la distance d’un point quelconque (x, ¥, z) intérieur 4 ¢ 4 un
point (&, 8, ) situé sur I'élément do de la surface, el p une fonction
arbitraire de «, 3, . On peut concevoir un systtme de coordonnées
dans lequel la surface ¢ soit représentée par la constance d’une des
trois coordonnées, et alors p est une fonction arbitraire des deux coor-
données restantes. : '

Comme I’électricité se distribue 4 la surface des corps, ce théoréme
se présente fort naturellement dans la théorie de I'électricité statique;
aussi était-il évidemment connu de Poisson, le créateur de cette théorie;
mais c’esta Green que I'on doit de I'avoir énoncé avec précision et de
Pavoir démontré dans son Mémoire sur 1’électricité.

On voit par la, une fois de plus, combien la démonstration des
phénoménes physiques est de nature 4 perfectionner I’Analyse.

Ensuite, dans un Mémoire inséré dans ce Journal (tome XIV, 1869)
et qui est relatif & I'équation aux différences partielles du quatriéme
ordre AAu = o, j’ai donné 'intégrale générale de cette équation qui
est établie par le théoréme suivant :

Toute jfonction u qui satisfait & Uéquation
AAu=o
dans Uintérieur d’une surface c, et qui y est continue ainsi que ses de-
rivées des trois premiers ordres, est la somme du premier potentiel d’une

couche infiniment mince de matiére distribude sur ¢ et du second poten-
tiel d’une semblable couche distribuée sur la méme surface.
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Dans le Mémoire actuel, je me propose de trouver les intégrales
générales des autres équations aux différences partielles de la Physique
mathématique dans des corps de forme quelconque, en les supposant
continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre.

Ainsi, par exemple, si une fonction u satisfait a I'équation

(2 dlt_; o [d*u d*u d*u
) =\ mt et

dans I'intérieur d’une surface ¢ et satisfait aux conditions précédentes
de continuité, elle est donnée par la formule

(3) u =f;fmf(r + 2aeyt, 0, §) ededs,

S étant une fonction arbitraire de trois quantités, r la distance du
point (x, y, z) intérieur & ¢ 4 ’élément do, ef 0, ¢ étant deux coor-
données propres 4 déterminer un point de cette surface.

En général, s’il s’agit de questions d’équilibre, pour les résoudre
complétement il faudra se donner une ou deux conditions i la sur-
face; s’il s’agit au contraire de questions dans lesquelles entre le
temps, il faudra en plus se donner une ou deux conditions initiales.

Il est évident qu’a I'aide de nos formules on ne pourra immédiate-
ment résoudre toutes ces questions, et que la détermination des fonc
tions arbitraires qui y entrent pourra présenter beaucoup de difficultés;
mais, indépendamment de U'intérét théorique qu’elles présentent, nos
formules pourront étre utiles dans un grand nombre de circon-
stances.

C’est ce que I’on peut reconnaitre d’aprés mon Mémoire sur I'équa-
tion AAwx = o; car, aprés avoir donné l'intégrale générale de cette
équation au moyen de fonctions arbitraires, j'en ai fait des applica-
tions, et j’ai montré comment on pouvait en conclure complétement
I'intégrale dans des cas particuliers, ¢’est-a-dire déterminer les fonc-
tions arbitraires.

On doit encore remarquer que 'on n’est parvenu i intégrer les
équations (1) que dans des cas trés-particuliers de la surface ¢ on de
la ligne s qui limitent le corps ou la surface plane dont on s’occupe.

3a..
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Nos formules, au contraire, sont applicables quelle que soit la surface ¢
ou la ligne s et quand méme on n’en connaitrait pas la définition géo-
métrique. Ainsi imaginons un corps isotrope terminé par une surface
quelconque ¢, sa température satisfera 4 'équation (2) et sera donnée
par la formule (3). Prenons pour f différentes formes de fonctions,
nous aurons autant de distributions possibles de température, et 'on
pourra dans chacune d’elles déterminer V'état initial et I'état de la
surface; puis, en retournant ces questions, on pourra supposer
donnés I'état initial et la température de la surface et déterminer la
température en un point quelconque du corps. Cette méthode inverse
d’intégration appliquée 4 nos formules pourrait servir 2 résoudre au
oins approximativement des questions proposées. C’est d’ailleurs ce
que I'on peut voir par I'usage que M. de Saint-Venant a fait de la mé-
thode inverse d'intégration dans son beau Mémoire sur la torsion des
prismes. (Mémoires des Savants étrangers, t. XIX, 1856.)

De différentes expressions analytiques qui satisfont aux équations
' aux différences partielles de la Physique.

1. Considérons d’abord la-p]us simple des équations de la Physique
mathématique

(1) Au=o
et désignons par
= (@ — Pt (g — B (5 — cf

le carré de la distance du point (, 7, z) 2 un point fixe (a, b, c).
Nous allons nous proposer d’abord de trouver une fonction de  qui
satisfasse & I'équation (1).

Transportons les axes de coordonnées rectangulaires parallélement
4 eux-mémes au point (a, b, c), et si nous désignons encore par x, ¥,
les trois coordonnées dans ce nouveau systéme, 1’équation (1) ne
changera pas. Prenons ensuite des coordonnées sphériques ayant leur
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centre au point (a, b, ¢), et nous aurons

du die . N
dl »? — e
(’ dr) 1 d*u 1 d({IO sma)

dr sin?6 dy* sin @ de

6 étant 'angle de r avec un axe fixe mené par le centre et ¢ I'angle
- formé par le plan de cet axe et de r avec un plan fixe mené par
Paxe. )

Si u ne dépend que de r, I’équation (1) se réduit &

du 2 du
—_ ——=0
dr? rdr ?

dont l’intégrale est

C
u=;—!—C’,

G et C’ étant des constantes.

D’aprés cela, désignons par dw 1'élément d’un volume =, par (a, b, c)
les coordonnées d’un point de cet élément, et par p une fonction de
a, b, c; l'expression

(4) [tam,

dans laquelle I'intégration s’étend 2 tous les éléments du volume =,
satisfait 2 I’équation (1) en dehors du volume =, puisque chaque élé-
ment de U'intégrale y satisfait. ,

Ainsi se présente I'expression du potentiel. On sait que Laplace la
considéra d’abord et vérifia qu'elle satisfait & I'équation (1). Mais nous
avons voulu commencer par appliquer 2 une question connue la mé-
thode qui nous servira dans ce qui va suivre.

Si nous imaginons que la matiére soit distribuée sur une surface o
au lieu de remplir un volume =, nous aurons, au lien de 'expression
précédente, P'intégrale

(B) f%do',

(a, b, c) étant un point de I'élément de surface do et Vintégrale s’é-
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tendant a tous les éléments de la surface; p, fonction de a, b, c, repré-
sente la densité de la matiére multipliée par I'épaisseur infiniment
mince de la couche et s’appelle simplement la densizé.
Passons au cas ou I’équation (1) se réduit 4 deux variables et de-
vient
d*u  d’u

(2) ) pry - a == O.

Faisons alors
r*=(x —al+(y— b),

et cherchons une fonction de r qui satisfasse 4 I’équation (2). Trans-
portons les axes de coordonnées parallélement 4 eux-mémes au -
point (a, b), I'équation (2) ne changera pas; puis prenons des coor-
données polaires, en posant

X =rcosa, Jy =rsina;
I'équation (2) deviendra

d*uw _ 1 du 1 du

- — g —= — =0
dr? rdr® rda ’

et si z ne dépend que de r, on a
du rde
& T rET®
et par suite -
v =Clogr+ C,
G et ¢’ étant des constantes. :
D’aprés cela, si 'on désigne par dw I'élément d’une surface plane
ou par ds I'élément d’une courbe qui limite cette surface, et par (a, b)

les coordonnées rectangulaires de 1'élément dw ou ds, les expres-
sions ‘

Q) Slogrpde, [logrpds,

dans lesquelles p est fonction de (a, b), satisferont 2 I'équation {2).
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2. Au lieu de commencer par supposer que la solution de I'équa-
tion (1) ne dépend que de r, imaginons qu’elle ne dépende que de 6,
angle de r avec une droite fixe, nous aurons

du .
d (E sin 9)
do

= 9

et par suite
. [} ,
u = Clogtang — + C'.

On en peut conclure que les expressions

u= flogtang-i—pdw, u= flogtang%p do,

ou 'on adopte les mémes notations que dans les formules (A) et (B),
satisfont & I’équation (1).
On voit de méme que les expressions

u==fapdw, u= fopds,

ott 'on adopte les notations des formules (C) et ot « est angle de r
avec une droite fixe, sont des intégrales de I'équation (2).

3. Considérons ensuite I'équation
(3) L AAn = o.

Cherchons les fonctions de la distance r du point (x, 7, z) au point
(a, b, ¢) qui satisfont a cette équation. Transportons encore 1'origine
des coordonnées au point (a, b, ¢), et cette équation ne changera pas.
Posons ensuite
d*u 2 du
L

—_——

drt ' rdr Y

et I'équation (3) se réduira &

d*v ade .
a T rar T ®
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ou, en remplacant P, &

A fde
ars rdrs
L'intégrale de cette équation différentielle est

o o
u=Cr+Cr+Sicm

En-particulier, ri et r satisfont 4 I'équation (3), et I'on en conclut
que l’igxpréssion o '
: - it [rods,
" qui s'appelle le second potenticl de la masse fpds par rapport au
point (&, ¥, z), satisfait & I'équation (3) en debors de cette masse. -

- Nous avons d’ailleurs démontré, dans notre Mémoire sur I’équation
AAu = o (t. XIV de ce Journal, 2° série), le théoréme suivant :
Toute fonction u qui satisfait & U’équation AAu = o dans Uintérieur
d’une surface ¢ et quiy est continue, ainsi que ses dérivées des trois
premiers ordres, est la somme du premier potentiel d'une couche de
matiére distribuée sur ¢ et du second potentiel d’une autre couche
distribuée sur la méme surface.

Examinons le cas ou I'équation (3) ne renferme que les deux coor-
données rectangulaires x, y et se réduit &

4) diu " diu diu
( dzt ' 2dx’dy’ dy*

Cherchons les fonctions qui satisfont a cette équation et qui ne dé-
pendent que de

r=\@—ay+( — b

Transportons les axes de coordonnées parallélement 4 eux-mémes au
point (&, b), et en posant
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I’équation (4) deviendra

d?v I do
art i rdr”
On tire de 1a
dv
r— =G, ¢ == Clogr -+ C/,

‘du — . . G r . "
r— = Cfrlogrdr- -7+ C,

fr logrdr = 5; (logr - é) )

on en conclut facilement

et, comme on a

w==Ar®logr + Br* + Clogr + D,

A, B, C, D étant des constantes arbitraires. Ainsi les deux expressions

fr2 logrpdo, frz (logr — %) pdo,

dans lesquelles dw est 'élément d'une surface plane o et p une fonction
de a, b coordonnées de dw, et dont nous avons appelé la derniére le
second potentiel dans le Mémoire cité, satisfont & I'équation (4).

Nous avons donné aussi, dans ce Mémoire, I'intégrale générale de
I’équation (4) au moyen d’'un théoréme semblable 4 celui que nous
venons d’énoncer pour 1’équation (3).

4. Occupons-nous maintenant de I'équation
(5) Av = — a*u.

En supposant que  ne soit fonction que de 7, et transportant les axes
de coordonnées parallélement 4 eux-mémes au point (a, b,c), ona

d?n | 2de u
ar: " rdr ?
ou
d*(ru) o
(a) prmias «*(re) = o,

we
o

Tome XVII (2° série). — Aovr 1372,
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et I'on en conclut, en désignant par C et C’ deux constantes arbitraires,

Csinar + ¢ cosar
r

Imaginons des masses m, m', m”,... qui se réduisent 2 des points
matériels ou dont les volumes sont infiniment petits; désignons par
(@, b, c) les coordonnées d’une quelconque de ces masses; alors r sera

. . - cosar
la distance de cette masse au point (x, ¥, z). Puisque —— est une

solution de I'équation (5), on satisfera également 4 cette équation en

posant
cosar
r

u=23Im

2

le signe = de sommation s’étendant i toutes les masses m, m’, m”,....
On pourrait faire sur cette expression une théorie tonte semblable &
celle qui a été donnée par Gauss et Green pour le potentiel; et, en y
faisant & = o, on aurait la théorie méme du potentiel .

Nouas démontrerons d’ailleurs dans ce Mémoire le théoréme sui-
vant, qui fournit I'intégrale générale de I’équation (5) :

Toute fonction qui satisfait ¢ Uéquation
tion. g S q

dans Uintérieur d’une surface c et qui y varie d’une maniére continue,
ainsi que ses dérivées du premier ordre, peut étre donnée par la_formule

() ’ fcoiarpda’

(a, b, ¢) étant les coordonnées de Uélément do de la surface, p une
fonctzon de a, b, c et r la distance du point (x, 7> 2) ade.

En faisant & = 0, on a un théoréme connu (Mémoire sur I'équation
AAu = o, t. X1V de ce Journal, p. 380).
Il est bon de rappeler comment Péquation (5) se presente dans les
questions de Phy51que. On a P’équation :
de

-_— T2 ;2
T m Av,
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qui régit la température d'un corps solide, dont nous supposerons la
surface ¢ entretenue a la température zéro ou rayonnant dans 'espace,
ou on a I'équation

d?y

. 2

F = Jn AV,
qui régit les petits mouvements d’'un gaz enfermé dans la méme sur-
face. Alors on pose I'une des deux formules

(C) 0 = e—a’m’tu’

(d) ¢ = (A sinamt + B cosamt)u,

et 'on obtient

Ay =— a*u.

 est une quantité que 'on détermine par la condition que I'on ait
sur la surface ¢

du
=0 ou E:Zu,
1 étant une constante et dr I’élément de la normale 4 la surface . La
quantité ¢ est la somme d’une infinité de solutions telles que (¢) et (d),
que Von appelle solutions simples. Mais la quantité « de la solution
simple n’est pas l'intégrale générale de Au=— elle n’en est
qu’un cas particulier; ainsi, pour l'obtenir, il faut donner dans I'ex-
pression (b) & p une forme particuliére.
Examinons le cas olt # ne dépend pas de z et ot I'équation (5) se
réduit a

. d?u d*u 2
(6) il i s
On a, au lieu de I'équation (a),

d*u 1 du N
I Tra T

et 'intégrale de cette équation est

C‘/‘n cos(ar cosw)dw -i- C"/‘“cos(arcosw) log(rsin®w)dae.
o o
33..
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Posons

T
N ._—_f cos(arcosw) log(rsin®*w) do;
0

nous démontrerons plus loin le théoréme suivant :

Toute fonction qui satisfait & Uéquation (6) dans U'intérieur d’une
ligne s ¢t qui y varie d’une maniére continue, ainst que ses dérivées
du premier ordre, est exprimée par la formule

S Npds,

p étant une jfonction de a, b, coordonnées de Uélément ds, et r la
distance du point (x, y) a Uélément ds.

L’équation (6) se présente de la méme maniére que (5) dans les
questions de Physique mathématique.

5. Considérons I’équation

(n~ d'u diu . diu ok
(7) dzt +2,d.z";dy’—'~:l;7"—au’

que I'on obtient en posant
v = u(A sina®*mt - B cosa®*mt)

dans I'équation qui régit le mouvement vibratoire des plaques

d?v S d‘v_’_ déo div\ __
T (5 F2aman T ) T O

Eu introduisant une quantité «', on peut remplacer I’équation proposée
par les deux suivantes : -

o == A + d*u 2, — d2u’ " d2u’
C T drx? (l_}"‘, U=z dy? )
Posons
wu u—n'
U= ? = ”
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et nous en conclurons
u=U—+YV,

U et V étant donnés par les formules

&V AV aru

-— + = o?V ——i—@:azU
dxt dy? T da? dy? S

L’expression la plus générale de V est, d’aprés le numéro précédent,

V:ffﬁcos(ar cosw) log(rsin®w)dw pds;
celle de U sera -

Y O — e .
U__fjo cos(azy—1rcosw) log(rsin®e)dwp, ds,

que Pon déduit de V en remplacant « par ay—1 et la fonction p par
une autre fonction p,, et I'intégrale générale de I'équation (7) est la
somme de ces deux expressions. Mais, pour le probléme des plaques
vibrantes, p et p,, qui se trouvent dans ’expression de %, ne sont pas
des fonctions arbitraires de a, b, coordonnées de ds.

6. Examinons I’équation

. d*u 2
(8) - = Au,
que I'on rencontre dans les mouvements trés-petits d’un gaz ou dauns
le mouvement vibratoire d’un corps solide.

Si z ne dépend que de r, on aura

d*(ru) _  .d*(ru)
7

L’intégrale de cette équation est bien connue, et 'on a

u = o(r+ at)+ s{:(r——at),

en désignant par ¢ et ¢ deux fonctions arbitraires.
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On peut déduire de 14 que, dans 'intérieur d’une surface o, I'ex-
pression
(r—+at) (r— et)
f ?—r—- g ds + L’;""’——p’ da',

dans laquelle p et p, sont des fonctions des coordonnées a, b, c de
I’élément do et r la distance de do au point (x, ¥, z), est une intégrale
de I'équation (8). Toutefois nous verrons que cette expression n’a pas
la généralité suffisante pour étre I'intégrale générale de I'équation (8),
et que cette intégrale est

u:ff(r-;.-at, 8, Y) +F(r—at, 9,xp)do_’

r

fet F étant des fonctions arbitraires de trois variables, et §, ¢ étant
deux coordonnées particulieres qui servent 4 déterminer un point de
la surface ¢. '

Si Péquation (8) ne se rapporte qu’a deux dimensions, elle se réduit &

() d*s 2(d’u d*e
9 @ =% \TE )

Y

qui donne le mouvement vibratoire d'une membrane.
Si  ne dépend que de r, on a

dzu 2 ((lzu 1 (lu)
=4 -+ 3

dr* " rdr

qui a pour intégrale
u::[nf(r'cosa) -+ at)dw +an(rcosco + at) log(rsin®e)do.
(4] o]

(Poir un Mémoire de Poisson, 1g° Cahier du Journal de I’ Ecole Poly-
tecknique, p. 227). Nous verrons que Pintégrale générale de I'équa-
tion (g) dans Pintérieur d’une courbe s peut se mettre sous la forme

u :fIﬁF(r cosw —+ at, v) log(rsin®w)dwds,
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F étant une fonction arbitraire de deux variables et v une coordonnée
qui sert a déterminer un point de la courbe s.

7. Passons a I'équation

du >
(1) - = a*Au.
Supposons d’abord qu’elle se rapporte 4 trois dimensions. Si z ve

dépendait que de r, cette équation se réduirait a

2 d’u+2du __du
a dr? rdr) — dr’

qui peut s’écrire
a2 d*(ru) _ d(ru;
dr? T dr

.

On connait I'intégrale générale de cette équation, qui a été donnée par
Laplace et Fourier, et I’on en conclut

<] __(r-—a)‘-"
e 43t . d
ru__‘[jao v fla)de,

ru =fw e~ f(r+ 2asyt)ds,

ou

S(x) étant une fonciion arbitraire.
Posons

o(r, 2,0, ¢) = ; f'w e f (r + 2asyt, 6, 0)ds,

v — o

en désignant par 6, ¢ deux coordonnées propres a déterminer un
point de la surface o, et nous aurons une intégrale de I'équation (1)
enr posant

(2) u=[o(rt0,)ds.

Nous verrons plus loin que cette intégrale a toute la généralité voulue.
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Considérons ensuite le cas ou I'équation (1) ne se rapporte qu’a
deux dimensions et se réduit a

) du o (2% d?u
(3) ) z_-——a (—dx" +d]_2>o
Si « ne dépend que de r, on a
o [Q*u 1da\ du
P\ rF) T

L’intégrale de cette équation est

u :fm fwf(rcosm + 2aa\t)de e de
—I—/w /mF(r cosw - 2aayt) log(rsinzco')d&)e—“’doc.
J—wdo :

(Poir Poisson, 1g°Cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnique, p. 245).
Posons

$(r, 2, v) Zf_:jomF(rcoswr-i- saayf, v) log(rsin®e)do e da,

F(r, v) étant une fonction arbitraire de deux variables et v une coor-
donnée propre a déterminer un point de la courbe s qtii limite I’espace
dans lequel a lien I'équation (3). Nous satisferons & cette équation en

faisant
w=[fy(r,t,v)ds,

et nous verrons que cette expression représente la solution générale.
8. Posons, en général,
AAu == A’u, AANu==ANu,...;

nous aurions pu, dans ce Mémoire, nous occuper plus généralement
d’équations de la forme

ANy +BANu -+ ...—=awl + b’ + ..,
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ou de celle-ci :

du déu
p 7 =a—- —_— ..
AN +BMu+ ...=a 5+ b+ ..,
en désignant par A, B,..., a, b,... des constantes. Mais, afin d’éviter
des complications qui n’auraient pas d’utilité, nous préférons nous

borner aux équations que I'on rencontre en Physique mathématique.

Sur Uéquation Ay = — «?o.

9. Imaginons un volume = dont I'élément est dm, terminé par une
surface ¢ dont on désigne I'élément par do; si ¢ et w, ainsi que leurs
dérivées, sont des fonctions continues des coordonnées rectangu-
laires 2, y, z dans I'intérieur du volume =, on a cette équation, que
I'on attribue 2 Green, quoiqu’elle ait été employée auparavant par

Poisson,
vawa’w —-f Avde :fv %do’ —fw %zls,

dn étant I'élément de normale 4 la surface menée vers I'extérieur du
corps, et les intégrales se rapportant au volume entier ou a toute la
surface.

Prenons pour w la fonction Z227, r étant la distance du point (x, 7, 2
P - I J

au point (a, b, c) situé dans 1’élément dz; on aura (n° 4)
Aw = — a*w.

Si le point (&, 7, ) est situé en dehors du volume =, la fonction w
satisfait 2 la condition de continuité indiquée, et Yon a, d’aprés la
formule ci-dessus, en mettant a, b, ¢ au lieu de x, y, z dans ¢,

cosar cosar
——ac’fv - dw——f — Avds

(I) cosar
r cosar dv
= ) oo + [ 5 des

34

Tome XVII (2° série). — Aour 1872,
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dr’ est 'élément de normale comptée vers l'intérieur du corps, et dans
le second membre r représente la distance du point (x, y, z) & V'élé-
ment do.

Si le point (x, 7, z) est & I'extérieur de ¢, I'équation précédente est
applicable au volume renfermé entre ¢ et une sphére ¢’ infiniment
petite, dont le point (x, 7, z) est le centre. On aura donc

dcosar
cosar cosar r cosar de
— o2 fv——dm—[ T avdes=— | o —L—do + | 22 2 ds
N r . r o dn r dr

dcosaR
R , cosxR dv ,; ,
— | v—5 do’+ B 7R do’,

R étant le rayon de la sphére; car les intégrales du premier membre
rapportées au volume infiniment petit de la sphére sont négligeables;
la quatriéme intégrale du second membre est négligeable aussi, et la
troisiéme est égale 4 '

9 [(«R sinaR + cosaﬂ)%,

ou, en faisant tendre R vers zéro, & 4nv, dans lequel on remet dans ¢
x, ¥, zau lieu de g, b, c.
Donc on a, si le point (&, y, z) est intérieur au volume =,

cosar cosar
—o? f v de — [ Avds

r r

(2) cosar
f d r cosar dy
A = - V'——d-”-;—'da +f - '(’l;',da —+ 471'(’.
10. Posons
(3) V= [©pa,

dIl étant I'élément d’'un volume II, dont la masse est DdIT; D est par
conséquent une fonction des coordonnées a, &, ¢ de ’élément dII.
On a

(4} AV =— a?V
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pour tout point situé en dehors du volume auquel se rapporte I'inté-
grale; cherchons quelle est la valeur de AV pour un point de ce

volume.
Décrivons une trés-petite sphére qui renferme dans son intérieur le

point (x, ¥, z), et posons

V=uv+47,

v’ étant la partie de V qui corréspond au volume de Ia petite sphere

et v étant la partie restante.
On a d’abord

(a) Av = — @*v;

si 'on désigne par dr 1’élément de volume de la sphére, on aura

cosar
v’ :f Ddr,

r

ou, en développant cosar par rapport aux puissances de r, qui est
trés-petit, ’
2
u’=ledr—f“—fder+....
r 2

Le A du deuxiéme terme et des suivants est négligeable, et I'on sait
que le A du premier terme est égal 4 — 4zD. On a donc

1

(&) AV = — 4=D,

en remplagant dans D les quantités a, b, ¢ par x, ¥, . Il en résulte,
en ajoutant (a) et () et remarquant que v’ est infiniment petit,

(c) AV + a2V = — 4zD.

Dans I'expression

f sinar D dﬂ,

r

la quaniité qui se trouve sous le signe d’intégration ne devient pas

34..
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infinie pour r = o, et cette expression satisfait, en dedans comme en
dehors du volume II, 4 I'équation (4).

11. Voyons ce que deviennent les équations (1) et (2) appliquées a
Vexpression (3). D’aprés 1’équation (c), on a

fAvws“’d[[:—f“-———zvtﬁ‘”D cosardl'[:—a”fV ST AT — 4w V.

r r

Donc, si le volume = renferme le volume II et si le point (x, 7, z) est
situé en dehors du premier volume, on a, d’apreés la formule (1),

coser
5 4 cos«deH__ Vd r d cosar dVd
( ) Tt‘f r - dr’ G +f 7 dn ¢

Sile volume = renferme encore le volume II, mais que le point (x, ¥, 2)
soit situé 4 I'intérieur du premier volume, on a, d’apreés la formule (2),

d008¢r
N ‘ ardV
(6) 41rfcoi“deII :-—fV—an,—dc —i—fﬁoi—rd—n,do + 4nV.

12. Enoncons maintenant ce théoréme important :

Imaginons un volume limité par une szqface c. On peut Zoujours
distribuer sur cette surface une couche de matiére dont la densité p

soit telle que Uexpression
cosar
f P de,

ot r représente la distance du point (x, y, z) a U'élément ds, ait une
valeur donnée sur la surface.

Quand on suppose « = o, on a un théoréme bien connu de Gauss,
et quand « est différent de zéro, le théoréme peut se démontrer de la
méme maniére. (Foir le cinquiéme volume des OFuvres de Gauss,
p. 232-237.)

La démonstration se décompose en les parties suivantes :

1° Si une couche de matiére a une masse donnée et que la densité p
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ait partout le méme signe; si, de plus, on pose

v:fcoiarpda, Q =f(v—— 2U)pdo,

U étant une fonction de x, ¥, 2, dont les valeurs sont données sur g,
Q est susceptible d’'un minimum pour lequel v — U a une valeur
constante.

2° Sila densité peut changer de signe, on montre ensuite que ¢y —U
peut également avoir une valear constante, la masse de la couche étant
donnée. ‘

3° On peut, quand la masse est arbitraire, s’arranger pour que
¢ — U ait une valeur constante donnée sur la surface, et, par suite, il
est clair enfin que ¢ peut avoir sur la surface une valeur donnée et
variable d’un point 4 Pautre.

15. Supposons une fonction ¢ qui satisfait 4 Iéquation
Ay = — a0

dans lintérieur d’une surface et qui varie d’'une maniére continue
dans cet espace, ainsi que ses dérivées du premier ordre.
On a, d’apreés la formule (2),

coszr
4 r cosar dv
(7) 0= — | dec +f - d—n,do' + 4rv.

Considérons V'expression qui se rapporte a une masse distribuée sur
la surface ¢
coszr
V= f rx de' H

en supposant d’abord que la masse soit & I'intérieur de o et occupe

’ \ d d
le volume I, on aura, d’aprés (6), en remplagant - par — —=

cosoer

d

de _fcos:zr WV is + 47V.

>
r dn r dn

4"7[‘:05”])‘{11 — v
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Faisons approcher les masses de la surface ¢ jusqu'a ce quelles
_viennent s’appliquer sur cette surface et y former une couche de den-

oy dV , . . . .
sité p; — ne cessera pas de varier d'une maniére continue, le premier

membre de 'équation précédente se réduira & 47’V et ’on aura

cosar

4 r -da' __fco's:zre_il? -

(8) 0= v dn r dn

Or, d’aprés le théoréme du numéro précédent, on peut disposer de
» d'ap p ) P p [4

de maniére que V ail une valeur donnée sur la surface. Supposons
donc que V ait sur ¢ la méme valeur que ¢, et, en retranchant (8) de (7),

nous aurons
I cosar [ dv av
- EfT(E + d",;) do.

Donc nous avons le théoréme suivant :
Toute fonction qui satisfait & Uintérieur d’une surface ¢ a Uéquation

P =

Ay =— a?u,

et qui y est continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre, a poyr
expression '

( d) fcos;mrp do",

p €tant une fonction arbitraire des coordonnées de I’élément do.

Dans ce théoréme, la surface g, qui limite I'espace continu considéré,
n’est pas astreinte & former une surface continue; elle peut, au con-
traire, étre composée de plusieurs surfaces fermées. Si la surface o se
réduit 4 une seule surface fermée, nous aurons occasion de reconnattre
qu’a Pexpression (d) on peut substituer P'expression

(e)r f Sinr” pido.

Il est aisé de reconnaitre que la dérivée, par rapport 4 la normale 4
la surface, de I'expression (d) varie d’'une maniére discontinue quand
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on traverse la surface ¢, tandis que la méme dérivée de I'expression (e)
est continue dans ce passage. Donc, si les deux expressions (d) et (e)
se confondent 4 U'intérieur de la surface o, elles se séparent au dehors.

14. Les raisonnements qui précédent peuvent étre facilement
étendus a la théorie de I'équation

Af’ = — a2v,

réduite & deux coordonnées.
Nous avons vu (n° £) que les expressions

M ::fﬂcos(arcosm)dm, N =fﬂcos(ocrcosw) log(rsin®w)dw
4] 4]

satisfont 4 cette équation, et par une démonstration semblable a celle
du numéro précédent, on obtiendra le théoréme suivant :

Si une fonction satisfait & Uéquation
q

d?e d?e

— 2
iz Tar =«

dans Uintérieur d’une surface plane limitée par une courbe s, et qu’elle
¥ soit continue ainsi que ses dérivées du premier ordre, cette fonction
peut étre mise sous la _forme

(f) S Npds,

en désignant par p une fonction des coordonnées de 1

>

élément ds.

Si la ligne s se réduit & une seule ligne fermée, nous donnerons des
exemples ot I'on peut remplacer dans le théoréme précédent P'expres-
sion ( f) par 'expression plus simple

| (g) JMpds.

1l est aisé de démontrer que les dérivées de P'expression ( f) varient
d’une maniére discontinue quand le point (x, 7, z) traverse la courbe s,
tandis que celles de (g) restent contenues dans ce passage.



272 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Développements en séries des quantite's M. et N.
15. Les quantités

M =fﬁcos(ar cosw)dw, N ——:f7r cos(ar cosw) log (rsin® w)do

satisfont & I’équation

d2u d2u . 2
(I) ) ey -+ ? = —a‘u,
et nous allons donner des développements en séries de M et N.
Prenons des coordonnées polaires, en posant

x =Rcosa, y=Rsinz,

et soient @, R les coordonnées polaires d'une extrémité de la dis-
tance r et a,, A les coordonnées polaires de l'autre extrémité. Nous

avons -
r*=A?— aARcos(z — «,) + R* .

et
X a*r? atr a?P rp
M= — -, .. ——— ..
n-M : 2? + (2-4)? (2.4.6...2p¢% "

Posons « — &, = ¢, et nous aurons, en faisant y—1 = i,
r*=(A — Re%)(A — Re™).
Elevons & la puissance 7, et nous aurons
(A—Ref)® = A"— nA™ Re¥ + 20— prapegi

1.2

(A — Re¥yp= A"— part Rty 20D prspaganr

£
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puis en multipliant, nous obtenons

=P, + 2P, cos6 + 2P, ,c0520 + ...,

si nous posons

Po’n_'; A2"+n2A2""2R2+(n(’:—;l))zAm_'R*—l—...,

P, — — nAMR — n(r —1) A’”"Ra——n(n_l) n(rz—-x)(n—z)_lg__
m ) 1.2 1.2 1.2.3 as 7
P,,= ”("_21) A2P-2R2 n”(”_;)g’ “_2)A2n—ARA
n{n—1) r{n —1)(n—2) ,anspe
1 2.3.4 APTORY A+
— — — —32j(n—3

P,=— n(r ;)g‘ 2) AR — n n(r 1)31-342 (n )A2”"5B5

— ”(”2—’ 1) n(n —21)3' 4(’5’—'4) APTRI+...,

e T I R F R R I I R S A A

Nous aurens donc

LM = — Z(A®+ R*— 2AR cosf)

2

+ ———(2’2)2 [A*4-4A?R?-+R*— 4(A* R+ AR?) cosf + 2A?R? cos 26]

at

——_(2"4.6)2 [A(S_l__ 9A4R2+9A2Rﬂ ot RG

— 6(A*R + 3A°R®+ AR®) cosf
+ 6(A*R2-+ A*R*) cos26 — 2A" R? cos36]

Désignons par Q,(R) la fonction suivante :

' =3 Zg) Zg)’
Qn(B)zR”[I - 1(;2+)1)+ 1.2(5:—1))(n+2) T 1.2.3 (n—gi (rz)—l—z)(n+3)+' ] ?
35
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qui est une solution de Péquation différentielle
'

2dQ Q 2 2 e .
R+ Ry —(n"—a’R*)Q=0;

. . , I ¢
on reconnait sans difficulté que la quantité ;M peut se mettre sous

la forme suivante :

;IEM = Q°(A)Q0(R) + 2E;Qa (A)Q,(R)cosé
25y Qz(A)Qz(B.) cos20 +..

2mQH(A)Qn(R)cosne o

formule remarquable et dont nous aurons occasion de faire des ap-
plications.

Multiplions les deux membres par cosna, dx, et intégrons de o
a 2m; nous aurons

ifmfﬂcm(azrcosc.))(lmcosnoc da ———%ﬂ—Q (A)Q.(R)cosna
To Jo P T (2.4.6. 7 22 " n )

Or Q.(R), au lieu d’étre exprimé par une série, peut I'étre par la
formule

T
Q.(R) = I§§6(2n R"j; sin*" o cos (@R cosw)dw;

on a donc une intégrale double exprimée par ie produit de deux inté-
grales simples.

16. e développement analogue de N en série est plus difficile a
obtenir. Nous avons

T T . . .
= Iogrf cos{ar cosw)dw + 2f cos(arcosw) log sivwdw.
o

1]
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Considérons d’abord le cas ot @ est nulj N se réduit a

N, = rlogr + 2fﬂlogsinwdm

= rlogr — 2m loga (Calcul intégral de M. BERTRAND, p. 147).

On a d’ailleurs
R ) R ;
2__ A2 b _ i
I‘—-A(I Ael(l 2 € >,

et en prenant les logarithmes

n
.

R 1 R? I R
Al easnd _—— —— — — o — (8} —_— s
logr = logA A0059 S T cos20 ~ 5 C sng ;
donc on a

I R 1 R? 1 R*
-No = logA — 2log2 — + cosf — ;Pcoszﬁ —.— —gcosnl —....

Cherchons maintenant & passer au cas olt @ n’est pas nul. N satisfait
a équation (1), et si nous adoptons des coordonnées polaires, cette

équation se change en la suivante :

dru 1 du 1 d*u

{ —_— — = — a’u.
(2) e TREaR TR a‘u

Commencons par déterminer une solution de cette équation qui soit
le produit d’une fonction de R par une fonction de &, et posons

3) u == Q(R)T(a),
nous trouverons que F'on a

T{a) = A cosno + Bsinna,

n étant entier afin que T(a) ait pour période 27, et Q satisfaisant &
I'équation

%) R8BI LR — n?)Q =0,

35..
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et la solution de cette équation différentielle est

| CQ.(R) + CQL(R),

en posant

Q,(R)=R™" [H— l(gﬁy—l— | Gn) ]

" (p—1) 1 2(r—1)(r—2) -

(Voir Mémoire sur la membrane elliptique, t. XIIL, p. 141.)

Q.(R) renferme le facteur R” et Q/,(R) le facteur R™. A la vérité,
lorsque n est €ntier, la forme de la seconde expression n’est plus ad-
missible ; mais, comme elle I'est pour toute autre valeur de #, il résulte
de la continuité qu’il existe une solution qui renferme R™" en facteur
et que nous désignerons par Q/,(R). Dans le cas de n = o, nous po-
serons

Q,(R) = % ‘/‘”cos(a]:{ cosw) log(R sin*w)dw,

qui est une solution de I'équation (4) pour n = o. :
L’expression de N qui satisfait a I’équation (2) doit étre la somme
d’une infinité de quantités telles que (3). Supposons R < A; pour
a = o, N doit se réduire 4 'expression que nous avons trouvée pour
No; or, pour @ = 0, Q,(R) et Q,(R) se réduisent & R” et R™"; donc
les fonctions Q,(R) entrent seules davs ie développement de N, et
Pon peut poser - '

iN =EQ,(R) + E,Q,(R)(D, cosa + F, sinat) + ...
' + E,Q,(R)(D, cosna + F,sinna)+ ...,

les quantités E, D, F étant des constantes. ,
N est fonction de & — &, = 0, et 'on en peut facilement conclure
que le développement précédent peut s'écrire

=N = EQy(R) + E,Q;(R) cosf -+ ... -+ E,Qu(R) cosnb + ...

Si 'on regarde R comme constant, chaque termé de N doit pouveir-
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étre considéré comme le produit d’une fonction de A par une fonction
de 9, et 'on doit avoir ,
E, = CQ,(A) + C'Q,(A),
I

. . . ’ . x 1
C et C’ étant deux constantes; mais E, doit se réduire a —— = pour

a = o; donc on a simplement

E,=— %Q::(AL

et 'on a enfin cette formule remarquable
= N=Q(A) Qo(R) — Q,(A) Qi (R) costi —... — 2 Q,(A)Qu(R) cosnf—....

Remarquons que, R étant supposé plus petit que A, les quantités A ’
et R entrent de la méme maniére dans le développement de M, et
entrent, au contraire, d'une maniére différente dans le développement
de N.

17. Les développements de M et N, que mous venons d’obtenir,
naissent de la considération des coordonnées polaires. Si x et y sont
des coordonnées rectilignes rectangulaires et que nous posions

et - P e —ef
* = ¢———Cost, ¥ =C— ——Ssina,
2 2

pour prendre « et {3 comme nouvelles coordonnées, l'équation
f8 = const. ou I'équation
x* .7-2 c?

cEr R e &

dans laquelle on suppose {8 un parameétre variable, représentera des
ellipses homofocales, et 'équation « = const. ou celte autre
_:fz___ — _Zz_. — c?
coste  sina ’
dans laquelle a est un parametre variable, représentera nne série d’hy-
perboles homofocales entre elles et avec les ellipses.
Nous allons maintenant nous occuper des développements deMetN
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suivant des séries qui provienneat de la considération des coordon-
nées « et f3. _
Si aux coordonnées x et y on substitue les coordonnées «, f3,

Véquation

du’  du — _ 2%y
dz* ' dy*
se change en la suivante
d*u d*u &b 4 g\ 2
2 2 2
—-— = — a’c e o
P -+ dpz [( 2 CcOs ]u

{voir Membrane elliptique, t. XIII de ce Journal, p. 146), et, si 'on
suppose que u soit le produit d’une fonction de o par une fonction
de B, et qu'on pose en conséquence

u=P(a)Q(B)

P et Q seront donnés par les deux équations différentielles du second
ordre

(@) ;—:;—;—(R—— 2k? cos2a2)P = o,

B — [R—Ret Q=0

7 1 , 4ac ,
h étant égal & — et R élant une constante.

R est une constante qui doit étre telle, que P ait 2 pour période.
‘Nous avons appris & déterminer cette quantité dans le Mémoire cité.)
Pour k=0, P se réduit i

CcosyRa + C' sinyRa,

C et C' étant des constantes, et R se réduit au carré d’'un nombre
entier; mais, quand % n’est pas nul, la solution générale de I'équa-
tion (@) n’est pas périodique, et 'on a deux sortes de solutions de cette
équation : les unes que nous avons désignées par P,(«), et qui se
réduisent 4 cosga pour k = o; les autres, désignées par P,(a), qui se
réduisent 4 singa pour 7 = 03 et, quoique R se réduise a g* dans ces
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deux solutions pour & = o, il n’y a pas cependant la méme valeur, de
sorte que P,(«) et P,(a) sont les solutions de deux équations diffé-
rentielles distinctes. Nous représenterons par

Py(a, 8), Pi(a, g)

»

les deux fonctions P, qui se réduisent 4 cosgoa et singa pour A =o.
r étant la distance de deux points dont les.coordonnées dans le
systéme elliptique sont «, 3 et «,, b, nous aurons

P2 — Z [(ef + e ®) cosa — (€® + e®) cose, J?

""c/f[(ep — e ) sina — (e — e?) sing, ]2

Apres avoir rappelé ces principes, nous allons donner les dévelop-
pements des quantités

n T
M =f cos(arcosw)dw, N =f cos(ar cosa ) log(rsin’e)da,
(4] o R

sans nous étendre sur les considérations qui nous y ont conduit.
On a

M = P,(a, 0>P2(0‘n O)Qz(ﬁs O)Qz(b’ 0)
+ 8% [Py, Py, 1) Qu(B) 1)Qu(Br 1)
+ P, (e, 1)Py(ety, 1)Q, (B, 1)Q, (b, 1)]
-+ SG]‘Z)';[Pz(a’ 2) Py (e, 2)Q2 (B, 2) Qo (b, 2)
+ P, (ay Q)Pi (“n Q)Qa (ﬁv 2)Q4 (b, 2)]
+ sﬁ%),[m(a, 3) P, (s 3)Qa(B, 3)Qu(b, 3}
+ P, (a: B)Pi(“h 3)Q1 (ﬁa 3)Q|(b 5}]

1l y a une remarque 4 faire sur les valeurs des expressions de P et Q.
Dans notre Mémoire sur la membraue elliptique, les fonctions P et Q
ne sont pas complétement définies; elles le sont seulement & un facteur
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constant prés, qui se réduit & 'unité pour 4 = o. Ainsi, par exemple,
d’aprés la formule donnée dans ce Mémoire, en ne prenant que les
termes en A° et &2, on réduit P,(a, 1) et P,(a, 1) 2

, kB . R
P,la, 1) =cosa — 3 cos3a, P(a,1)=sina — —gsm3a,
et dans l’eipression de M il faut faire
, B ,
Py(a, 1) = cosa — ¢ (cos3a + cosa),
. R .

P,(a, 1) = sina — —g-_(sm3a — sina);
* ce sont les premiéres expressions multipliées respectivement par
R h?

I—g Tty

D’aprés la maniére dont Q, et Q, se déduisent de P, et P,, on a

B —B I [e® 4 g% ] B
e A ( +e -+ )’

Q(B, 1) = 2 8 2 2

e —et M2 (eaﬁ —e e'-ﬁ)

2 2

QB )=—7"—3

L'indétermination que nous laissons subsister dans Pexpression de M
sera cependant sans inconvénient dans les applications que nous
aurons i en faire.

Pour déduire de la formule que nous venons de donner pour M celle
qui est relative aux coordonnées polaires et que nous avons ‘obtenue
précédemment, il suffit de faire ¢=o0, en se rappelant que I'on a

h= fz—c-, puisque 'on a pour c =0
Q:(B, 8) =Qi(B, 8):

et que, lorsque ¢ tend vers zéro, les quantités

268, =UBE)
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tendent vers 'expression que nous avons représentée par Q(R) dans
le n° 15.

18 Donnons ensuite le developpement de N. Dans le cas ot a est
nul, N se réduit a

N, = n(logr — 2 ldgz).

On a d’ailleurs

(€P - eP) cosa — (¢® + €7*) cosa,J°

= 7 [
+ %[(ef5 —eB)sing — (8 — e7?) sina,*,
et cette expression peut se décomposer en facteurs de la maniére
suivante :
r? — et [(l — efgm(a—a)V=ig=b) (I — e Be-(eralV=iet)

([__ eﬁe(a—-zz)"—-—i —6) ([_ e—ﬁe(a+a,)\/:-_4'e-—b)_l.

Supposons b > 3 et prenons les logarithmes des deux membres en
appliquant la formule

log(w—u):-u-—%z—...,

et nous aurons

| 10 ce? e§+g_§ COsa COS 1 effreret COSgu COos
Ogr—— g > pra 2y “er p pr; g g“‘
ei’—e § 1 egp——e—' g8
— sine Slna| "‘“} —'——eg'—“ﬁlnga S“]ga""—

Ainsi 'on a

I ce? b et
IN, =logs — 2 ""—e?cosa cosa, — --.
— gS 2 1

o 8B e 88 .
— = ———— €8 coSga COSGUy — .-
g 2

et — e~

? . .
—a e b sina sino, —

2 Egg——e"gp —gb o3 Gn g
—E-——z——"—e S]nga bln°a| —

Tome XV 7 o¥ sériaj, — SEPTEMBRE 1872, 36
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Examinans ce que deviennent les fonctions P,, P,, Q,, Q. pour
a = o. Alors
i L
2 b)
P P
P/, g) se réduita singe, Qi(B,g) a ————ne—s

Py(a, g) seréduit 2 cosga, Q:(B,g) a

Py(a, 0) et Q,(f3, o) se réduisent 4 P'unité; quant i la fonction P, (a, o),
elle est nulle, quel que soit 2.
L’équation qui donne Q est

T —[R—F(e 1+ e™)]Q =0,

et pour @ =0, on a k=0, R = g?*; donc la solution générale de cette
équation se réduit

Q = Cest + C'es;

on en déduit pour solutions particuliéres

b - e—8f 88 — o8B
Q2 = —-—2—-, Q' == Py .
et, de plus, "
‘s —
Q = ’

que nous pourrons écrire
QU =Q,—Q,.
Quand % est quelconque, en posant

m=R — akh?, A
nous aurons
_ g . 2y B
Q =+ m 5+ (m* — a4k )azgE T

Q2=I+IIZIL;+("I-’— 852);-%‘.—4 b AN

P, (a, g) et Py(a, g) ont 21 pour période, et les fonctions Q.(B, g) et
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Q. (B, 8), qui sé déduisent des deux précédentes par le changement
de « en 8y —1, ont 2wy — 1 pour période. Si la quantité R, qui entre
dans la fonction Q, ou Q,, ne la rend pas périodique, nous la repré-

senterons par
Q.[B,R] ou Q.[B: R].

Le terme général de N, renferme en facteur ¢78%; donc le terme de N,
qui correspond au terme

2 8 e, .
—_ e 8 cosgacosgu,,
p > 8 4
ui appartient 2 N,, doit renfermer en facteur une fonction, que nous
[:}] ? q
désignerons par Q'(b, R,), de la forme

(¢) - AQz(bv g)— BQ, [b7 Rg]?

R, étant la quantité R qui se trouve dans P,(, g), et A, B étant des
constantes qui se réduisent 4 I'unité pour & = o. Et le terme de N, qui
correspond au terme

2 e8f —e8F . . .
— = ——— e singasingo,,
8 2
ui appartient 2 N,, renferme en facteur une fonction, que nous dési-
01
nerons par Q'{ &, R |, de la formne
y Bg iy

(d) DQ?[b)R'g] - EQ,(b, g)')

R, étant la quantité R qui se trouve dans P,(a, g), et D, E étant des
constantes qui se réduisent 4 I'unité pour £ = o.

Pour g = o, la fonction Q'(5, R,) n’est plus de la forme (c). Quand
on y fait £ = o, cette fonction satisfait 4 I'équation

d? [P oy
d{s?=0’ dou Q=C+CB;

et pour & = o, Q'(f, R,) se réduit 2

ceb

logg—i—ﬁ ou logﬁ,
36..
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qui est le premier terme de N., Donc, pour une valeur quelconque de
h, on aura

(e) Q(bRo) = Alog5Qu(5,0) + B L5, Ro}

A et B étant des constantes qui se réduisent & 'unité pour k= o.
D’aprés cela, on a pour le développement de N, lorsque B est < b,

- N =Q.(8, o)Q’(b,Bo)Pz(a, 0)Py(as, 0)
— 2Q(f, I)Q’.(b: Ry)Pa(a, 1)Py(a, 1)
—2Q, (B, I)Q'{baﬁlith(“’ )P, (a, )

méeases e s s s e e s s aes s e Nt e

- 'Z‘Qz(ﬁa 8)Q'(b, Rg)Py(a, g) Pﬁ(“”g) -
—2Q(8,8) )Q' |6, By [P, (@, g) Py (1, 8) —

Il faut remarquer que dans cette formule les fonctions Q' n’ont pas
été complétement définies, parce que nous n’avons rien dit des con-

stantes A, B, D, E qui entrent dans (¢), (d), (€), si ce n’est qu’elles se
redunent a l’umte pour 7 =o.

sin ar cosar

Deaeloppements en séries des quantités -

19. Tes quantilés

- sinar cosar
K = s L=
ar r

H

dans lesquelles r désigne la distance du point (x, y, z) 4 un point
fixe (a, 3, ), satisfont, comme nous avons vu (n° 4), 4 I'équation

d*u d*u d*u
dz? +dy’ + d#

Prenant des coordonnées sphériques, nous posercens

x=Rcosf, y=Rsinbcosy, z=Rsinfsiny,
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et si A, &, ¢’ sont tes coordonnées sphériques de la seconde extrémité
de r, nous aurons

a= A cosl’, f=Asinf cosy, y=Asind sing"
Nous aurons, par suite, -

r2 = A? — 2AR cosa + R?
en pOSﬂDt

cosw = cosd cosf’ + sing sinf’ cos(y — ¢').

Calculons d’abord K; nous aurous

a*r? a'rt asre

KR=1— 3+ 375 234567

RN
.ou

o A? -+ R*— 2AR cose
1.2.3

+ 2.;"4.5 [(a*+ R*)* — 4AR(A® + R?) cosa + 4A2R?2 cos®an]

K=1—a

— 3ac_ 5 [(A? + R?)* — 6AR(A* +R?*)* coso + 12A3R? cos?
— BA®R® cos*a]
R R T .-

Ordonnant par rapport aux puissances de cos®, nOUs aurons

K:x—“’“‘;f;“”-kz’g‘fkj(y+R'~*)2— 2_3“.°H7(A2+R=)3+...
+ a? coso %A—l;: — ;%34AR(A2 +R?)
+ 2.3"_8_.76AR(A2 +R2)’—...]
| + a' cos’o % — 2.?:1.1. 5 IzA_‘*R*(A’ + R?) +.. ]
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Les X,, de Legendre sont donnés par la formule

X, = 1.3.5...(2n—1) [COS”G} __ r(r—1) cos™2 6

1.2...n 2(2n—1)
n(r—1)(n—2)(n— 3)
2.4(2r —1)(2r —3

et en faisant successivement n» =1, 2, 3,..., on obtient
.2 2 B |
X, = cosw, ?sz =cos’e — =

2 o8 §
T35 5X3 = cos’a — z COSw,
3

-----------------------------------------

De ces équations on peut déduire successivement cosw,cos?e, cos*e
en fonction de X,, X,,..., et ’'on obtient

jeee

cose = X,, cos%a:i%Xz—l-%,
cos’mz:—:gxs gx,, .
covum i3y, Sty
costo = e K+ R ASRN, 4 3,

........................................

En substituant ces expressions dans la formule qui donne K et en
posant, en général,

. — pn — __a_:___ 3 e
r,(R)=R [l 2{2r +3) R+ 2.4¢an+ 3)(2n +5) R
-at .

- 2.4.6(2n+-3) {3z +5) (22 +7) R® + ...],
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on trouvera facilement cette formule rémarquable
K=T (A)To(R) + 2T, (A)T,(B)X + oz Ta(A)TL(R)X,

T, (A)T5(R)X, + 4(A)Ti(R)X4

alO
+ WTs(A)Ts(R)XS + .

32 52

Remarque. — Multiplions les denx membres de cette formule par
X, sinwdw; en intégrant de o & & et remarquant que 'on a

T
f X, X,sinado = o,

si n et p sont deux nombres entiers différents, on aura

T sinar .
f X, sinade
o r
a2n+l

= 3.5, (2n—1){2n +1

} T.(A)T.( f X: sinadn.

D'ailleurs on a

Il-i—!

f X:sinodo =

(Voir Calcul intégral de M. Bertrand, p. 548.) On a donc

T sinar DY S .
‘fo X sinwdo = an(A) I‘,,(B).
T.(A) et T,(R) peuvent étre regardés comme des intégrales définies;

car on a

T
T,.R) =-;- = 3254 6(2”*—1)1{”/0‘ cos(Ra cosw) sin®™* wda [*].

20. Occupons-nous ensuife de la fonction

cosar
r

L=

-

[*] D'aprés une formule de Legendre, ces deux quantités peuvent aussi s’exprimer
sons forme finie.. (Poir notre Cours de Physique mathématigue, n° 88.)
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Dans le cas ot a est nul, on a, en supposant R < A, le développe-
ment bien connu

1 1 R R? R=
(f) ——'——X—FEX{ +K5X—2+-- +

r ¢ AR+l

X+ oo

Cherchons 4 passer au cas ot a n’est pas nul. L satisfait & I'équation
A = — a’u.

Si nous adoptons des coordonnées sphériques, cetle équation prend la
forme suivante :

du 7 ' du A

4 de
d<R dR) L dw o e AR
dR sin?6 4y* ' sin® 46 .

Cherchons une solution de cette équation qui ne dépende que de R
et ». Pour y arriver, prenons pour l'axe polaire des coordonnées
sphériques un rayon qui passe par Pextrémité (a, 3, 7) de r; alors o
sera égal 4 0, et u, ne dépendant que de R et o, sera donné par.

I'équation
d R‘ﬂ d(sinmil—lf
aR) , B) _ apey
dR sine de _ *

Particularisons encore cette solution en supposant quelle soit le
produit d’une fonction de R par une fonction X,;; posons

(8) u = F(R)X,.

Comme X, satisfait 4 'équation

dX,
d (sinm )

1 de
e A -+ n(n -+ ,)X,, =0,

F(R) est donné par I'équation

d (R’(—iE-

——gﬁ —fn(m+1)— aQRé]on.
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Si ensuite on désigne par C et C' deux constantes arbitraix"es, ona

F = CT,(R) + C'S,.(R),
T,(R) étant la fonction ainsi désignée dans ce qui précéde, et S,(R)
ayant pour valeur

a*R? a'R*
2(2n —1) + 2.4(2n —1)(27 — 3)

S,(R) = R~ [: +

a‘R* N
+2.4.6(271—1)(2”_3)_(2"__5) ]-

Les termes de la série qui compose L doivent étre de la forme de
PPexpression (g), et, comme le terme général de L doit étre composé
en A et o, comme il 'est en R et , si 'on désigne son rang par n+1,
il sera de la forme :

[BT,(A) + B'S,(A)][CT.(R) + C'S,(R)]X.,

B et B’ étant deux constantes arbitraires. Pour a = o, il devient

(BA" + B A—;-) (CR" +C EL+‘> Xa;

mais pour @ = o, L se réduit a ;, son développement a ( f) et Je terme
en question a

X
Antt

R*X,.
Ainsi 'on a _
B=o, B=1, C=1, (C=o,

et le terme général de L est
5. (A)T.(R)X,.
Donc enfin Pon a, si R est < A, la formule suivante :

L = S,(A)To(R) + S, (A) T, (R)X, + ... + Sp(A)T(R)X, + ...

Nous allons donner des applications des développements précédents.

Tome XVII (2° série ). — SeerexsrE 1872, 7
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e - ’ - d: d2 - Y
Intégration de Péquation 2+ 2% _ _ a*u dans Uintérieur

dz? dy?
d’un cercle.

21. Supposons qu’une fonction  satisfasse a ’équation

(l) © d*u + d*e 2lu
dz? dy? T

dans U'intérieur d’un cercle de rayon H, et que sa valeur soil donnée

sur le contour de ce cercle; nous allons montrer comment on pourra

la déterminer.

D’aprés le théoréme du n° 44, la fonction u peut étre mise sous la
forme

(2) u :prds, avec N = %_/(:T cos(ar cosw) log(rsin*e)dw,

ds désignant I'élément de la circonférence du cercle et l'intégrale se
rapportant 4 la circonférence entiére; de plus, p désigne une fonction
d’un point du contour.

Supposons que les deux axes rectangulaires passent par le centre du
cercle, et prenons des coordonnées polaires en posant

x = Rcosa, y = Rsina;

les coordonnées d’un point quelconque du cercle seront H et «,, que
nous ferons varier de o a 2r. Alors on a

r* =H* — 2HR cos(a — a,) + R?*, ds= Hda,,

et, p étant une fonction de «, qui n’est assujettie qu’a rester invariable
quand on augmente @, de 2, on pourra poser

¢ = A, + A, cose, + B, sina, + A, cos2a, + Bysinace, +....
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D’ailleurs, R étant < H, on a (n° 16)

’%N—_-QO(R)Q; (H)— Q,(R)Q;(H)(cose cosa, + sinasina,) — ...
——%Q,,(R)QL(H) (cosna cosnoa,—+sinna Sinnoy) — ...
et, comme on a

27T
f cosna, cospa,du, = 0,
(4]
27T
f sinne, sinpa,de, = o,
0
2w
f sinna, cospa, do, = o,
o

si n et p sont deux entiers quelconques, distincts toutefois dans les
deux premiéres intégrales, on obtient

= [ Npds=A,Q,(R)Q}(H) 2nH—Q,(R)Q;(H)wH(A, cosa+B,sina) —...
— iQn(R)Q;(H)TCH(An cosna + B, sinna)—....

Cette série peut s’écrire plus simplement

3) S Npds = C,Q,(R) + (C, cosa + D, sina)Q,(R) +. ..
) + (C, cosna + D, sinna)Q,(R) + ...,
Coy Cyye-vy Doy Dy,... étant des coefficients que 'on déterminera par
la condition que cette série soit sur le contour du cercle une fonction
donnée de o.

22. Supposons ensuite que la fonction u satisfasse a I'équation (1)
dans ’intervalle compris entre deux cercles concentriques, et que sa
valeur soit donnée sur les contours de ces deux cercles.

Désignons par & le rayon du plus petit cercle et par H celui du
plus grand. Représentons par r la distance du point (x, ) 2 un point
quelconque du cercle extérieur, et par r, la distance de ce point a

un point quelconque du cercle intériear. D’aprés le théoréme dn
37..
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n° 14, u pourra étre mis sous Ia forme
. u=fNPHd“|+fN‘P‘kda‘7 A

p et p, étant des fonctions de «,, qui ont 2n pour période, et N et N,
ayant pour valeurs

N =ifﬂcos(arcosm) log(_réin’m)dm',

N,=3—f“cos(ar,cosm)log(i’.sin’m)dm. ‘

o

La premiére intégrale qui compose z peut étre représentée par la
série (3), et il reste & nous occuper de la seconde.
Comme % est <R, on aura

) ;er = Q'o (R) Qo (k) .

— %Q;(R) Q.. (k) (cosna cosna, + sinnasinna,) —...,

et le calcul qui a conduif 3 Ia formule (3) nous donnera
SN, p hde, = E,Q,(R) + (E, cose -+ F, sina) Q, (R) +
7 + (E, cosna—+TF, sinna) Q, (R) +
Nous aurons donc -
= GyQ,(R)+ ... + (C,cosna + D,sinna) Q, (R) + ...
+EoQy (R) + ... + (Eycosna + F, sinra) Q, (R) + ...,
et 'on pourra déterminer les coefficients d’aprés les deux conditions

que # soit une fonction donnée de « pour R = k et une autre fonction
~ de a pour R = H.

23. Dans le premier cas que nous venons d’examiner et ou la
fonction # satisfait 4 'équation (1) dans tout Vespace renfermé dans
le cercle de rayon H, la fonction u peut étre mise sous la forme.plus
simple

(4) u 4_—\/‘M’pds avec M='£j:tcos (arcosgi)dco.
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En effet, on a (n° 15)

M = Q, (H)Q, (R) + . |
3 e Qu(H) Qu(R) 057 (& — ) .y

.2n)

et le raisonnement qui nous a conduit 4 la formule (3) nous donnera
de méme ’ '

S Mpds =G Qo (R) + ... + (Cycosna + D,sinna) Q. (R) + ...,

Co, Cy, Dy,... étant des coefficients indéterminés.
Mais si la fonction u satisfait 2 I'équation (1) senlement dans un
espace annulaire, la formule (4) ne peut plus étre adoptée.

Intégration de I'équation Au = — a*u dans Uintérieur d’une ellipse.

24. Supposons qu’une fonction satisfasse a I'équation

e du

(l) dz? + dr? =— a’u

dans l'intérieur d’une ellipse, et que sa valeur soit donnée sur le con-

tour de cette ellipse.
Représentons la fonction u par

(2) : S Npds,

ds étant un élément du contour. Adoptant les notations du n° 17,

posons
’ &+ et

e — .
. x=c cosa, ¥y =¢C sine,

et représentons par

=15

Péquation de Pellipse du contour; un point de ce contour aura dans
le-systéme elliptique pour coordonnées la constante b et la variable «,,
qui peut varier de 0 4 anm. '
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La coordonnée § d’un point quelconque pris dans l'intérieur de
I'ellipse étant < b, nous aurons (n° 18)

~N = Q. (B, 0) Q' (5, R, ) Py (, 0) Py (1, 0) + ...
(@) — 2 Qu(f:g) Q (B, R Pa (2 8) P (s ) — -
—E;Q:(ﬁ,g) Q,{b’ R;}Pi (a7 g)Pl (ang) T e

D’ailleurs on a, en désignant par x,, 7, les coordonnées rectilignes
d’un point du contour,

V_ Sy doy \? dog \?* & - et\? 2
dS =t da. . \/(H} - ("'17;) = C\/( > ) — COS™ oy d’/.,
et

(b) u=prc \/(ebte_b)z—— cos?o, de,.

p n’est fonction que de a,, et la quantité

\/ & ety s
pc ( S )——cosai

peut étre mise sous la forme

5 AOP,(a,,o‘ +A|P2(“n I)+A2P2(0‘n2)+-'-+Agpz(“ng)+-'-
| + B Py (@, 1) +By Py(ay, 2) +.. + B, P, (a),8) +....

(e)

Désignons ensuite par P et P’ deux quelconques des fonctions P,
et P,; elles satisfont aux deux équations

d*P
de*

2P , ,
—=+ (R'— 2k% cos 2a) P'= o.

+ (R — 2Ah%cos2a) P = o,

En les combinant, on a

,ad*P d*p’ . , ;
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Multiplions par da et intégrons de o 4 2x; nous aurons

LR dP\2T 2m
(- P—da—>0 +(R—R')fo PP/d = o.

OrP, P, et par suite leurs dérivées, ont pour période 275 donc, si R
est différent de R’ ou P de P/, I'équation précédente se réduit 4

(d) meP’(Ia =o.
o

Substituons les séries (a) et (¢) dans la formule (5) et nous trouve-
rons

(15 =GP 1,0) QuB,01+-CrPa,1) Qu By 1) .-Gy o 8) Q)
+D,P, (2, 1) Qu(By1) + -+ DeP, (@, 8)Qu(B, g1+ -

Si la valeur de  est donnée pour 8 = b, on déterminera facilement les
coefficients C et D, en s’appuyant sur la formule (d).
Au lieu d’adopter la formule (2), on pent prendre

u=[Mpds,

et l'on trouvera pour son développement la série du second membre
de la formule (e), dont les coefficients pourront étre déterminés par
la condition du contour.

25. Supposons ensuite que la fonction z satisfasse & 'équation (1)
dans Pintervalle compris entre deux ellipses homofocales, et que sa
valeur soit donnée sur les contours de ces deux ellipses.

Soient respectivement

ﬁ:b, r3=f

les équations de I'ellipse extérieure et de P'ellipse intérieure. D’apreés
le théoréme du n° 14, & pourra étre mis sous la forme

u=fNpds+ [N,p,ds,,

la premiére intégrale se rapportant & Pellipse extérieure et la secoude
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a Vellipse intérieure. La premiére intégrale est donnee par la for-
mule (e), et il reste 4 nous occuper de la seconde. :

Comme la coordonnée 8 d’un point quelconque renfermée entre les
deux ellipses est > f, N, se développe de la maniére suivante (n°18):

IN = Qu(f50)Q (B,Re) Pa(; 0) P (@, 0) + ..
| —2Qu(f,8)Q(B,Bs) Pa(2: ) Pa(asr8) —-

= 2Qu(fo8)Q 16 K Py (% 8) Py (a1 ) —
On en conclura facilement que l'on a

ch pids, = Eon(a, 0) Q'(paﬁo)'*' +E P2(“’3)Ql(ﬁ'

+...+F P’(a,g)Q’{ﬁ, g}+
Donc on aura

u=P,(a, °)[Con(ﬁ’°)+E0Q'(prO)]+ +P,(oc,g [C£Q-(8, 3)+E3Q'(ﬁs g)]""“
+. Py (“’8)[D5Qi (B,8)+F QB R, {]+...

En se rappelant la deﬁmuon des fonctions Q' donnees aun® 18, on
en conclura '

u—Pz(“,O)[Aooz {3,0)+BoQ.[ﬁ. of] -+ +P2(“'g [4.Q.(8 g —I—B.,Q.[ﬁ, gl
V +.. +P,(a,g)[A Qi (B,8)+B; Q[ B, R J]+-.

et 'on pourra déterminer les coefficients A,, B, A , B, d’aprés les deux
conditions que u soit une fonction donnée de « pour 8 =& et § = f.

- Intégration de Uéquation Au = — a*u dans Uintérieur d'une sphére.
26. Supposons qu’une fonction  satisfasse & ’équation

(x) ' I Au= —au

dans P'intérieur d’une sphére du rayon A et que sa valeur soit donnée
sur la surface de cette sphére; il s’agit de la déterminer. '
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b M ’ b ’ I3 . A
D’aprés le théoréme démontre au n° 13, la fonction u peut etre
mise sous la forme

(2) = fcoiﬂrpdc,.

p désignant une fonction d’un point de la surface, r la distance d'un
point de la surface au point (2, ¥, %); de plus do est Vélément de la
surface, et V'intégrale se rapporte a la surface entiére de la sphere.

Supposons que les axes rectangulaires passent par le centre de la
sphére, et prenons des coordonnées sphériques, en posant

2 =Rcosd, y=Rsinfcosy, 2= Rsinfsind;

les coordonnées sphériques d’un point quelconque de la surface de
la sphére seront A, 0,, 4, €t la distance r du point (%, 7 z) 4 ce
point de la sphére sera donnée par la formule

1?2 = A% — 2AR cosw - R?

avec
cos e = cosf cosd, -+ sinfsind, cos (¢ — U H

de plus on aura
do = A%sinf, df, dy;.

R étant < A, on a (u° 20)

(3) 52547 = 8, (A) To(R) + S (A)Tu (R) X = - 8, (A)Tu(R) Xoot-o 3

r

est une fonction d'un point de la surface de la sphére. Or désignons
parY,la fonction

Il=n
Y, :2 (A;cosly + Bysin 14) Ony
l=0

avec

0, , == cos' [cosn-z o (pm =l gotag
i 2(2n—1I)
et (2 1= 8) ot .],

38

2.4 (20 —1) 20— 3)

Tome XVII (3¢ série), — SEPTEMBRE 1872,
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et représentons par Y), ce que devient Y, quand on y remplace § et ¢
par @, et §,; d’aprés un théoréme bien connu de Laplace, p peut étre
développé en une série de cette forme

(4) =YY, Y, Y

Substituons dans la formule (2) les séries (3) et (4) et employons les
formules

f X, Y, sin6,db,dy, = o, [X,Y,sin6,do,dy, = —4%_v,;

278 41
nous aurons
(5) lt::To(B.)Jo“%’T‘(B.)J' +.»."+“Tn(R) Jn+-..,
en désignant par J, une fonction telle que Y,, et qui renferme
2n - 1 constantes arbitraires,
Alors on déterminera les coefficients renfermés dans les Y, de cette

série, en se servant de la condition que, pour R = A, la série a une
valeur donnée F(6, ¢); d’ou résulte

To(A)T, + T, (A, +... + T.(A)T, + ... = F(6, ¢).

Au lieu de représenter la fonction par la formule (2), on pourrait
la représenter par la formule

sinar
(6) u= [,
car, si 'on suit littéralement les raisonnements qui précedent, au lieu

de la formule (3), on aura la suivante (n°19):

sinar
ur

=To(A)To(R)X, + 2T, (A)T, (R)X, -+ o T(AT(R)X, 4

et I'on sera encore conduit 4 la formule (5).

27. Supposons ensuite qu’'une fonction u satisfasse I'équation (1)
seulement dans I'intervalle compris entre la sphére de rayon A et une

sphére concentrique de rayon plus petit «; on suppose, de plus, sa
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valeur donnée sur les surfaces des deux sphéres, et il s’agit d’en
déduire la fonction u.

La formule (6) n’est plus admissible; mais on sait, au contraire,
que la fonction peut étre représentée par la formule (2). En consé-
quence, posons

u :—‘fﬁﬂ A%sing, df, dy, +ff9iﬂlpla2 sind,do, dy,,

r et r, étant les distances du point dont les coordonnées sphériques

sont R, 0, ¢, et situé entre les deux sphéres aux points situés sur les

deux sphéres, et dont les coordonnées sont A, 0,, ¢, et a, G,, ¢,.
D’aprés le numeéro précédent, on aura

fms" pA? sinf, df, d, =Ty (R)To -+ Ty (R)T, + ... +T,(R)T, + ...
Ensuite, comme « est <_ R, on aura
cosar, (
- To(a)Se(R) + T, («)S, (R)X, + ... + Tp(«)S,(R)X, + ...,
et V'on trouvera de la méme maniére

j 5T g sind, i d, = So(R) Yo -+ 84 (R) Y, +...,

les fonctions Y,, Y,,... étant des Y,,, semblables 4 ceux du n° 26.

Enfin on déterminera les coefficients renfermés dans les fonctions J,
et Y,, en s'appuyant sur ce que la fonction z a des valeurs données
pour R=AetR=a.

2.7

= a?®Au dans le cas de deux dimensions.

Intégraiion de l

d

28. Imaginons une fonction qui satisfasse dans Vintérieur d’une
courbe s & V'équation

d*u d*u Ld*u
(1) w M \LE &)’

qui est celle qui régit la vibration transversale d’'une membrane.

38..
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‘Nous avons vu dans le n° 6 que I'on a une solution de cette équa-
tion en posant

u=fY(r,t, a,)ds,
G(r, t, o) ::an(rcosw + mt,a,) log(rsin*n)de,

(4)

F étant une fonction arbitraire de deux variables et «, une coordonnée
propre 4 déterminer un point de la courbe s. Il ne reste plus qu’a voir
si cette formule a la généralité suffisante, et c'est ce que nous allons
vérifier en Pappliquant au cas ot la courbe s du contour est un cercle,
une ellipse, ou composée soit de deux cercles concentriques, soit de
deux ellipses homofocales.

29. Supposons d’abord que le contour soit un cercle, et adoptons
des coordonnées polaires R et « dont I’origine soit au centre du cercle;
Ia coordonnée angulaire & d’un point du contour est la quantité qui
détermine un point quelconque de ce contour, et que nous avons
appelée «,. '

Prenons pour F(r, a,) une fonction paire en r donnée par une série
de la forme suivante :

- F(ry &)= Ag,g €0S(Ao,o7) =+ A,y €08 (Ao, i T) + A3 €OS(A52T) 4. ..
‘ 4+ cosay[Ay,e cos(Ay,or) Ay cos(, ) + ... ]

~+ sino, [ By cos(Ay0r) + By, cos(d,, ) + ...]

+ cos20[Ag g COS(AyoT) - .- ]

+ sinae, [By, cos(dg,07) -+ ... ]

Remplacons r par rcose -+ mt, et, en n'écrivant que le terme
général, nous aurons

F(rcose + mt, &) = ... -+ ,A,,,I, cosna cos| ), ,(r cosw + mt)]
+ B, , sinna cos[, (rcose +mé)] + ...
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De la il résulte
Y(r,tya,) = ... + (Ayp cosna; + By, sinna,) cos(d,,me)
xf“cos()\,,,prcosw)log(r sin?w)do + ...,
o]
Or, R étant plus petit que le rayon A du cercle de contour, on a (voir
n° 16)
L [ cos( log(r sin*e)d
- ‘/0' cos(Ar cosw) log(rsin®*a)de
= Qo (RyA)Qo(A,A) — ...
— —:;QH(R, MQ;(A, }) (cosne cosnea, + sinnasinne) — ...,
en indiquant dans les fonctions Q la quantité A qui y entre.
On a donc

G(ry &, o)) = ... + (Ag,, cOsna, -+ B, sinna,) cos()\,,,;,mt)

< [QO(R)Q{,(A) o= L Qu(R)Qi(A) cosnfa —a,)— ]

et, par suite,

u -_—fmq;(r, £, a,)Ada,

= .. — (A, cosna + B, ,sinna) %7:2 Q,(A)Q.(R) cos Anpmit) — -

et cette formule peut s'écrire plus simplement
(a) u=...+(Cypcosna—+D,,,sinne)Qu(R,As,;) cos(h, pmt) + ...

On trouve bien dans le second membre la solution générale de
, . \ d . ,
I’équation (1) dans le cas ou 7‘;— est nul pour ¢= o. (¥ oir mon Mémoire

de la membrane elliptique, t. XII1 de ce Journal, p. 143.)
Si, au contraire, z est nul pour ¢ = o, on prendra pour F(r, «) une
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fonction impaire par rapport 4 r, et 'on posera

[ F(r, o) == Ayosin(Xoor) + Aj, sin(Rg, 7)) + ...

~+ cosa, [Aj sin(d o7) -+ Al sin(R, 1) -+ ... ]
+ sine, [Bi sin(d, ,r) + ...]

-+ c0s2a, [A, sin(dy or) + . . ]

—+ sinaa, [Bysin (A, 07) -+ ... ]

(3)

et, par le calcul précédent, on trouvera
(6) w= . +(C,,cosna+ D, ,sinna)Q,(R, A, ,) sin(A, ,mt) + ..

Enfin, dans le cas le plus général, z est la somme des séries () et (5).

Si u désigne le déplacement transversal d’un point d’'une membrane
circulaire de rayon A, les quantités A se déterminent d’aprés la con-
dition que Q,(R, ) soit nul pour R = A, et & chaque valeur entiére
de n correspondent une infinité de valeurs de ).

Les coefficients C, D, C', D', qui se trouvent dans les séries (a)
et (b), se déterminent, par un calcul bien connu, d’aprés les conditions

du . r ¥
que x et — aient des valeurs données pour £ = o. D’aprés les valeurs

que V'on en déduit, on pourrait démontrer que les séries (2) et (3)
sont convergentes; nous pourrons revenir sur ce point dans une autre
occasion.

30. Supposons maintenant que la courbe s se compose de la méme
circonférence de rayon A et d’une circonférence de rayon plus petit a.
La fonction z satisfait done 4 ’équation (1) dahs I'intervalle compris
entre ces deux cercles.

Nous prendrons pour solution la formule
w=f¢(r¢t, a)Ade, + [ (1,2, a))ade,;

la premiére intégrale est définie d’aprés ce qui précéde, et pour la
seconde nous posons

) ™
go(ry, b, a)= f F,(r, coso + mi, a,) log(r, sin*e)dw,
v 0
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r, désignant la distance d’'un point (&, y) compris entre les deux
cercles & un point du contour intérieur.

En changeant les lettres A et B en & et w dans {(r, £, ,) pour
désigner d’autres constantes, nous aurons, si F, (ry, &) est pair en ry»

$i(ryy 8y o) = oo (o, p COSRLOL - Wby , SINRE, ) cos(},, ,mt)

k19
><f cos (A, 1, cosw)log(r, sin®w)ds + ...

o

Lerayon a étant <R, on aura
;r f ﬂcos()u'. cosa) log(r, sin®w)de

= Qo(aa )‘)Q:)(Ra )‘) T T %Qn(a7 )\)Q,;:(Rs )\) COSYZ(OC o “i) e -
et, par suite, on a

Sdi(ry t,0)ade,

=. . — (dop,p COSTLOL + Wi p 'sinnoc)aTTQ,,(a)Q:,(R) cos (A, pmt)—. ,
ou, plus simplement,

= ... 4+ (@, cOSnA + @y, sinna) Q (R, Ay,p) €Os(Xy,,mt) — ...
Donc I'expression de z est de cette forme

u= ...+ (C,,cosna + D, ,sinna)Q.(R,, ) cos(X, mt) -+ ...
+ (€4,p COSRA + @, p sinna) Q (R, X, ) cos(,, ,mt) -+

Si u est assujetti 4 s’annuler sur les deux contours, le coefficient de
cos(,, ,mt) est assujetti 2 la méme condition. On doit donc faire

(Dn, Dn,p
———R = -

€, P G, P

et 2,,,, ainsi que le rapport de C,, 4 ©,,, est donné par les denx

équations '
Cll.p Qn (A’ )‘n.p) ~+ elz,p Q"(A, )‘n,p) =a,

Cn,pQ:z(a1 )\n.p) - sn,pq;z(aa )‘n.p) = 0.
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La deruniére expression de u a été obtenue dans la supposition que

du . .
= soit nul pour £=o0, ou que les fonctions F(r, ) et F,(r, «) sont

paires par rapport 4 r. Suivant ce qui a été fait au numéro précédent,
on prendra dans le cas général pour F(r, a), F,(r, 2) des fonctions
impaires en r, et 'on ajoutera Vexpression qui en résulte pour « 4
’expression précédente.

31. Passons au cas ou la fonction u satisfait & I’équation (1) dans
I'intérieur d’une ellipse. Appliquons la formule (A).
Adoptant les notations des n® 17 et 24, on aura

B=b

pour I’équation dun contour de I'ellipse; 3 étant constant sur ce con-
tour, la coordonnée « est propre & déterminer un point de ce contour,
et nous la représentons sur cette ligne par «,. Nous avons

u= | y(r,t, a) eb+e_b — cos®a, du,.
)

'La fonction F(r, ,) étant arbitraire, posons

)

e—b)z—- cos®ot, F(rya,) == Ao Pa(@yy 0,20,0) €OS(Ag07)
4 A0, Py (@4,0,),,) cos(Ro, 1) +
+[AoPa(ay, 1,2 0) cos (R, 47)
(c) + A, Py(ay, 1, )\“)coa()\.,r) 4 o]
’ [Ba o Py (“H I, )"1 o) cos ()"1 0 : ]
+ | Asyo Py (@4 25 A2y9) cOS (A, 01) + ]
4+ [Bo,o Py (s 2, Xy, o)cos( a0T) - ]

i L R I T T T R T A R I ST

v/ (=

a fonction P («, g, 1) étant donnée par I'équation

il — 4+ (R - 2)\30 cos20) P = o,
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dans laquelle R est une constante choisie de maniére que P ait pour
période 27 et qui se réduit au carré g* d’'un nombre entier pour ¢ = o.
~On en conclura (n° 28) '

c \/(eb*l;rb)z—- costa, ¢ (ry o) =...

+Ag i Pa(ayy 8, )\g,,-)jwr cos[Ag;(rcose + mt)] log(rsin®*w) do ...

+ B, P, (. 8, Z'g‘i)fzcos [X,; (rcosw + me)]log(rsin’*w) do + ...
ou

=. i+AgPa(a, 8y hs,) COS (g mE) f “cos (Ag,ircosw)log(rsin®ew)do+ ...
o

+Bg ;P (o), 8,X;,)cos (), ;mt) f ‘ cos(X,;rcosw)log(rsin*w)dw-t- ...
- [s]

On tirede 13

oA g,i€08 (Ag ;1mt) f 27:]?2 (@, 8 ,Ag,i)f ncos()‘g-i" cos w)log (rsin*w)dw do -+-. .
o o

27

~+ B, ;cos(X, ,mt) f P, (a8, N;,) ‘/o' " cos (X, ;reosw) log (rsin*e)dodo, +- ...

o

Or, §8 étant < b, on a (n° 18), X étant le méme dans toutes les fonc-
tions P, ,

;rf”cos (Arcosw) log(rsin® ) do ,
= Q2 (ﬁv 0) Q, (ba BO)P2(¢’ 0) P2 (OC,, 0)

..................................

- E,Qi(ﬁag, Ql{b7B'g}P' (@g)Pi(eig)— -+

Or, si ) est le méme dans deux fonctions P, dont on désigne la se-

Tome XVII (2¢ série). — SkpTEMERE 1872. 39
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conde par I, on a (n° 24)

-L/‘”PP'da =o0.

Donc u se réduit

1= 2 A g scos(Ame)Qul B8 )Pa(e,8 NQ (B, R h) f Py, g — ..

— 2B, cos(Nmt)Q (Bg:X)Py (@ X)QBRLY] [ Pilar,g)ida— .
v

et 'on pent écrire plus simplement

w=...+Hg;Py(a, g, Q:(B, 8 Ag)cos(hg mt) +- .. .
+ K Py (2 85 050) Qi (B, 85 Xy ) cos (N, me) +. . .,

H et K désignant de nouvelles constantes arbitraires.

En mettant dans la formule (c) des sinus au lieu des cosinus, on
aurait une formule toute semblable & la précédente, mais dans laquelle
les cosinus des arcs multiples de £ seraient remplacés par les sinus des
mémes arcs. Dans le cas le plus général, z est la somme des deux
séries obtenues. .

Siu est nul sur le contour de Pellipse, les quantités ) et ' sont dé-
terminées par les deux équations

Q2 (b: 8 )‘) =0, Ql (b’ 8> )\’) == 0,

et au nombre entier g correspondent une infinité de valeurs de X et ).

D’ailleurs la forme que nous venons de trouver pour u est précisé-
ment celle que nous avons obtenue dans notre Mémoire sur la mem-
brane elliptique pour la vibration transversale de cette membrane.
(T. XIII de ce Journal, p. 200.)

32. Si la courbe s se compose de la méme ellipse f="bet d'une
ellipse homofocale plus petite 8 = %, on opérera comme dans les nu-
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du

méros précédents et 'on trouvera, si =

s’annule pour ¢ = o,

u=. .4Py(a, g,1) [CQ,(B. g, 1) +D Q' (B, R, M) cos (Amit) +. ..
+Py(e, g, V) [CQi(B,8,2) + D'Q{B. R, ,X|]cos(NmeL) 4. ..

Si u est assujetti 2 s'annuler sur les deux contours =0, 8 = &, on

. . D . .
déterminera A et ¢ bar les deux équations

CQ. (b, g, ) +DQ (b, Rg, &) = 0,
CQ, (k, g, }) +~DQ (A, Ry, X) = o,

D' . oy
et I’on calculera X et T de la méme maniére.

En se rappelant la définition des fouctions Q' données au n°48, on
préférera a I’expression précédente la suivante

u=. .+P, (2,8 N)[CQ,(B, g} +DQ,[B, R, A]] cos(X mz) -+...
-+ Py (a, 8, W[C'Q, (B, 8- ¥) + D'Q,[B, By, N[ cos(W mz) +-...,

C, D, C’, D’ étant encore des constantes; et les quantités Q qui se
trouvent dans cette derniére formule sont entiérement déterminées.
De ce qui précéde, on conclut le théoréme suivant:

TaforkME. — Si une fonction u de deux coordonnées rectangu-
laires x, y et du temps ¢ satisfait a U'équation

d*u 2 ( d*u d*u
il b e
de? da* ' dy?

\

dans Uintérieur d’une courbe s, cetle fonction est de la forme
w=f¢(r,t,v)ds
avec

T
G(r, tv) ::f F(rcosm + mt,v)log (rsin®*w)dw,
0

en désignant par ¥ (r, v) une fonction arbitraire de deux variables et
parv une coordonnée propre a déterminer un point du contour. De plus
2
39..
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si on prend F (r, v) impair en r, 2 seranul pour £ =o, et si Von
. du

prend F (r, v) pair en r, —; Sera nul pour ¢ = o.

En effet si F (r, v) est impairen r, on a
¢(r, 0,v) :an (rcosw, v)log(rsin?w)dw,
o :

qui est nul, puisque pour @ = v’ et ® =7 — o, on a deux éléments
égaux et de signe contraire; donc # = o pour i =o.

Si F (r, v) est pair en r, sa dérivée par rapport & r sera impaire, et
I’on en conclut de méme que 2’;: o pour £ = o.

z . . . -
Sur Uéquation —7 = m*Au dans le cas de trois dimensions.

33. Imaginons une fonction qui satisfait dans P'intérieur d’une sur-
face ¢ & I'équation

da
([) der = m2Au7

qu’on rencontre dans I'étude des petits mouvements d’un gaz ou dans
celle du mouvement vibratoire d’un corps solide. —

Nous avons vu, dans le n° 6, que ’on a une solution de cette équa-
tion en posant

(2) u=ff('+mt,e,¢) ‘L‘F("—mt, 'o,-\»)dc,

J et F étant deux fonctions arbitraires de trois variables et 0, ¢ deux
coordonnées propres 4 déterminer un point de la surface o. Il reste &
vérifier que cette formule a la généralité suffisante, et c’est ce que
nous allons faire en supposant que ¢ soit une sphére.

1l est aisé de voir que z peut se décomposer en les deux parties

u, = f w(r-t-mt, 0,9+ y(r—me, 0, s{;) do

r

?

|
(3) ? e \/’p(r-—lél,@ ) —plr—mn6,9) 4

r

% et p étant deux nouvelles fonctions de trois variables.
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Remarquons que u, est une fonction qui s’annule pour £ == o et que
la dérivée de u, par rapport 3 £ jouit de la méme propriété.

On peut décomposer les fonctions «, et u, elles-mémes en deux par-
ties, en prenant pour les fonctions ¥ (r, 8, ¢V et p (r, §, ¢) successive-
ment des fonctions paires et des fonctions impaires par rapportar.

Dans le cas ou la surface ¢ est une sphére, on prendra des coor-
données sphériques dont P'origine soit au centre de la sphére, et 'on
posera

(%) x =Rcosl, y=Rsinfcosy, z=Rsindsing.

Nous prendrons donc pour les coordonnées 6 et ¢, qui se trouvent

dans les formules (2) et (3), les quantités ¢, ¢ définies par les équa-
tions (4); toutefois, sur la surface de la sphére, nous les désignerons
par 6" et .
Posons, comme au n° 26,
(n ——-i)_grz—l—l)

—_ 4 n-lgp _ it n {-2f6 i
©,,; = COs 6[005 6 ~{an—1) cos G-+ .. .J,

et alors la quantité

4

n

(A;cosly -+ B;sinly)0,,,

0

~
I

qui renferme 272 -+ 1 constantes, est un Y,,.
Supposons d’abord x(r, 0, ¢) pair en r dans x, et faisons

n=« I=n

n=o I=o0 -

n=w l=n

s 2y (rG,¥) = 2 Z@,,,,coslq: [Au0€08(pn0r) ... +Ayy;c08(pyr)+...
' T ¥ X0, SinlY[By 10 €O5(pnor) + ...+ Byy; €08 (pasr) + ..

n=o0 Il=o0

A chaque valeur de # donnée par le premier = correspondent des
valeurs de [ données par le second = comprises entre o et z. De plus,
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a chaque valeur de r correspondent une infinité de valeurs de la con-
stante p.

Désignons par @' ce que devient @ quand on y remplace 8 par ¢, et
nous aurons ’

x(res mt, 0, 4') <+ y(r—mz, ,4)

r
n=wl=n ( ) ( =
€0S(p, o7, . €os(py 7}
:Z 2@; ,cosld’ [A,,,,,(, ﬁ” = cos(mpyt)+. .+ Any; I'_i.‘— cos(mp,, ;&) + J
n=o l=o .
n=w=l=n - ) ; ) _
;oo €05 (ppy,a7] ) . c0s{p,.i?) .
_4_2 Z@,,’, sinl¢’ [B,,M —o—Ccos (mpyol)-+...-+ g~ —C0S (mp, i)+ ... J .
n=v l=o R .

Or, pour un point quelconque intérieur & la sphére, R étant plus
petit que le rayon a de cette sphére, on a (n° 20)

@ =S, (T (R ) + Sy T (R, )X,
! - - Sn(a, p)Tn(R’ P)Xn+ R ]

X,, étant une fonction entiére de

cosw = cosf cos§’ + sinf sinf’ cos(¢ -- ¢’).

Les fonctions ©,,cosly, @,, sin/{ étant des cas particuliers des
fonctions Y, on a, 7z et p étant deux nombres entiers différents,

JX,0,,coslyde =0, [X,0,,sinly'ds:= o,

f X,0,,cosly'ds == ~4~“—I Op,: cosly,
.

an
fX,,@:,, sinly/de = b 0, sinld.
4 PY/ S ’ !
Doncouna’

7 == ...+ 80018,(@, 01,0) To(R; pr i) cOS(mpyt) [X,0),, cosly'de + ..
By 1,680 (@, ) Ta(R, prs) cos(mp,;t) £ X, 0, sinl¢/do + ...,
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et ensuite

U= ..+ A, 8, (@ i) Tu(R, pn,;) cos(mp,;£)0,,cosld + ...

™
*on--1

-+ Bn,l,i"——‘zfil Su(@s £ri) Tn (R, pui) €OS(Mp, ;) 0, sinld -+ ...,

ou, plus simplement,

uy = .. +Gu ;T (R, p,,:)0,, cosld cos(mp, t) + ...
4 D0 TR, pn,)Ony sinld cos(mp, ;t) + ...
Cette expression peut s’écrire

T n=w« l=n

~ #, =, X\0n0€081¢ ¥ \cos(mp,;t)Cyi Tu(R, p:)

() I S ’ ,
+Z Zen,l Sinlq’zcos(an,it)Dn,l,iTn(R) Pn,i)'
i n=o l=o e )

Supposons que z, qui satisfait 4 I’équation (1), ait sa dérivée nulle
pour £ =o, et que u s’annule sur la surface de la sphere. Alors la
valeur de z sera donnée par V'expression précédente, et tous les termes
seront nuls pour R = a, en sorte que les quantités p seront données
par I’équation

(b) T,(a,p) = o.

Supposons, en second lieu, x{r, ¢, &) impair en r dans u,, et faisons

n==l=n

\ 2x(r0,¢) = 2 29,,,, CoSIP[A, ;08I (py0r) +. . -~ Ayy;Sin(p, 1)

n=o =0

+ 3 N0, sinly[B, 0 8i0(0,,7) + .. +-B,,;sin(p, 1) ]

( 7 ) a n=x l=n
n=o0 l=o

Nous aurons 2 faire des calculs tout semblables aux précédents. Au
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lieu de la formule (a), on aura 4 appliquer la formule

SeT) — 7y (@) Ty (R)X, + & Ty (@) T{(R)X, +...

r

p
+ 32,52, (22 —1) (22 -+ I)Tn(a)Tn(B)Xn + ..,

et Pon trouvera

b
3L5%. (2r+1)?

An,l,iTn (a; Pn.z‘) T, (Ry Pu,i) cos (m Pu,it) en,l cos lt}' + .
+ 5’—57_(211—-11)2 B2, Tn(@y pni) Tu(Ry pry) COS(M2pn,E) Opy sinly - ..

: par suite, on arrivera encore a la formule (6).

Toutefois considérons le cas on « est nul sur la surface de la sphére;
alors on aura I’équation (b), et, comme T,(a, p,,;) se trouve en facteur
dans le terme général, on en conclura que z, sera nul.

Donc si x(r, 0, ¢) est impair en r dans I'expression de z,, et que
cette expression s’annule 4 la surface de la sphére, elle s’annulera pour
tout point intérieur a cette sphére.

- Passons a I’expression de u,. Supposons d’abord p.(r, 6, ¢) impair
en r, et prenons pour p. (r, 6, ¢) I'expression (7), nous trouverons
pour z, une formule toute semblable 4 la formule (6), avec le seul
changement de cos(mpt) en sin (mpt).

Si I'on suppose, au contraire, p.(r, 8, ¢) pair en r et qu’on repré-
sente cette fonction par le second membre de la formule (5), on arri-
vera encore & la méme formule. Mais, suivant une remarque précé-
dente, le terme général renferme T, (a, p, ;) en facteur; ce qui fait
que z, s’annule en tout point intérieur-2 la surface, s’il s’annule 4 la
surface.

34. Supposons ensuite que la surface ¢ se compose encore de la
méme sphére de rayon a et de plus d’une sphére concentrique de
rayon b < a. Ainsi la fonction u satisfait & I’équation (1) dans Pespace
renfermé entre les deux sphéres.

Pour éviter des longueurs inutiles, supposons que du soit nul
g ! s Supp que — :
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pour £ = o, et I'on réduira alors u

%, =fx(r—l—mt,9,x];)-L—x(r——-mt,e,s.[;)dg

17

+fxl(r,+mt, 0y ) -+ xu (7 — me, 6, ‘P)([o'

T

¢ étant la sphére de rayon a, o, la sphére de rayon b, et r, est la
distance du point (x, ¥, 2z) & un point de la sphére de rayon b, situé
" sur I'élément do,.

On commencera par prendre pour x (r, 0, ¢) la formule (5), et la
premiére intégrale qui compose u, sera égale au second membre de
la formule (6). -

On prendra ensuite pour y, (r, 0, ¢) I'expression semblable

n== l=n

2y (ry,0,9) = Z 29":1 cosly [A},, €OS(ppol) + ...

n=o0 Il=o

+ A, €08 (pn 1) + e

n=e I=n

+ X N0, sinld [B,,, €os(pnoly) + .-
n=o l=o

-+ B;I.l,i COos (Pn,irq) ~+. ..].

Comme R est > b, on a

“3e7) — 5, (R, p) To (b, p) -+ S: (R, ) T4 (B, £) K+ -
+ Su(R, ) Ta(b, p) Kt s

et 'on trouvera pour la seconde parlie de z,

n==wn l=n
Z 2 erz,l COSZ‘!’ 2 COS(mP’n,it) C;z,l,i S.(R, Pn,i)
n==o I=o ¢

n=<= I=n

,+ Z 2 en’l sin/ ‘P Z COos (’npft,it) D;x.l,i Sn(B-1 Pn,i}"

n=o l=n 5

Enfin z est la somme de cette expression et du second membre de

Tome XVII (2¢ série)..— Ser1eMBrE 1872. 4”
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la formule (6). Si u est nul sur les deux sphéres ou pour R =a et
R = b, on aura les équations

c D
T= D

Cn i Ta(@, i) + G150 (@5 prg) = 0,
Cn,z,iTn(ba Pn,i) -+ C;,I,i S, (b’ Pn,i) = 0,

, 1. ¢ D g
desquelles on pourra déduire les rapports o’ T et la quantité p.

Ainsi nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

TakoREME. — La solution générale de Uéquation
d*u 2
priaalc Au,

dans Uintérieur dune surface o, est donnée par la formule

u:ff(r‘"mt’ ea‘I‘)‘:F("—mtsa”Hdc’

Jf et F étant des fonctions arbitraires de trois variables et 0, ¢ étant
deux coordonnées qui servent ¢ déterminer un point de la surface .

; .. du
Sur Uéquation — = m*Au.
ds

35. Imaginons un corps dont la surface ¢ soit maintenue i une tem-
pérature donnée, et désignons par U la température d’équilibre vers-
laquelle tend le corps d’aprés la température de la surface. La tem-
pérature V dn corps satisfait & I'équation

@V

(1) = = m*AV.

Bésignous par {a, B,7) un. point de la surface o; fa coudition & b
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surface pourra s’écrire
Vo= xla, ;7).

Enfin, si I'on se donne I’état initial du corps, on aura dans l'intérieur
de 5

(V)t=0 =f(x7.71 z)3

de plus, pour £ = o, V doit se réduire a U.
Quant a U, il satisfait aux équations

AU = o, UO":X(“?ﬁ"y)‘
Pour calculer V, on commencera par déterminer U, puis on posera
V=U-+u;

en sorte que u est donné par les équations

d .
d—l: =mPAu, u;=o, (u)_.=f(x,y,2)— U,

et 4 mesure que £ grandit, « tend vers zéro.
Nous avons dit (n° 7) et nous devons vérifier que la solution géné-

rale de I'équation (1) est

V=[0(r,¢,0, {)do
avec

dir, t,6,¢)= —Ir-fw e F(r+ amsyt, 6, ) ds,

—c

5, ¢ étant deux coordonnées qui déterminent un point de la surface o.
Posons

. X
F(r, 6, 8) =fr, 6,4) + = (5, 4,
et nous aurons

®(r,t,5,9)= -I;fw e f{r+ amsyt,0,9) d's—i—ir‘u.(&, ¢).
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V pourra ainsi se décomposer en les deux parties U et «, et I'on fera

szf‘_(%’_i).dg’

u=[o(r,t,0, ) ds

avec

o(ryt, 0, q:):;fw e~ f(r+ 2msyt, 6, q;)a’s

Nous allons vérifier cette formule, en l'appliquant 4 la sphére.
Adoptons les notations des numéros précédents, et posons

n=w l=n
Sr,8,¢) —Z ZGnZCOblq;[A,,, ,acos(p,,,,,r)+ —l—A,,“cos(p,,, r-+
n=o l=0
e @y oSI0 (P, o) 4oy, ;sin (pn,iT) -]
’*’2 ze,,,smlq; [B11,2,0€08 (0n,07) + o +Bp 1,:€08(0 ;7)
n=o I=o0

+b,,los1n(p,,,,r)+ by sm(p,,,,r)—l- ]

Le terme geueral de g(r, ¢, 9 ¢) est donc-

- ,
A,,,l,,--l; f €OSp,; (r+ ams\t) e~'ds.0,,cosly
—
. . ,
g f f Siti s (r + 2ms\/t) e*'ds.0,,cosl{
] 1 o . N~ g2 .
+ B~ €OS,,; (r+ 2ms\/t) e*'ds.0,,sinl}
- 0
@ -—
+ b,,’,,,-:—‘ f sin p,, (r + 2msyt) e ds.0,,sinly.
—_0 -

En désignant par &', ¢/ les coordonnées 8, ¢ pour un point de la
surface ¢, nous aurons, pour le terme général de ¢ (r, 2, &', '),

irg:z:l (An,l,iCOSlqll -+ B,,,l,,-sin'lq/’) f°° cbspn,i (I"—[- ams \/2) e'ds

: - .
+ :—‘G:,‘, (@npico8ly’ + byyysinly’) f $in p,,; (r 4 2ms yt) e ds.
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Oron a

fw cosp (r + 2ms\t) e ds = cos(pr) fw cos (apms \t) e*ds

= ymcos (pr) e ™e,
[ sinp(r + amsyB) ds = ysin (pr) e .

Donc le terme général de ¢ (r, ¢, &', §') est

0, (Aszicosly'+ B, ;sinly’) &ﬁ‘") Jme e

+ O, (@yy:c08ly + b, ;;sinlY’) E—ﬁ—"—r—) Vre™e e,

Or on a, en désignant par a le rayon de la sphere,

cos(pr)
r
é’—lgfl.—; o(@; p) To (R, p) +---
e To (@, p) Tn (Ry ) Xy 4. ..

=S, (@, p) To (R, p) + ... + S, (@, p) T (R, ) X,+...

+ 3252 . (2n—1)*(2n + 1)

Multiplions ¢ (r, ¢, ¢’, §') par do et intégrons dans toute I'étendue de
la sphére, nous aurons pour le terme général de

VR e f 6,1 (An €08 LY/ +Byy sinly’) X, da S, (a, p) Ta (R, p)

+ (me ™o f O, 1(@ns:COSLY —+ by i sinl ) X,do T, (a,p) T, (R, p)

2n

X G H.  arn—1i(an+1)
Or on a, en général,

an ) §

f 6, ,coslY' X, do = 4_7;_ 0, cosld,

_ et une formule semblable dans laquelle le cosinus est remplacé par
un sinus; on en conclut que la seconde partie du terme général équi-
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vaut a la premiére et que ce terme peut s’écrire
0,:(Ccosly + Dsinly) T, (R, p) e™ ¢,

C et D étant deux constantes arbitraires.
Done enfin on a

n—e l=n
“ :Z’ 2 6”110051‘1’2 CroiTrn (R, p) e™™ 0
n=o0 I=o
n=:w l=n ?
n=o {=o ¢

formule dans laquelle p est mis pour Po,iv
Si u est nul sur la sphére de rayon a, p est donné par I’équation

T, (a7 P) =0,

et 4 chaque valeur de 7 correspondent une infinité de valeurs de p,
désignées par p,;, ppoy----

On traiterait de la méme maniére le cas ot la surface o se compo-
serait de deux sphéres concentriques.

Si une sphére rayonne dans un espace dont la température soit
constante, on peut supposer que cette température soit zéro, en choi-
sissant I'échelle thermométrique, et la température du corps sera
dounnée par 'expression précédente de u.

. . du . .
Sur l’equatzon 7= m*Au pour deux dimensions.

36. L’équation
av L, [dV | d=v)
Z =" (Tzz + d,—z)

convient au mouvement de la température dans un cylindre indéfini,
dans la supposition que cette température reste la méme tout le long
d’une droite paralléle 2 une génératrice.

Supposons donc un cylindre dont la surface soit maintenue a une

-
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tempcérature donnée, et désignons par U la température d’équilibre
vers laquelle tend le corps d’aprés la température de la surface. On
posera '

V=0U-+u;
u satisfera A I'équation
du o (d*u dzuy.
dt B "\ T 7J’?/ ’

il sera nul a la surface, et il tendra vers zéro, quand ¢ grandira indéfi-
niment.
Prenons pour V I'expression dounée au n°® 7

V=/0(r ¢t a)ds

avec
o (r, ¢, a,) :fw fﬁF(r cosw -+ amfByt, a,) log (rsinw)dn. e df,
— 0

F (r, a,) étant une fonction arbitraire de deux variables et «, une coor-
donnée propre a déterminer un point de la courbe s.
Faisons

F(r,e)=f(r,a)+ 6(a),

et nous aurous, en posant
”x~ T . - R , Y
o(r,t, a) —:.f f S (reosa + 2mB yt, a,) log (rsin? w) dw.c#d8,

équation
D(r, ¢, ) = p(r £ a,) + 71%9 (o)) (ogr — 2log 2).

Ainsi V se décompose en les deux parties suivantes, dont la pre-

miére tend vers zéro, quand £ grandit indéfiniment, si la fonction 4 (@
a été convenablement choisie,

u= fo(r tya,ds,
ES

U =X flogra(a)ds — 2 loga J 6 (a)ds.
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. Le second terme de U est constant; U satisfait 3 AU =o, et, d’aprés
un théoréme démontié dans mon Mémoire sur I’équation’ AAu = o
(t. XIV de ce Journal, 186g), on peut écrire plus simplement

U = flogr.6(a,)ds,

6 () étant une fonction arbitraire de a. ,

En I'appliquant au cas oti s est un cercle, nous montrerons que la
formule qui donne % a dans tous les cas la généralité suffisante.

Mais auparavant remarquons qu’on peut réduire la fonction F(r, a)
a étre paire en r; car si cette fonction est impaire, ¢(r, £, ) est nul.
En effet, on a

5"(1‘, tra) =£w£ﬁF(rCOSQ —l—2mﬁ\ﬁ, a) lbg(rsinkm)dm-e_g:dﬁ
+fo f“F(rcosm -+ 2m[‘3\/z, “)lbg("SiD"'m)dme—?’dﬁ,

et la seconde intégrale, par des transformations faciles, peut étre rem-
placée par -

f‘wfﬂF(-— r cosw — 2mB'yt, «) log(rsin®w’) do e—ﬁ';d‘B';

donc si F(r, «) est impairen r,on a

o(ry ¢, @) = 0.

37. Supposons que la courbe s soit un cercle, et posons

F(r, @) = Ag €05(ho,e ) + Aqg,s €05(Aq, 7) + Aoz €08(Xg o) + - -
e R R R LR
+ cosnd,[Ag g €0S(Anol) + «. . 4 A COS(AnyT) + .. J
+ sinna,[By,g cos(Aner) +-- -]

- chesssesenve vttt e 'y

fonction paire en r, et nous aurons pour le terme général de

fﬂF(r cosw + ampyt, a) log(rsin®w)de
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I’expression

(An,icosna.+B,,,,-sinmz.)cos(zm)\n,iﬁy’ft) j; ”COS()\,,,,-I‘COSCO)iog(rsin’m)dw..
On en conclut, pour le terme général de o(r, 2, 2, ),
(An:cosna, -+ By sinna, )e ™ Vr f i cos(Arcosw) log(rsin®w)dw.
°
Or, R étant plus petit que le rayon a du cergle de contour, oo a

;r f " cos(Arcosw) log(rsin®e)dw

0

= Q}(a@, ) Q(ByA) — . - — = Qi(a, 1) Qu(R, }) cosn(a — &) — - ...
Donc le terme général de u est

3 27 -
— e ™Nin2 %Qj,(a,)t)Q,,(R,).) f (A, ;cosna,+B, sinne,)cosn{e—o, .
(]

ou

- %QZ(a, l)e""’”‘Q,,(I.{, 2)(A,; cosno + B, ;sinna),

et I'on peut écrire -
= 2Q,(R, })(Ay; cosna + B, sinna) e

n ayant toutes les valeurs entiéres o, 1, 2,..., ®©, et a chaque valeur
de n correspondant une infinité de valeurs de A.

Si z est nul sur le contour du cercle s, les quantités A sont données
par I’équation ‘

Q.(R,\) =o.

Nous pourrions maintenant appliquer la formule qui vient de nous
servir au cas oii la courbe s est une ellipse ou au cas ou elle se com-
pose soit de deux cercles concentriques, soit de deux ellipses homo-
focales; mais nous nous en dispenserons, car cette application n’offre
plus aucune difficulté aprés les considérations dans lesquelles nous
sommes entré dans les n** 30, 31, 32.

Tome XVII (2¢ sériz). — SEpTEMBRE 1872. 41



322 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Des équations aux différences partielles qui se rapportent aux corps
cristallisés.

Supposons que P'on ait 4 considérer une des équations

du 2d u gde 2
—|-ﬁ dy7 + g = —my,
du o d od?u 1 du
(I) dz* +ﬁ d2 ~ mdde’
d 173 2d 2, d%u _ 1 du
+ﬁ dst T md dr

Posons x =ax’, y = fy’, 2= 77, et nous aurons les équations

d*u d*u d*u
. R R v
d*u  d*n d*u 1 du
(2)

= — m2u,

TGy T ad T e ae
d*u d2u d*u 1 du
v ahn T T ma

D’aprés cela, si I'on satisfait & une des équations (2) en posant

u=f(r), r=y(x—apf+(y—>5b72+(z—c)p,

on satisfera aussi 4 I'équation (1) correspondante en posant
_ _ z —a\? (y —b\? z—e\?

=/ o=V ()= (5~ (5)

On passe donc facilement des intégrales des équations (2) 4 celles
des équations (1). Ainsi, par exemple, on a ce théoréme :

Si u représente la tempemture d’un corps cristallisé, ou, plus géné-
ralement, si u satisfait & I’équation

g d?u
dr’

’

2 d 2(1’1:__(1&
S =R e
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dans Uintérieur d’une surface a, cette fonction peut étre mise sous la
Jorme

w=[Floss5,00ds, avee fip,t,6,0)=2 [ Flpasvi, 6,00,

-0

ce qui est un théoréme que nous avons donné précédemment dans le
cas ou a, f3, y se réduisent i I'unité.

1.,



