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PUBES ET APPLIQUÉES. ^49 

Mémoire sur Vintégration des équations aux différences partielles 
de la Physique mathématique; 

PAR M. EMILE MATHIEU. 

Désignons par u une fonction des trois coordonnées rectangulaires x, 
y, ζ d'un point ou seulement de ses deux coordonnées χ et y, selon 
que la question que l'on traite se rapporte à trois ou à deux dimen-
sions, et posons 

, d*u d2u d'à diu d1 u 
Au = dx2 + dy2 + dz2 o 

Les principales équations aux différences partielles que l'on rencontre 
dans la Physique mathématique sont les suivantes 

(0 
!Au = o, AAU = O, Au = — a2u, 

— = a* Au, —— = a- Au, 

dans lesquelles t désigne le temps. La fonction u, qui représente une 
température, un potentiel ou un déplacement moléculaire, satisfait à 
une de ces équations dans l'intérieur d'un corps terminé par une sur-
face σ ou dans l'intérieur d'une surface plane limitée par une ligne s. 
De plus, u et ses dérivées du premier ordre doivent varier d'une ma-
nière continue dans cet espace. 

Laplace considéra le premier l'équation Au = o, et reconnut que le 
potentiel d'une masse quelconque extérieure à un certain volume 
satisfait à cette équation dans l'intérieur de ce volume. Toutefois, 
l'expression analytique de ce potentiel ne pouvait encore être cousi-

Tome XVIÎ (se série). — AOÛT 1672. ^2 



a5o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

dérée comme l'intégrale générale de cette équation ; mais cette inté-
grale est donnée par le théorème suivant : 

Toute jonction u de x, y, ζ qui satisfait à l'équation Au = ο 
dans l'intérieur d'un volume terminé par une surface σ, et qui varie 
dans cet espace d'une manière continue

3
 ainsi que ses dérivées du pre-

mier ordre, peut être considérée comme le potentiel d'une couche infi-
niment mince de matière distribuée sur la surface a. 

Ainsi l'intégrale de Au — ο est 

ftj,, 

r étant la distance d'un point quelconque {χ, γ, ζ) intérieur à σ à un 
point (α, β, γ) situé sur l'élément de de la surface, el ρ une fonction 
arbitraire de a, β, y. On peut concevoir un système de coordonnées 
dans lequel la surface σ soit représentée par la constance d'une des 
trois coordonnées, et alors ρ est une fonction arbitraire des deux coor-
données restantes. 

Comme l'électricité se distribue à la surface des corps, ce théorème 
se présente fort naturellement dans la théorie de l'électricité statique; 
aussi était-il évidemment connu de Poisson, le créateur de cette théorie; 
mais c'est à Green que l'on doit de l'avoir énoncé avec précision et de 
l'avoir démontré dans son Mémoire sur l'électricité. 

On voit par là, une fois de plus, combien la démonstration des 
phénomènes physiques est de nature à perfectionner l'Analyse. 

Ensuite, dans un Mémoire inséré dans ce Journal (tome XIV, 1869) 
et qui est relatif à l'équation aux différences partielles du quatrième 
ordre AAu = o, j'ai donné l'intégrale générale de cette équation qui 
est établie par le théorème suivant : 

Toute fonction u qui satisfait à l'équation 

AAu — ο 

dans l'intérieur d'une surface G, et qui y est continue ainsique ses dé-
rivées des trois premiers ordres, est la somme du premier potentiel d'une 
couche infiniment mince de matière distribuée sur a et du second poten-
tiel d'une semblable couche distribuée sur la même surface. 
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Dans le Mémoire actuel, je me propose de trouver les intégrales 
générales des autres équations aux différences partielles de la Physique 
mathématique dans des corps de forme quelconque, en les supposant 
continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre. 

Ainsi, par exemple, si une fonction u satisfait à l'équation 

dt ^ l dx1 dy7 dz7 J 
dans l'intérieur d'une surface σ et satisfait aux conditions précédentes 
de continuité, elle est donnée par la formule 

(3) « = j (r '+" 2 as V* ? $ ? ψ) e~c'di da, 

f étant une fonction arbitraire de trois quantités, r la distance du 
point (χ, y, ζ) intérieur à a à l'élément da, et θ, ψ étant deux coor-
données propres à déterminer un point de cette surface. 

En général, s'il s'agit de questions d'équilibre, pour les résoudre 
complètement il faudra se donner une ou deux conditions à la sur-
face; s'il s'agit au contraire de questions dans lesquelles entre le 
temps, il faudra en plus se donner une ou deux conditions initiales. 

U est évident qu'à l'aide de nos formules on ne pourra immédiate-
ment résoudre toutes ces questions, et que la détermination des fonc 
tions arbitraires qui y entrent pourra présenter beaucoup de difficultés; 
mais, indépendamment de l'intérêt théorique qu'elles présentent, nos 
formules pourront être utiles dans un grand nombre de circon-
stances. 

C'est ce que l'on peut reconnaître d'après mon Mémoire sur l'équa-
tion ΔΔΜ — Ο; car, après avoir donné l'intégrale générale de cette 
équation au moyen de fonctions arbitraires, j'en ai fait des applica-
tions, et j'ai montré comment on pouvait en conclure complètement 
l'intégrale dans des cas particuliers, c'est-à-dire déterminer les fonc-
tions arbitraires. 

On doit encore remarquer que l'on n'est parvenu à intégrer les 
équations (i) que dans des cas très-particuliers de la surface a ou de 
la ligne s qui limitent le corps ou la surface plane dont on s'occupe. 

3a.. 
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Nos formules, au contraire, sont applicables quelle que soit la surface σ 
ou la ligne s et quand même on n'en connaîtrait pas la définition géo-
métrique. Ainsi imaginons un corps isotrope terminé par une surface 
quelconque σ, sa température satisfera à l'équation (2) et sera donnée 
par la formule (3). Prenons pour f différentes formes de fonctions, 
nous aurons autant de distributions possibles de température, et l'on 
pourra dans chacune d'elles déterminer l'état initial et l'état de la 
surface; puis, en retournant ces questions, on pourra supposer 
donnés l'état initial et la température de la surface et déterminer la 
température en un point quelconque du corps. Cette méthode inverse 
d'intégration appliquée à nos formules pourrait servir à résoudre au 
moins approximativement des questions proposées. C'est d'ailleurs ce 
que l'on peut voir par l'usage que M. de Saint-Venant a fait de la mé-
thode inverse d'intégration dans son beau Mémoire sur la torsion des 
prismes. (Mémoires des Savants étrangers, t. XIX, i856.) 

De différentes expressions analytiques qui satisfont aux équations 
aux différences partielles de la Physique. 

1. Considérons d'abord la plus simple des équations de la Physique 
mathématique 

(1) Au — ο 

et désignons par 

r2 = (x — u)24- (y — δ)24- (ζ — c)2 

le carré de la distance du point (.r, y, z) à un point fixe (u, δ, c). 
Nous allons nous proposer d'abord de trouver une fonction de r qui 
satisfasse à l'équation (r). 

Transportons les axes de coordonnées rectangulaires parallèlement 
à eux-mêmes au point (a, b, c), et si nous désignons encore par x, y, ζ 
les trois coordonnées dans ce nouveau système, l'équation (1) ne 
changera pas. Prenons ensuite des coordonnées sphériques ayant leur 
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centre au point (a, b, c), et nous aurons 

V dr ) τ d2u ι \ M /V dr ) τ d2u ι \ M / 
dr sin2 δ άψ sin 9 dQ ' 

6 étant l'angle de r avec un axe fixe mené par le centre et ψ l'angle 
formé par le plan de cet axe et de r avec un plan fixe mené par 
l'axe. 

Si u ne dépend que de r, l'équation (x) se réduit à 

d2 il 2 du 
dr2+ 7 7ïF = °' 

dont l'intégrale est 
• κ = - -f- C', 

G et C' étant des constantes. 
D'après cela, désignons par dus l'élément d'un volume is, par (a, b, c) 

les coordonnées d'un point de cet élément, el par ρ une fonction de 
a, b, c, l'expression 

(A) fp/r dw, 

dans laquelle l'intégration s'étend à tous les éléments du volume ■&, 
satisfait à l'équation (i) en dehors du volume zs, puisque chaque élé-
ment de l'intégrale y satisfait. 

Ainsi se présente l'expression du potentiel. On sait que Laplace la 
considéra d'abord et vérifia qu'elle satisfait à l'équation (i). Mais nous 
avons voulu commencer par appliquer à une question connue la mé-
thode qui nous servira dans ce qui va suivre. 

Si nous imaginons que la matière soit distribuée sur une surface a 
au lieu de remplir un volume zs, nous aurons, au lieu de l'expression 
précédente, l'intégrale 

(B) JE A, 

(a, b, c) étant un point de l'élément de surface da et l'intégrale s'é-
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tendant à tous les éléments de la surface; p, fonction de a, b, c, repré-
sente la densité de la matière multipliée par l'épaisseur infiniment 
mince de la couche et s'appelle simplement la densité. 

Passons au cas où l'équation (i) se réduit à deux variables et de-
vient 

(») 
tPu d*u 
dx3 dy10. 

Faisons alors 
r2 = [χ — af -+- (y — b)2, 

et cherchons une fonction de r qui satisfasse à l'équation (a). Trans-
portons les axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes au  
point (a, b), l'équation (2) ne changera pas; puis prenons des coor-
données polaires, en posant 

x=.r cosa, = rsina; 

l'équation (2) deviendra 

tf*B . I du l d2U 
dr' r dr r2 dx2 

et si u ne dépend que de r, on a 

et par suite 

d2tt ι du 
dr1 r dr 

u = G logr -h C', 

C et C' étant des constantes. 
D'après cela, si l'on désigne par dm l'élément d'une surface plane 

ou par ds l'élément d'une courbe qui limite cette surface, et par (a, b) 
les coordonnées rectangulaires de l'élément du> ou ds, les expres-
sions 

(C) flogrpda, f logr ρ ds, 

dans lesquelles ρ est fonction de (a, b), satisferont à l'équation (2). 
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2. Au lieu de commencer par supposer que la solution de l'équa-
tion (i) ne dépend que de r, imaginons qu'elle ne dépende que de 6, 
angle de r avec une droite fixe, nous aurons 

et par suite 

d(ïSÎn®) 
d0 = 0, 

u — G log tang ^ C'. 

On en peut conclure que les expressions 

u = u — f l°gtang -pda, 

où l'on adopte les mêmes notations que dans les formules (A) et (B), 
satisfont à l'équation (x). 

On voit de même que les expressions 

M = Jacpdm, u == fapds, 

où l'on adopte les notations des formules (C) et où a est l'angle de r 
avec une droite fixe, sont des intégrales de l'équation (2). 

3. Considérons ensuite l'équation 

(3) , Δ Δα — ο. 

Cherchons les fonctions de la distance r du point (x, jr, ζ) au point 
[a, b, c) qui satisfont à cette équation. Transportons encore l'origine 
des coordonnées au point («, b, c), et cette équation ne changera pas. 
Posons ensuite 

d'à 2 du 
dr2 + r dr =v, 

et l'équation (3) se réduira à 

d2 e 2 de 
dr2 ^ r dr= 0, 
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ou, en remplaçant p, à 

d'ti ί d3u ' 
dr4 + r dr3 =0 

L'intégrale de cette équation différentielle est 

u = Ο + C'r2 -i- - 4. C'". 

Eu particulier, j et r satisfont à l'équation (3), et l'on en conclut 

que l'exprêssion 
frpda, 

qui s'appelle le second potentiel de la masse fpcL· par rapport au 
point (x,y, z), satisfait à l'équation (3) en dehors de cette masse. 

Nous avons d'ailleurs démontré, dans notre Mémoire sur l'équation 
A Au = ο (t. XIV de ce Journal

3
 2e série), le théorème suivant : 

Toute jonction u qui satisfait à l'équation Δ Au = ο dans l'intérieur 
d'une surface a et qui y est continue

3
 ainsi que ses dérivées des trois 

premiers ordres
3
 est la somme du premier potentiel d'une couche de 

matière distribuée sur a et du second potentiel d'une autre couche 
distribuée sur la même surface. 

Examinons le cas où l'équation (3) ne renferme que les deux coor-
données rectangulaires χ, y et se réduit à 

(4) 
d* u d* u d* a 
dx' ' 2 dx3dy2 dy* °* 

Cherchons les fonctions qui satisfont à cette équation et qui ne dé-
pendent que de 

r = — α)2 + (y — b)2. 

Transportons les axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes au 
point (a, b), et en posant 

d'1 ii ι du 
dr4 r dr ^ ' 
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l'équation (4) deviendra 
d2v ι dv 

dr2 + r dr =0 
On tire de là 

rj = c, t> = C log/ -f- C', 

'ΐ - c/r logri^' -μ C", 

et, comme on a 
friogrdr = Ç(logr ~l), 

on en conclut facilement 

η = Ar2 log/· -f- Br2 H- C logr f- D, 

A, B, C, D étant des constantes arbitraires. Ainsi les deux expressions 

Jr
2
 logrpdcà, Jr

2
 ^logr — ̂  ρ du, 

dans lesquelles du est l'élément d une surface plane ω et ρ une fonction 
de a, b coordonnées de du, et dont nous avons appelé la dernière le 
second potentiel dans le Mémoire cité, satisfont à l'équation (4). 

Nous avons donné aussi, dans ce Mémoire, l'intégrale générale de 
l'équation (4) au moyen d'un théorème semblable à celui que nous 
venons d'énoncer pour l'équation (3). 

4. Occupons-nous maintenant de l'équation 

(5) Δη ——edit. 

En supposant que u ne soit fonction que de r, et transportant les axes 
de coordonnées parallèlement à eux-mêmes au point (a, b, c), on a 

Λ2 u ι du „ 
dr 2 + r dr = - a2 u, 

OU 

(«0 -53- + = °. 

Toms XVII (2E série). — Λ,ΟΕΤ 1872. 
33 
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et l'on en conclut, en désignant par G et G' deux constantes arbitraires, 

C sinar+ Cf cosar u = 
r 

Imaginons des masses m, m', m",... qui se réduisent à des points 
matériels ou dont les volumes sont infiniment petits; désignons par 
(a, b, c) les coordonnées d'une quelconque de ces masses; alors r sera 

la distance de cette masse au point (χ, y, ζ). Puisque es
j
 une 

solution de l'équation (5), on satisfera également à cette équation en 
posant 

cosar u = Στη 9 r 

le signe Σ de sommation s'étendant à toutes les masses m, m', m,",.... 
Ou pourrait faire sur cette expression une théorie toute semblable à 
celle qui a été donnée par Gauss et Green pour le potentiel; et, en y 
faisant α = ο, on aurait la théorie même du potentiel. 

Nous démontrerons d'ailleurs dans ce Mémoire le théorème sui-
vant, qui fournit l'intégrale générale de l'équation (5) : 

'Toute fonction qui satisfait à l'équation 

Δα =— aru 

dans l'intérieur d'une suif ace a et qui y varie d'une maniéré continue} 

ainsi que ses dérivées du premier ordre, peut être donnée par la formule 

(b) cos ar/r p d0, 

(a, b, c) étant les coordonnées de l'élément do de la surface, ρ une 
fonction de a, b, c et r la distance du point [x, y, z) à do. 

En faisant a. — o, on a un théorème connu (Mémoire sur l'équation 
Δ Δα = ο, t. XIV de ce Journal, p. 38o). 

Il est bon de rappeler comment l'équation (S) se présente dans les 
questions de Physique. On a l'équation 

— — m2Av, 
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qui régit la température d'un corps solide, dont nous supposerons la 
surface σ entretenue à la température zéro ou rayonnant dans l'espace, 
ou on a l'équation 

d'v 2 
dt2 = m2 Av, 

qui régit les petits mouvements d'un gaz enfermé dans la même sur-
face. Alors on pose l'une des deux formules 

(c) ν = e~aS'"5i«, 
(ιd') ν — (A sinxmt -t- Β cosa.mt)u, 

et l'on obtient 
Au = — câu. 

a est une quantité que l'on détermine par la condition que l'on ait 
sur la surface a 

u — o ou ~r — Lu, 

l étant une constante et dn l'élément de la normale à la surface a. La 
quantité ν est la somme d'une infinité de solutions telles que (e) et (d), 
que l'on appelle solutions simples. Mais la quantité u de la solution 
simple n'est pas l'intégrale générale de Au =—câu, elle n'en est 
qu'un cas particulier; ainsi, pour l'obtenir, il faut donner dans l'ex-
pression (b) à ρ une forme particulière. 

Examinons le cas où u ne dépend pas de ζ et où l'équation (5) se 
réduit à 

(6) 
d'u d'il „ 

ZF + dy* ~~~ K2 u. 

On a, au lieu de l'équation (a), 

d'u ι du — -f- - — - - — a-u, 

et l'intégrale de cette équation est 

Ccos (ur cos ω) d®Cr i cos(arcosw) log(r sin2w)iAa. 
Ο Ο 

33 
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Posons 

Ν—ί cos(arcos&>) log(rsin2o)do>; 

nous démontrerons plus loin le théorème suivant : 

Toute fonction qui satisfait à Γ équation (6) dans l'intérieur d'une 
ligne s et qui y varie d'une manière continue, ainsi que ses dérivées 
du premier ordre, est exprimée par la formule 

fTSpds, 

ρ étant une fonction de a, b, coordonnées de l'élément ds, et r la 
distance du point (χ, y) à l'élément ds. 

L'équation (6) se présente de la même manière que (5) dans les 
questions de Physique mathématique. 

5. Considérons l'équation 

, . d*u d'u d*u , 
Thé + 2 TtTc'Tfy' ~i~ Tty =a4 u, 

que l'on obtient en posant 

v = u{ A sin α2 ml q- Β cos α2 mi) 

dans l'équation qui régit le mouvement vibratoire des plaques 

d2v „ (d^v d*t> ί^ίΛ 
~J
t
i "+" m 2

 dcédy'
 +

 ~~ °' 

Eu introduisant une quantité u', on peut remplacer l'équation proposée 
par les deux suivantes : 

Posons 

au=dT' + W'' au=-d*+dy;au=dT' + W'' au=-d*+dy; 

U = a+n'/2, V=u-n'/2 
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et nous en conclurons 
B=.U + Y, 

U et Υ étant donnés par les formules 

2?-|-^=-a V' sr + ̂  = aû· 

L'expression la plus générale de V est, d'après le numéro précédent, 

si:
 cos(ar costa) log(r sinaco)fl?&> pds; 

celle de U sera 

u=/f
 cos(a\f^l r cosa>) log(r sin2o>)</(<)f| ds, 

que l'on déduit de Y en remplaçant α par ay/ — 1 et la fonction ρ par 
une autre fonction p„ et l'intégrale générale de l'équation (7) est la 
somme de ces deux expressions. Mais, pour le problème des plaques 
vibrantes, ρ et pt, qui se trouvent dans l'expression de u, ne sont pas 
des fonctions arbitraires de a, b, coordonnées de ds. 

6. Examinons l'équation 

(8) % = a'iu, 

que l'on rencontre dans les mouvements très-petits d'un gaz ou dans 
le mouvement vibratoire d'un corps solide. 

Si u ne dépend que de r, on aura 

d'Iru) „d'(ru) 
dt2 dr2 

L'intégrale de cette équation est bien connue, et l'on a 

_ ?(»·-+-af) + ψ(>* — «f) 
r 

en désignant par φ et ψ deux fonctions arbitraires. 
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On peut déduire de là que, dans l'intérieur d'une surface σ, l'ex-
pression 

Jlil^pdo+f^=^p
t
da, 

dans laquelle ρ et p, sont des fonctions des coordonnées a, b, c de 
l'élément do et r la distance de da au point (x, y, z), est une intégrale 
de l'équation (8). Toutefois nous verrons que cette expression n'a pas 
la généralité suffisante pour être l'intégrale générale de l'équation (8), 
et que cette intégrale est 

U =zj*/(Γ + β, ψ) + F(r — gf, 8, ψ) ̂  

Jet F étant des fonctions arbitraires de trois variables, et Q, ψ étant 
deux coordonnées particulières qui servent à déterminer un point de 
la surface σ. 

Si l'équation (8) ne se rapporte qu'à deux dimensions, elle se réduit à 

(9) dt3 K Ιώ! dy3 J ' 

qui donne le mouvement vibratoire d'une membrane. 
Si u ne dépend que de r, on a 

d-u, 2 /d2it ι du\d-u, 2 /d2it ι du\ 

qui a pour intégrale 

u =f(rc os&> -+- at)da + I F(rcos» + at) log (r sin2 ω) da. 

(Fair un Mémoire de Poisson, 19e Cahier du Journal de VÉcole Poly-
technique, p. 227). Nous verrons que l'intégrale générale de l'équa-
tion (g) dans l'intérieur d'une courbe s peut se mettre sous la forme 

•=/r F(r cosa -Ί- at, υ) log(rsm2a)dads, 
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F étant une fonction arbitraire de deux variables et υ une coordonnée 
qui sert à déterminer un point de la courbe s. 

7. Passons à l'équation 

(i) | = a* Au. 

Supposons d'abord qu'elle se rapporte à trois dimensions. Si u ne 
dépendait que de r, cette équation se réduirait à 

qui peut s'écrire 

2 /d2u 2 du\ du 
a r dr ) dt ' 

2 d2{ru) __ dfrit ι 
adr2 dt 

On connaît l'intégrale générale de cette équation, qui a été donnée par 
Laplace et Fourier, et l'on en conclut 

Λ» (j a)* 
ru= I ——f{a)da, 

OU 

ru — f e^fir 2as\jt)ds, 

f{pc) étant une fonction arbitraire. 
Posons 

<?(r, t, θ, ψ) = i f e~s'-f(r ■+- 2as\]t, θ, ψ)Λ, 

en désignant par &, ψ deux coordonnées propres à déterminer un 
point de la surface σ, et nous aurons une intégrale de l'équation (1) 
en posant 

(®) u — f f{r, t, θ, ψ)ί/σ. 

Nous verrons plus loin que cette intégrale a toute la généralité voulue. 
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Considérons ensuite le cas où l'équation (1) ne se rapporte qu'à 
deux dimensions et se réduit à 

(3) dt ^ dy2 Jdt ^ dy2 J 

Si u ne dépend que de r, on a 

. fd2u 1 du\ du 
a Xdr'^rdrj^dt' 

L'intégrale de cette équation est 

u=f I f(r cos ω 4- o.aa.<Jt)d<ù e^'da 

4-/ / F(r COSM 4- 2αα\β) log(r sioz ω) dae^'da. 

{Voir Poisson, 19eCahfer du Journal de l'École Polytechnique, p. al\S ). 
Posons 

ψ(/·, t, υ) — f f F {r cos ω -h lausft, υ) log(r sin2co)<ùa e~a*da, 

F (r, u) étant une fonction arbitraire de deux variables et υ une coor-
donnée propre à déterminer un point de la courbe s qui limite l'espace 
dans lequel a lieu l'équation (3). Nous satisferons à cette équation en 
faisant 

κ=/ψ(Γ, ί,υ)ώ, 

et nous verrons que cette expression représente la solution générale. 

8. Posons, en général, 

ΔΔΚ — Δ2«, ΔΔ2Μ = Δ3«,.. . ; 

nous aurions pu, dans ce Mémoire, nous occuper plus généralement 
d'équations <le la forme 

AApu 4- ΒΔ?Μ ·+- ... = aur 4- bus 4- .., 
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ou de celle-ci : 

Α.Δ ιι -4* ΒΔ^ a 4— ... — cl —r——{— h ~7~τ -f~ · · · ι 

en désignant par A, B,..., a, b,... des constantes. Mais, afin d'éviter 
des complications qui n'auraient pas d'utilité, nous préférons nous 
borner aux équations que l'on rencontre en Physique mathématique. 

9. Imaginons un volume zs dont l'élément est dzs, terminé par une 
surface σ dont on désigne l'élément par du', si ρ et w, ainsi que leurs 
dérivées, sont des fonctions continues des coordonnées rectangu-
laires x, y, z dans l'intérieur du volume zs, on a cette équation, que 
l'on attribue à Green, quoiqu'elle ait été employée auparavant par 
Poisson, 

dn étant l'élément de normale à la surface menée vers l'extérieur du 
corps, et les intégrales se rapportant au volume entier ou à toute la 
surface. 

Si le point [x,y, z) est situé en dehors du volume zs, la fonction w 
satisfait à la condition de continuité indiquée, et l'on a, d'après la 
formule ci-dessus, en mettant a, b, c au lieu de x,y, ζ dans p, 

Sur Véquation ΔΡ = — A2 P. 

ÇvSwdzs — JwSvdzs —J
v
 '~^^

σ
 —J

w
 "£ΐ^

σ
' 

Prenons pour w la fonction » r étant la distance du point (x,y, z) 

au point (a, b, c) situé dans l'élément dzs·, on aura (n° 4) 

Sw = — crw. 

(0 
I — or I v—p—dis — I Éwcm 

1 C dCOS0:r 

! =~J — Mih' 
Tome XVII (a" série). — Αουτ 187a. 34 



α66 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
dri est l'élément de normale comptée vers l'intérieur du corps, et dans 
le second membre r représente la distance du point {oc, y, ζ) à l'élé-
ment da. 

Si le point {x, y, ζ) est à l'extérieur de σ, l'équation précédente est 
applicable au volume renfermé entre σ et une sphère a' infiniment 
petite, dont le point {χ, y, ζ) est le centre. On aura donc 

d cos rv 

-a2 c cos ar/r dw- cos ar V ~~dtf J ~~r~ dû 

d cos a R 

-V ~~rfÏÏ~~ J ~~R~~ rffid0' 

R étant le rayon de la sphère; car les intégrales du premier membre 
rapportées au volume infiniment petit de la sphère sont négligeables; 
la quatrième intégrale du second membre est négligeable aussi, et la 
troisième est égale à 

ν f (aR sinaR -t- cosaR)^-
5 

ou, en faisant tendre R vers zéro, à dans lequel on remet dans ν 
χ, y, ζ au lieu de a, b, c. 

Donc on a, si le point {x,y, z) est intérieur au volume ts, 

I — or ι ν ^ chs — 1 —— bvcm 

(2) { /· ^cosar 

= - v r/dn' d0 + cos ar/ r dv/ dn' da + 4 ru 

10. Posons 

(3) Y^f^Ddn, 

dJJ étant l'élément d'un volume Π, dont la masse est Ό dû; D est par 
conséquent une fonction des coordonnées a, b, c de l'élément c?II. 
On a 

(4) ΔΥ = — or V 
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pour tout point situé en dehors du volume auquel se rapporte l'inté-
grale; cherchons quelle est la valeur de ΔΥ pour un point de ce 
volume. 

Décrivons une très-petite sphère qui renferme dans son intérieur le 
point {x,y, z), et posons * 

V = y -+- v', 

1/ étant la partie de Y qui correspond au volume de la petite sphère 
et υ étant la partie restante. 

On a d'abord 

(a) Au — — «2 y; 

si l'on désigne par ck l'élément de volume de la sphère, on aura 

v' = cos ar/ r D dr, 

ou, en développant cosocr par rapport aux puissances de r, qui est 
très-petit, 

υ' =J"-Odr JrJidx 4-

4 

Le Δ du deuxième terme et des suivants est négligeable, et l'on sait 
que le Δ du premier terme est égal à — 4^0. On a donc 

(b) Αν' — — 4πϋ, 

en remplaçant dans D les quantités a, b, c par x, y, ζ. Il en résulte, 
en ajoutant (a) et [b) et remarquant que υ' est infiniment petit, 

(c) Δν 4- a2V = — 4πΒ. 

Dans l'expression 

sin ar /r Ddu, 

la quantité qui se trouve sous le signe d'intégration ne devient pas 
34.. 
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infinie pour r = o, et cette expression satisfait, en dedans comme en 
dehors du volume Π, à l'équation (4). 

41. Voyons ce que deviennent les équations (i) et (2) appliquées à 
l'expression (3). D'après l'équation (c), on a 

J*AYL^Idn = -Jg2V^47rD cosarrfn = -Y^dU-hnY. 

Donc, si le volume ® renferme le volume Π et si le point (x, y, z) est 
situé en dehors du premier volume, on a, d'après la formule (1), 

J*AYL^Idn = -Jg2V^47rD cosarrfn = -Y^dU-hnY. 

Si le volume® renferme encore le volume Π, mais que le point (pc, y, z) 
soit situé à l'intérieur du premier volume, on a, d'après la formule (2), 

J*AYL^Idn = -Jg2V^47rD cosarrfn = -Y^dU-hnY. 

12. Énonçons maintenant ce théorème important : 
Imaginons un volume limité par une surface σ. On peut toujours 

distribuer sur cette surface une couche de matière dont la densité ρ 
soit telle que l'expression 

/ cosar' j0, 

où r représente la distance du point (j?,y, ζ) à l'élément do, ait une 
valeur donnée sur la surface. 

Quand on suppose « = o, on a un théorème bien connu de Gauss, 
et quand a. est différent de zéro, le théorème peut se démontrer de la 
même manière. (Voir le cinquième volume des OEuvres de Gauss, 
p. 232-237·) 

La démonstration se décompose en les parties suivantes : 
i° Si une couche de matière a une masse donnée et que la densité ρ 
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ait partout le même signe; si, de plus, on pose 

v
 — J C

°^
ar

 ρ do ι Ω =y*(f — 2U)j3ife, 

U étant une fonction de χ,γ, z, dont les valeurs sont données sur σ, 
Ω est susceptible d'un minimum pour lequel Ρ — U a une valeur 
constante. 

20 Si la densité peut changer de signe, on montre ensuite que ρ — U 
peut également avoir une valeur constante, la masse de la couche étant 
donnée. 

3° On peut, quand la masse est arbitraire, s'arranger pour que 
ρ — U ait une valeur constante donnée sur la surface, et, par suite, il 
est clair enfin que ρ peut avoir sur la surface une valeur donnée et 
variable d'un point à l'autre. 

15. Supposons une fonction ρ qui satisfait à l'équation 

ΔΡ = — α2 Ρ 

dans l'intérieur d'une surface et qui varie d'une manière continue 
dans cet espace, ainsi que ses dérivées du premier ordre. 

On a, d'après la formule (2), 

J*AYL^Idn = -Jg2V^47rD cosarrfn = -Y^dU-hnY. 

Considérons l'expression qui se rapporte à une masse distribuée sur 
la surface σ 

V =J —r~Pds> 

en supposant d'abord que la masse soit à l'intérieur de σ et occupe 

le volume Π, on aura, d'après (6), en remplaçant ~ par —d/dn, 

J*AYL^Idn = -Jg2V^47rD cosarrfn = -Y^dU-hnY. 
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Faisons approcher les masses de la surface σ jusqu'à ce qu'elles 

viennent s'appliquer sur cette surface et j former une couche de den-

sité ρ; — ne cessera pas de varier d'une manière continue, le premier 

membre de l'équation précédente se réduira à ^πΥ et l'on aura 

J*AYL^Idn = -Jg2V^47rD cosarrfn = -Y^dU-hnY. 

Or, d'après le théorème du numéro précédent, on peut disposer de ρ 
de manière que Y ail une valeur donnée sur la surface. Supposons 
donc que Y ait sur σ la même valeur que v, et, en retranchant (8) de (7), 
nous aurons 

" = -4;J -Γ\Μ + ϋ)'''·· 

Donc nous avons le théorème suivant : 
Toute fonction qui satisfait à l'intérieur d'une surface σ à l'équation 

Au — — α2 H, 

et qui jr est continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre
3
 a ροψ-

expression 

(d) / COS ar ,0, 

ρ étant une fonction arbitraire des coordonnées de l'élément do. 
Dans ce théorème, la surface σ, qui limite l'espace continu considéré, 

n'est pas astreinte à former une surface continue; elle peut, au con-
traire, être composée de plusieurs surfaces fermées. Si la surface a se 
réduit à une seule surface fermée, nous aurons occasion de reconnaître 
qu'à l'expression (d) on peut substituer l'expression 

(«)' s-j-p
t
do. 

II est aisé de reconnaître que la dérivée, par rapport à la normale à 
la surface, de l'expression [d) varie d'une manière discontinue quand 
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on traverse la surface σ, tandis que la même dérivée de l'expression (e) 
est continue dans ce passage. Donc, si les deux expressions (d) et (e) 
se confondent à l'intérieur de la surface a, elles se séparent au dehors. 

14. Les raisonnements qui précèdent peuvent être facilement 
étendus à la théorie de l'équation 

ΔΡ = — α2 ν, 

réduite à deux coordonnées. 
Nous avons vu (n° 4) que les expressions 

M =cos(ar cos&>)eiu, Ν = I cos(arcosw) log(r sin2&>)cfc) 

satisfont à cette équation, et par une démonstration semblable à celle 
du numéro précédent, on obtiendra le théorème suivant : 

Si une fonction satisfait à l'équation 

d*v d*v 0 
dx2 dy2 = - a2 

dans l'intérieur d'une suif ace plane limitée par une courbe s, et qu'elle 
jr soit continue ainsi que ses dérivées du premier ordre, cette fonction 
peut être mise sous la forme 

if) fKpds, 

en désignant par ρ une fonction des coordonnées de l'élément ds. 
Si la ligne s se réduit à une seule ligne fermée, nous donnerons des 

exemples où l'on peut remplacer dans le théorème précédent l'expres-
sion (jf) par l'expression plus simple 

(g) fMpds. 

Il est aisé de démontrer que les dérivées de l'expression (f) varient 
d'une manière discontinue quand le point (χ, χ, ζ) traverse la courbe s, 
tandis que celles de (g) restent contenues dans ce passage. 
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Développements en séries des quantités M et N. 

15. Les quantités 

M = f* cos(ar cosa)d<ù, Ν = f cos(rtrcos&)) log(r sin2w)d&) 

satisfont à l'équation 

(i) 
d2u. d2u » 
Â? + -ψ - - au, 

et nous allons donner des développements en séries de M et N. 
Prenons des coordonnées polaires, en posant 

,r = Rcosa, ^ = Rsinsc, 

et soient a, R les coordonnées polaires d'une extrémité de la dis-
tance r et a„ A les coordonnées polaires de l'autre extrémité. Nous 
avons 

r2 = A2 — 2AR cos(a — «,) -4- R2 -
et 

— M = I ! . r-TC 2s (2·4)3 ' * (2.4-6...2 ρ)2 

Posons α — α, = 0, et nous aurons, en faisant y—1 = i, 

r2 = (A — Re6i")(A — Re~9i). 

Élevons à la puissance n, et nous aurons 

(A — ReSi)" = A"- ηλ"-' Re0i + A""2 R2e2te —..., 

(A — Rer*)»= A"— nA"-' Re-°<+ A"-2R2e-29i- ... : 
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puis en multipliant, nous obtenons 

r2n= P
0
,
N
 + 2P

4
,„COS0 -+- 2P

2i
„COS2® + 

si nous posons 

P
0

 „ = A
2

* 4- n
3
 A

2N

~
2

R
2

 4-
 A

 l]
^j

2

Α
2Β_4

R
4

 4-..., 

m—1 R "I" *) ^2/2-3R3 0 n(n *)(* a) 5L 

P
2
 „ = A

2
"-

2
 R

2
 -1- Η * ~1 ) (" — 2 ) A

2
"-

4
R

4 

' 1.2 2.0 
, *(* — t) «(«— 0C« — a) A2B-Cft6 , _ 

1.2 3 4 5 
P _ _ g(g —l)(a —g)

 A2n

_
3 R3

 _ „ «(«-!)(«- 3j(g —3)
 A2n-5RS 

2.3 2. 3 .4 
_ n{n— 1) g(g —t). ,.(g—4) A2n-TRT+-_ 

2 2.3.4.5 

Nous aurons donc 

£ M = ι — (A2
 4- R2 - aAR cosô) 

4- [A4
 4- 4 A2 R2

4- R4 - 4 ( A3 R 4- AR3) cos θ 4- a A2 R2 cos 2 θ ] 

- (iièr f A°+ 9Â4 R2 + 9 A2 Ri + R0 

- 6(A5RH- 3A3R3 4- AR5) cosô 
-h 6(A4R2-f- A2

R
4
) cosaô — 2A3 R3 cos3ô] 

4-

Désignons par Q„(R) la fonction suivante : 

Q .r, J, (^)' , ^ (^)" , 1 

Tome XVII (2e série). — Αουτ 1872. 35 
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qui est une solution de l'équation différentielle 

i M = Q0 ( A)Q0(R) + α | Q, (A)Q, (R) cosÔ 

on reconnaît saus difdculté que la quantité - M peut se mettre sous 
la forme suivante : 

i M = Q
0
 ( A)Q

0
(R) + α | Q, (A)Q, (R) cosÔ 

+ 2^y
î
Q

2
(A)Q

2
(R)cos20 +·... 

+ 2f,.^.6...
2
^Q»(A) Qn(B.)co

S
nd+..., 

formule remarquable et dont nous aurons occasion de faire des ap-
plications. 

Multiplions les deux membres par cos M α, du
{
 et intégrons de ο 

à 2π; nous aurons 

1/u 2uJ cos(arcosM)r/eacos«a
)
c?«

<
 = ̂

 2/?
^Q

n
(A)Q

n
(R) cos η a.. 

Or Q„(R), au lieu d'etre, exprimé par une série, peut l'être par la 
formule 

Q„(R) =
 T

 3 G ^ (AL

2

—I) f ®'
Η2

"
Ω COS

(
A

®· co&<à)da> ; 

on a donc une intégrale double exprimée par ie produit de deux inté-
grales simples. 

16. Le développement analogue de Ν en série est plus difficile à 
obtenir. Nous avons 

Ν = logr I cos(arcosû))^ + a I ços(arços&>) logsrixodot). 
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Considérons d'abord le cas où a est nul; Ν se réduit à 

N0 = u log r +2J(*TZ 
log sin &> da 

0 
= π log/·— in log2 (Calcul intégral de M. BERTRAND, p. 147)· 

On a d'ailleurs 

i M = Q0 ( A)Q0(R) + α | Q, (A)Q, (R) cosÔ 

et en prenant les logarithmes 

ι , . R
 0

 1 R2 , 1 R"
 Λ 

b & A 2 AJ η A"cos n 0 

donc on a 

-N
0
 = log A — 2 log2 — ̂ ccs5 _ iîL

cos
 26 —...— - ^cos/z0 —.... 

Cherchons maintenant à passer au cas où a n'est pas nul. Ν satisfait 
à l'équation (1), et si nous adoptons des coordonnées polaires, cette 
équation se change en la suivante : 

{2) 
d2u 1 du I d2u 2 
dR' + R dR R* ~doé ~~a 

Commençons par déterminer une solution de cette équation qui soit 
le produit d'une fonction de R par une fonction de a, et posons 

(3) u ~ Q(R)T(A), 

nous trouverons que l'on a 

Τ(α) = A cosrea -h Β sinraa, 

η étant entier afin que Τ (a) ait pour période 2π, et Q satisfaisant à 
l'équation 

(4) κ
*τ£. +

 ά
Μ + =0, 

35.. 
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et la solution de cette équation différentielle est 

CQ„(R)-4-C'Q'„(R), 
en posant 

Q'
 (R) = B

^r
i|
 ^ I ^ ...] 

(Voir Mémoire sur la membrane elliptique, t. XIII, p. i4*·) 
Q„(R) renferme le facteur R" et Q'„(R) le facteur R-B. A la vérité, 

lorsque n est entier, la forme de la seconde expression n'est plus ad-
missible ; mais, comme elle l'est pour toute autre valeur de », il résulte 
de la continuité qu'il existe une solution qui renferme R-n en facteur 
et que nous désignerons par Q^(R). Dans le cas de η = ο, nous po-
serons 

Q'
0
(R) = - Γ cos(aR costa) log(Rsin2

G))i/&), 

qui est une solution de l'équation (4) pour η = ο. 
L'expression de Ν qui satisfait à l'équation (2) doit être la somme 

d'une infinité de quantités telles que (3). Supposons R<A; pour 
a = ο, Ν doit se réduire à l'expression que nous avons trouvée pour 
N„ ; or, pour a = o, Q„(R) et Q'„(R) se réduisent à Rn et R"~n; donc 
les fonctions Q„(R) entrent seules dans le développement de N, et 
l'on peut poser 

1/uN= EQ
0
(R) -h E,Q, (R)(D, cosa -h F, sina)+.. 

-T- E„Q„(R)(D„ cos η A H- F
re
 sin «a) -F- ..., 

les quantités E, D, F étant des constantes. 
N est fonction de α — α, = Β, et l'on en peut facilement conclure 

que le développement précédent peut s'écrire 

— N — EQ
0
(R) -+- E, Q, (R) cos0 -+- ... E

fl
Q

n
(R) cosnB .... 

Si l'on regarde R comme constant, chaque terme' de N doit pouvoir 
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être considéré comme le produit d'une fonction de A par une fonction 
de Q, et l'on doit avoir 

E
n
 = CQ„(A) -+- C'Q'

n
(A), 

C et C' étant deux constantes; mais E„ doit se réduire à —- -A pour 
a = o; donc on a simplement 

E
n
 = -^Q'„(A), 

et l'on a enfin cette formule remarquable 

iN=Q'
0
(A)Q

0
(R) —Q'

1
(A)Q

4
(R) cos0 —... —^Q'„(A)Q„(R) cosnQ —.... 

Remarquons que, R étant supposé plus petit que A, les quantités A 
et R entrent de la même manière dans le développement de M, et 
entrent, au contraire, d'une manière différente dans le développement 
de N. 

17. Les développements de M et N, que nous venons d'obtenir, 
naissent de la considération des coordonnées polaires. Si χ et γ sont 
des coordonnées rectilignes rectangulaires et que nous posions 

-f- e? — (H* . x — c cos a, v — c sma, 

pour prendre a et β comme nouvelles coordonnées, l'équation 
β = const, ou l'équation 

x1 y7 c2 

(e& e~ï)* ( e? — e~$ )2 4 ' 

dans laquelle on suppose β un paramètre variable, représentera des 
ellipses homofocales, et l'équation α = const, ou cette autre 

_fL _ 4L c« 
cos 2 sin2 a 

dans laquelle « est un paramètre variable, représentera line série d'hy-
perboles honiofocales entre elles et avec les ellipses. 

Nous allons maintenant nous occuper des développements de M et Ν 
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suivant des séries qui proviennent de la considération des coordon-
nées α et β. 

Si aux coordonnées χ et γ on substitue les coordonnées α, β, 
l'équation 

d*u d'il „ 
d*+d^ = ~aU 

se change en la suivante 

d1u 3 2 Γ [e? + e-ty 2 ~|d1u 3 2 Γ [e? + e-ty 2 ~| 

(voir Membrane elliptique, t. XIII de ce Journal, p. i46), et, si l'on 
suppose que u soit le produit d'une fonction de α par une fonction 
de β, et qu'on pose en conséquence 

u = P(a)Q(/3), 

Pet Q seront donnés par les deux équations différentielles du second 
ordre 

(a) — -1- (R — a A2 cos2a)P = o, 

^-[R-4>j
e
>f+r-'f)]Q=o, 

h étant égal à ^ et R étant une constante. 

R est une constante qui doit être telle, que Ρ ait ζπ pour période. 
;Nons avons appris à déterminer cette quantité dans le Mémoire cité.) 
Pour h — o, Ρ se réduit à 

Ccosy'Ra + C sinVKa, 

C et C' étant des constantes, et R se réduit au carré d'un nombre 
entier; mais, quand h n'est pas nul, la solution générale de l'équa-
tion («) n'est pas périodique, et l'on a deux sortes de solutions de cette 
équation : les unes que nous avons désignées par Pa(a), et qui se 
réduisent à cosga pour h — o·, les autres, désignées par Ρ, (a), qui se 
réduisent à singa pour h = o; et, quoique R se réduise à g2 dans ces 
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deux solutions pour h = o, il n'y a pas cependant la même valeur, de 
sorte que P2(a) et Ρ4(α) sont les solutions de deux équations diffé-
rentielles distinctes. Nous représenterons par 

P2(cc, g), P,(a,g) 

les deux fonctions P, qui se réduisent à cosga et singa pour h. = o. 
r étant la distance de deux points dont lesKCoordonnées dans le 

système elliptique sont α, β et a,, l·, nous aurons 

r2 = ~ [(eP -+- e~$) cosa — (e6 + e"6) cosa(]
2 

-H j[(e^ — e~$) sina — (eb — e~b) sina,]2. 

Après avoir rappelé ces principes, nous allons donner les dévelop-
pements des quantités 

M =Jait 
cos (ar coscù) άω, N=/ cos(flr cosca) log(r sin2w)f/w, 

sans nous étendre sur les considérations qui nous y ont conduit. 
On a 

M = Ρ
2
(α, o)P

2
(a,, o)Q

a
(/3, o)Q2(ô, o) 

+ 8^ [Ρ
2
(α, ι)Ρ

2
(α,, I)Q

2
(]3, I)Q,(£, i) 

+ P,(a, ι)Ρ,(α,, I)Q,(/3, I)Q,(6, Q] 

8(T4pfP2^a' 2)P2(a" a)Q«(P»a)Qs(^»a) 
·+· P, (a, a)P, (a,, a)Qi (β, 2)Q, (b, a)] 

+8^Τ6)ϊίΡ2(α' 3>p»(a» 3) 

+ P
4
(a,3)P,(«„3)Q,(/3,3)Q,(M)] 

Il y a une remarque à faire sur les valeurs des expressions de P et Q. 
Dans notre Mémoire sur la membrane elliptique, les fonctions P et Q 

ne sont pas complètement définies; elles le sont seulement à 1111 facteur 
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constant près, qui se réduit à l'unité pour k = o. Ainsi, par exemple, 
d'après la formule donnée dans ce Mémoire, en ne prenant que les 
termes en h° et h2, on réduit Ρ

2
(α, i) et Ρ,(α, i) à 

Ρ
2
(α, ι) = cosa — -g cos3a, P,(a, r) = sina — g-sin3a, 

et dans l'expression de M il faut faire 

P
2
(a, i) = cosa — g (cos3a + cosa), 

P,(a, i) = sina — g-(sin3a — sina)*, 

ce sont les premières expressions multipliées respectivement par 

ti1 h3 

1 f' I + r 

D'après la manière dont Q
2
 et Q, se déduisent de P

3
 et P

0
 on a 

Q2 (B0 = — 8 —— ■+■ —5—) ' 

Q,(/3. ·)=— îr(— —y 

L'indétermination que nous laissons subsister dans l'expression de M 
sera cependant sans inconvénient dans les applications que nous 
aurons à en faire. 

Pour déduire de la formule que nous venons de donner pour M celle 
qui est relative aux coordonnées polaires et que nous avons obtenue 
précédemment, il suffit de faire c = o, en se rappelant que l'on a 

h — — s puisque I on a pour c = ο 

Q«(P> g)=Qifë,gh 

et que, lorsque c tend vers zéro, les quantités 

d1u 3 2 Γ [e? + e-ty 2 ~| 
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tendent vers l'expression que nous avons représentée par Qff(R) dans 
le n° 15. 

18. Donnons ensuite le développement de N. Dans le cas où a est 
nul, Ν se réduit à 

N
0
 = jr(logi' — 2 log2). 

On a d'ailleurs 

r2 = ^ [(eP -f- e-^) cos« — (e6 -h e~b) cosst,]2 

-f-|-[(eP — e~P) sin α — (e6 — e~b) sin a,]2, 

et cette expression peut se décomposer en facteurs de la manière 
suivante : 

r%= — ePe-^-^'v^e-6) (1 — e-Pe-(a+a.)
e

~b) 
(
r
_ e^ela,~aii^e~b)(i — erPeia+ai,vc:îV"i)]. 

Supposons b > β et prenons les logarithmes des deux membres en 
appliquant la formule 

log(t =-U - U2/2 - ;;;? 

et nous aurons 

log r = log — cos et. cos ct^ ... — ——
b
— cos g α cosga, —... 

e?—<?—? . . 1 —e~^ . -p—sina sinat —... — - ——
h
— singa smga

4
~ — 

Ainsi l'on a 

-N
0
 = log-g 2 e " cosa cosa< — ... 

e-£® cosga cosga, — ... 

— 2 e 0 sma sma, — ... 
2 

- 2 / G EGb - E-Gb er» sin g a sm g a, - .... 

Tonu· XVII ïe série). — SEPTEMBRE 1S72. 
3b 
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Examinons ce que deviennent les fonctions P

f
, P

2
, Q,» Qi pour 

a = o. Alors 

P
2
(a, g) se réduit à cosga, Q

2
(/3,g) à ***EGB+P-GB/2 

Ρ,(α, g) se réduit à singea, Qt(fitg) Ά 5 

P
2
(a, o) etQ

2
(|3, o) se réduisent à l'unité ; quant à la fonction Ρ,(α, o), 

elle est nulle, quel que soit a. 
L'équation qui donne Q est 

^_[R_A.(
e
.?

+e
-»f)]Q

 =
 0, 

et pour a = ô, on a h — o, R = g2; donc la solution générale de cette 
équation se réduit à 

Q = C^-t-C'e-^; 

on en déduit pour solutions particulières 

esP -f- er-eP etP — e~fP 

et, de plus, 
Q' = «r*P, 

que nous pourrons écrire 

Q' = Q2-Q,· 

Quand h est quelconque, en posant 

m = R — a h2, 
nous aurons 

Q

· = I
3 + M ëi + F™

1

 -
 34

*') 5ZP
 +

 ■ · · > 

Q· = I3 + M ëi + F™1 - 34*') 5ZP + ■ · · > 

Ρ, (α, g) et Ρ
2
(α, g) ont 2n pour période, et les fonctions Q

2
(j3, g) et 
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()ι(β^), qui sé déduisent des deux précédentes par le changement 
de α en β\/— ι, ont 2πγ — ι pour période. Si la quantité R, qui entre 
dans la fonction Q, ou Q

2
, ne la rend pas périodique, nous la repré-

senterons par 
Q,[j3,R] ou Q2[/3,R]· 

Le terme général de N0
 renferme en facteur e~sb; donc le terme de N, 

qui correspond au terme 

e e° cosga cosga,, g 2 

qui appartient à N
0
, doit renfermer en facteur une fonction, que nous 

désignerons par Q'(δ, Rgi, de la forme 

(c) AQ
2
(ù, g) — BQ) [b, Rff], ■ 

Rg. étant la quantité R qui se trouve dans P
2
(a, g), et A, Β étant des 

constantes qui se réduisent à l'unité pour h — o. Et le terme de N, qui 
correspond au terme 

e e° sinsa singa,, 

qui appartient à N
0
, renferme en facteur une fonction, que nous dési-

gnerons par Q'j δ, R^j, de la forme 

(d) dq
2

L£,r;]-eq ,(b,g), 

R'
g
 étant la quantité R qui se trouve dans Ρ, (a, g), et D, E étant des 

constantes qui se réduisent à l'unité pour h = o. 
Pour g == o, la fonction Q'(δ, Rg.) n'est plus de la forme (c). Quand 

on y fait h = o, cette fonction satisfait à l'équation 

^ = 0, d'où Q = C4-C/3; 

et pour h = o, Q'(/3, R
0

) se réduit à 

logg + p ou l°g-g-' 
36. 
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qui est le premier terme de N0. Donc, pour une valeur quelconque de 
h, on aura 

(e) Q'(A, R
0

) = A loggQa(ô
r

o) -t- BQ, [b, R„], 

A et Β étant des constantes qui se réduisent à l'unité pour h — ο. . 
D'après cela, on a pour le développement de N, lorsque β est <C b, 

^N = Q
t
(j3, o)Q'(^R

0
)P

2
(«, O)P

2
(«„ O) 

— 2Q
2
(|3, I)Q'(£, R,)P2(«, I)P>(«I, 

— aQ,(^
f
 ι)0'{ί,Β,

1}Ρ
1
(α, ijPifo, t) 

-1 Qi gr) Q' | } ρί («T gr) ρί («1, g) — — 

-1 Qi gr) Q' | } ρί («T gr) ρί («1, g) — — 

Il faut remarquer que dans cette formule les fonctions Q' n'ont pas 
été complètement définies, parce que nous n'avons rien dit des con-
stantes A, B, D, Ε qui entrent dans (ç), (<£), (e), si ce n'est qu'elles se 
réduisent à l'unité pour h— o. 

Développements en series des quantités —— 3 —-— 

19. Les quantités' 
Sin ar cos ar 1\ — 5 1J — > 

ar r 

dans lesquelles r désigne la distance du point (χ, y, ζ) à un point 
fixe (α, β, γ), satisfont, comme nous avons vu (n° 4), à l'équation 

d'à d?u d'il „ 
~d^ + dy+l#=~au' 

Prenant des coordonnées sphériques, nous poserons 

x. = R cos0, y = R sinS οοβψ, ζ = R sinô sin ψ, 
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et si A, θ', ψ' sont les coordonnées sphériques de la seconde extrémité 
de r, nous aurons 

a = A cosô', β = A sin0' co'stj/, y = Asinô' sin ψ'. 

Nous aurons, par suite, 

r2 = A2 — 2 AR costa 4- R2 

en posant 

costa = cos0 cosQ' -+- sin# sinS' οοβ(ψ — ψ'). 

Calculons d'abord K.; nous aurons 

esrJ ( a*r* a'r* 
R = 1 ~ + 2.3.4.5 ~ 2 3-4-5.6.

7

 + ·"·' 

ou 
„ . AJ 4- R* — 2 AR costa K = 1 -a2 

£ *2.3 

-t-
 2

 * 5 ί(
Α2

 +
 R2

)
2

 - 4AR(A2 4- R2) costa 4- 4A2R2 cos* a]' 

-
 a

 "* [(A2 4- R2)2 - 6AR(A2 4-R2)2 cosw4- i2AaR2 cos2« 
— 8A3R3 cos3taJ 

-f- « a. · M 

Ordonnant par rapport aux puissances de costa, nous aurons 

K =
 , _ +{A,+R1), _ (A

,+R1)
,+ 

+ CM» Bêr " AR(A'+ R"> 

+ îxb6AR(A*+RS)'-··] 

+ ~ ,2A'R'(AÎ + RI>+ - ·] 
4- -
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Les X„ de Legendre sont donnés par la formule 

1.3.5...{%n — ι) Γ n(n — ι) ,1.3.5...{%n — ι) Γ n(n — ι) , 

+»(»-!) (» - a) [η ~ 3 )
 cos

„,
4 ω_ 1 

St.4(2"—Ι)(2Λ ^ J 

et en faisant successivement η = r, 2, 5,..., on obtient 

X, = cos ω, 7~3^2
 = cos2(B — 3' 

t
 3 gX» = cos3 ω — g cos®, 

1.2.3-4-«- 4 4-3 » . 4*3.a.ι1.2.3-4-«- 4 4-3 » . 4*3.a.ι 

De ces équations on peut déduire successivement co&®,cos2®, cos* ω,, 
en fonction de X,, X

2
,..., et l'on obtient 

COS® = X(, cos 2W=-^rXj + -, 

cos a=TX5X'-|-5X" 

cus'»= '·*·3·*ι4 + Lcus'»= '·*·3·*ι4 + L 

cos' ® = '-«'M-g χ5+™ x 3 xcos' ® = '-«'M-g χ5+™ x 3 x 

En substituant ces expressions dans la formule qui donne Κ et en 
posant, en générai, 

T„(R) = R"fi , a R3 -j z- ^ R4 

2.4*6(2« -+- 3} (an -H 5) (ΪΛ -f- 7) ^ ""J* 
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on trouvera facilement cette formule remarquable 

Κ = T
0
(A)T

0
(R) + JT

I
(A)T

1
(R)X

1

 + 3^T
2

(A)T
2

(R)X
2 

+ 3R|^T,(A)T.(H)X. + 3Γ^^Τ,(Α)Τ,(Η)Χ, 

+ 3..5.
7

T
9

..,,
T

-W
T

-<
R

)*' + ···· 

Remarque. — Multiplions les deux membres de cette formule par 
X„ sin a da ; en intégrant de ο à π et remarquant que l'on a 

X„X
P
 SIN«DI) = O, 

si re et ρ sont deux nombres entiers différents, on aura 

I XBsinû)rf<aI XBsinû)rf<a 

= 32.5*...(a« — ι)'(an + ,)T"(A)T»(R)J
o

 X* smack). 

D'ailleurs on a 
X" sin ada = 2« H-I 

(Voir Calcul intégral de M. Bertrand, p. 548.) On a donc 

J
0
 ~~X«s!nai'ffl — 3'.5'.. .(2«-hi)J "('^ )' 

T„(A) et T
B
(R) peuvent être regardés comme des intégrales définies ; 

car on a 

T„ (R) = i ï-
3

2

5

4
'
6

(A

^
1>

 R"jf * cos(Rre cos ω) sin2"+» ada [*j. 

20. Occupons-nous ensuite de la fonction 
cosar 

r 

[*] D'après une formule de Legendre, ces deux quantités peuvent aussi s'exprimer 
sous forme finie. [Voir notre Cours de Physique mathématiquen° 88.) 
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Dans le cas où· a est mil, on a, en supposant R < A, le développe-

ment bien connu 

(/) i=i + S
x

· +?
x

»+ "· + £χ. + ···' 

Cherchons à passer au cas où a n'est pas nul. L satisfait à l'équation 

Δ u - — α2 a. 

Si nous adoptons des coordonnées sphériques, cette équation prend la 
forme suivante : 

d& θ sine dê Λ R «.d& θ sine dê Λ R «. 

Cherchons une solution de cette équation qui ne dépende que de R 
et a. Pour y arriver, prenons pour l'axe polaire des coordonnées 
sphériques un rayon qui passe par l'extrémité («, β, γ) de r; alors ω 
sera égal à 0, et u, ne dépendant que de R et ω, sera donné par 
l'équation 

*(*.·&) ->(**-£) = - a2 R2 u. 
aR sma atis 

Particularisons encore cette solution en supposant qu'elle soit le 
produit d'une fonction de R par une fonction X„; posons 

(g) « = F(B)X„. 

Comme X„ satisfait à l'équation 

SLBU» dfù V / « 7 

F(R) est donné par l'équation 

_V__/ _ [n(ra + j ) _ e.R«]ρ = o. 
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Si ensuite on désigne par Ç et G deux constantes arbitraires, on a 

F = CT„(R) + C'S„(R), 

T„(R) étant la fonction ainsi désignée dans ce qui précède, et S„(R) 
ayant pour valeur 

S„(R) = R-"-' Γ ι -+- a'K' + —T 3) 

eeR* "1 
"^"2.4.6(2« — I)(2B — 3)(2Λ — 5) ' "J 

Les termes de la série qui compose L doivent être de la forme de 
l'expression (g), et, comme le terme général de L doit être composé 
en A et a, comme il l'est en R et a, si l'on désigne son rang par n-(-1, 
il sera de la forme 

[BT«(A) +B'S„(A)][CT„(R) + C'S„(R)]X„, 

Β et B' étant deux constantes arbitraires. Pour <2 = 0, il devient 

(ΒΛ.· + Β- jL·) (ce- + C'jij;) X„; 

mais pour a = o, L se réduit à son développement à (f) et Je terme 
en question à 

1/An+1H"**· 
Ainsi l'on a 

B = o, B' = i, C = 1, C' = o, 

et le terme général de L est 

S„(A)T
K
(R)X„. 

Donc enfin l'on a, si R est < A, la formule suivante : 

L = S0(A)T0(R) + S, (A)T, (R)X, H- ... + Sn(A)T„(R)X„ 4- .... 

Nous allons donner des applications des développements précédents. 
Tome XVII (2e série). — SEPTEMBRE 1872.3 7 
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Intégration de l'équation = — as u dans l'intérieur 

d'un cercle. 

21. Supposons qu'une fonction u satisfasse à l'équation 

(0 dru, a2ii « 
I*+dF=z-au 

dans l'intérieur d'un cercle de rayon H, et que sa valeur soit donnée 
sur le contour de ce cercle; nous allons montrer comment on pourra 
la déterminer. 

D'après le théorème du n° 14, la fonction u peut être mise sous la 
forme 

(a) u=jSpds, avec Ν = ^ J cos(«rcosa) log(rsin2 ω) ι/ω, 

ds désignant l'élément de la circonférence du cercle et l'intégrale se 
rapportant à la circonférence entière; de plus, ρ désigne une fonction 
d'un point du contour. 

Supposons que les deux axes rectangulaires passent par le centre du 
cercle, et prenons des coordonnées polaires en posant 

χ = R cosa, jr = R sina ; 

les coordonnées d'un point quelconque du cercle seront H .et a,, que 
nous ferons varier de ο à 2nr. Alors on a 

r2 = H2 — 2HR cos(a — a,) ·+- R2, ds=Udat, 

et, ρ étant une fonction de a, qui n'est assujettie qu'à rester invariable 
quand on augmente a, de 2ir, on pourra poser 

ρ = A0 -h A, cosa, -+- B, sina, + Aâ cosaa, + Basinaa, -l-
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D'ailleurs, R étant < H, on a (n° 16) 

^N = Q
0
(R)Q£(H) — Q

4
 (R)Qi(H)(cosa cosa, -+- sinasina,) — ... 

— ̂ Q
n
(R)Q),(H) (cosrea cbsna,-t-sinrca sinraa,) —..., 

et, comme on a 

2u/0cosna, cospx
K
dx

K
 = o, 

Jf» 27Γ 
sinna

4
 siapoc,dx, = o, 

0 

X sinraa, cos pa, da
t
 — o, 

si η et ρ sont deux entiers quelconques, distincts toutefois dans les 
deux premières intégrales, on obtient 

^/N/î ds=A
0
Qo (R) Qi (H) 2 π H—Q, (R)QÎ (H) π H (A, cos α-f- Β, sin α) -... 

— ^Q„(R)Q),(H)nH(A„ cosna -h R„ sin«a) — 

Cette série peut s'écrire plus simplement 

(3) | fNpds = C0Q0(R) -1- (C, cosa -4- D, sina)Q4 (R) +.. · 
! -h (C

n
 cosna -+- D„ sin««)Q„(R) ■+- ■. ·, 

C
e

, C,,...,D
0

, D
4j

... étant des coefficients que l'on délerminera par 
la condition que cette série soit sur le contour du cercle une fonction 
donnée de a. 

22. Supposons ensuite que la fonction u satisfasse à l'équation (1) 
dans l'intervalle compris entre deux cercles concentriques, et que sa 
valeur soit donnée sur les contours de ces deux cercles. 

Désignons par h le rayon du plus petit cercle et par H celui du 
plus grand. Représentons par r la distance du point (λ:,y) à un point 
quelconque du cercle extérieur, et par r, la distance de ce point à 
un point quelconque du cercle intérieur. D'après le théorème du 

37.. 
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n° 14, u pourra être mis sous la forme 

« = /NpHe?a, 4 fNfPfkdaf, 

ρ et p
t
 étant des fonctions de a,, qui ont 2π pour période, et Ν et N, 

ayant pour valeurs 

N=-J cos («r cos ω) log (r sin2 ω) άω, 

ι Ν, = — Ι cos(ur
4

cos&>) log(r
4
sinaû))c?<a. 

La première intégrale qui compose u peut être représentée par la 
série (3), et il reste à nous occuper de la seconde. 

Comme h est < R, on aura 

^ Ν, = Q'
0
 (R) Q„ (A) —... 

— ^Q^(R) Q„ (A)(cosreacos»a, + sinnasinuaf,) —...., 

et le calcul qui a conduit à la formule (3) nous donnera 

/N
4
 p, hda, = E

0
Q'

0
 (R) 4 (E

4
 cosa 4- F, sin a) Q'

t
 (R) 4- ... . 

4(E„cosna4F„sinrea) Q'„(R) 4— 
Nous aurons donc 

u= C
0
Q

0
(R) 4-... 4- (C„cos»a 4 D„sinna) Q„ (R) 4- ... 

4- E0Q0(R) 4 ... 4- (E„cosreoc 4 F„sinna) Q'„ (R) 4 ..., 

et l'on pourra déterminer les coefficients d'après les deux conditions 
que u soit une fonction donnée de α pour R = h et une autre fonction 
de α pour R = H. 

23. Dans le premier cas que nous venons d'examiner et où la 
fonction u satisfait à l'équation (1) dans tout l'espace renfermé dans 
le cercle de rayon H, la fonction u peut être mise sous la forme-plus 
simple 

(4) u= j"Mpds avec M = ^ j" cos (ar cos&>)efa. 
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En effet, on a (n° 15) 

M = Qo(H)Q0(R)-{-... 

+ 2
 (2.4.6·" .2^

 Qn
(
H

) W
 CO&n (« — «I ) -H.··» ' 

et le raisonnement qui nous a conduit à la formule (3) nous donnera 
de même 

fMpds= C
0
Q

0
(R) ... -+- (C„cos»a D„sin»«) Q„(R) -t- ..., 

G„, C
u

 D
lv

.. étant des coefficients indéterminés. 
Mais si la fonction u satisfait à l'équation (1) seulement dans un 

espace annulaire, la formule (4) ne peut plus être adoptée. 

Intégration de Véquation Au — — a2m dans l'intérieur d'une ellipse. 

24. Supposons qu'une fonction satisfasse à l'équation 

(0 
tPu d*it , 
dï + dP = -au 

dans l'intérieur d'une ellipse, et que sa valeur soit donnée sur le con-
tour de cette ellipse. 

Représentons la fonction u par 

M s N p ds, 

ds étant un élément du contour. Adoptant les notations du n° 17, 
posons 

e? -1- e? — e~f . 
χ = c cosa, γ — c sin a, 

et représentons par 
β = 6 

l'équation de l'ellipse du contour; un point de ce contour aura dans 
le système elliptique pour coordonnées la constante b et la variable α,, 
qui peut varier de ο à 2ït. 
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La coordonnée β d'un point quelconque pris dans l'intérieur de 

l'ellipse étant < b, nous aurons (n° 18) 

Iitf = Q2 (β, ο) Q' (b, H.) P2 (α, ο) Ρ, («„ ο) + ... 

(a)~ \ Q* (0. g) Q' (δ» (a, g) p
2
 («., g) — ■ ■ ■ 

- | Q, (β, g) Q' {b, Β',} P, (a, g) Ρ, («,, g) - ... 

D'ailleurs on a, en désignant par x
t

, jr
K
 les coordonnées rectilignes 

d'un point du contour, 

A = d«, : y/(|î) =
 C
y/COS' «, «fa, 

et 

(b) u —j*Npc y/j — cos
a
a1 ds1 

ρ n'est fonction que de a,, et la quantité 

pc\Z(^r^y-cos2"' 

peut être mise sous la forme 

. . j A
0
P

2
 (OC,, ο -+- A, P

2
 (α,, χ) -+- A

2
P

2
 (a,, 2) -+-... -+- A^P

2
 (a

(
 , g") H-... 

I "Ι-Β, Ρ, (a
M

 1)-t-B
2
P

1
(a

1
, 2)+ Bg.P, (a,,g) Hl·... . 

Désignons ensuite par Ρ et P' deux quelconques des fonctions Pt 

et P
2
 ; elles satisfont aux deux équations 

d2 P/ ds2-I- (R — 2k2 cos2α) P = o, 

d2 p' / ds2+ (R'— 2k2 cos2a) P' = o. 

En les combinant, on a 

P' d2P/ds2p + (R — R')pp' — °-



PURES ET APPLIQUÉES. 295 
Multiplions par dot et intégrons de ο à απ; nous aurons 

(p,f - ρ?)Γ+(R - R''X"pp,&=°· 

OrP, P', et par suite leurs dérivées, ont pour période απ; donc, si R 
est différent de R' ou Ρ de P', l'équation précédente se réduit à 

(,d) J'» 27Γ 
PP 'da = o. 

0 

Substituons les séries (a) et (c) dans la formule (b) et nous trouve-
rons 

/
e
xj/NPrfi = G

oP2(*>o)Q
2
(|3,o)-t-C

)
P

2
(a,i)Q

2
(p,i)-h...-bC

(?
P

2
(a,g-)Q

2
(/3,g)-h-... 

C)P2(a,i)Q2(p,i)-h...-bC(?P2(a,g-)Q2(/3,g)-h-... 

Si la valeur de «est donnée pour β = b, on déterminera facilement les 
coefficients C et D, en s'appuyant sur la formule (d). 

Au lieu d'adopter la formule (2), on peut prendre 

u = fMpds, 

et l'on trouvera pour son développement la série du second membre 
de la formule (e), dont les coefficients pourront être déterminés par 
la condition du contour. 

25. Supposons ensuite que la fonction u satisfasse à l'équation (1) 
dans l'intervalle compris entre deux ellipses homofocales, et que sa 
valeur soit donnée sur les contours de ces deux ellipses. 

Soient respectivement 

/9 = *, j3=/ 

les équations de l'ellipse extérieure et de l'ellipse intérieure. D'après 
le théorème du n° 14, u pourra être mis sous la forme 

u = fNpds -+- /N, p, ds
t
, 

la première intégrale se rapportant à l'ellipse extérieure et la seconde 
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à ]'ellipse intérieure. La première intégrale est donnée par la for-
mule (e), et il reste à nous occuper de la seconde. 

Comme la coordonnée β d'un point quelconque renfermée entre les 
deux ellipses est >/", N, se développe de la manière suivante (n°18): 

; Ν, = Q
a
 (/, O) Q' (f3,R

0
) P

2
 (α, o) P

s
 («„ o) + ... 

- I Qa (/, g) Q' (β, Β,) Ρ
2
 (a, g) P

2
 (*«, g) -... 

-1 Q. (/.s)Q'ift r; ι». («. g)ï. (<*.. if) - · · · 

On en conclura facilement que l'on a 

' / Ν, ρ
t
 ds, = E

0
P

2
 (oc, o) Q' (β, R

0
) -+-... ·+· EgP

2
 (a, g)Q'{/3, Rg) 4-... 

-e...-+-FgP,(a,g)Q'j^,RjJ-l-... . 
Donc on aura 

«=P,(a
J
o)[C

0
Q2(^o)-t-Ea

Q'(^,R
0
)]+...-hP2(«,g)[CgQ2(|3,g)-i-EgQ'(i3,Rg)l-l-... 
+ ...+P, {a, g) [DffQ,(p, g) -+-FffÇy {/3,Rg|]-t-·.· 

En se rappelant la définition des fonctions Q' données au n° 18, on 
en conclura 

«=P2(a
J
o)[A

0
0

3
(^,o)-hBoQ,[p

i
Ro]]+-...+P

a
(a,g')[AgQ

2
{p,g-)4-BgQ

l
[^,Rg]]-t-... 

-+-.·■ +Ρι (a, g) [A'
g
 Q, (β,g)-+-B^Q

a
[|3, R^]] 

et l'on pourra déterminer les coefficients Ag, Bg, A^, B^ d'après les deux 
conditions que u soit une fonction donnée de α pour β = b et β =f 

Intégration de l'équation Au = — à1 u dans Γintérieur d'une sphère. 

26. Supposons qu'une fonction u satisfasse à l'équation 

(1) Au = — a?u 

dans l'intérieur d'une sphère du rayon A et que sa valeur soit donnée 
sur la surface de cette sphère; il s'agit de la déterminer. 
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D'après le théorème démontré au n° 15, la fonction u peut être 
mise sous la forme 

(a) 
u=/cos ar -, 

ρ désignant une fonction d'un point de la surface, r la distance d'un 
point de la surface au point (a?, y, z); de plus du est l'élément de la 
surface, et l'intégrale se rapporte à la surface entière de la sphère. 

Supposons que les axes rectangulaires passent par le centre de la 
sphère, et prenons des coordonnées sphériques, en posant 

x — R.cos$, ^· = Rsin0 costj/, z = Rsin0sint{/; 

les coordonnées sphériques d'un point quelconque de la surface de 
la sphère seront A, 0,, ψ,, et la distance r du point (x, y, ζ) à ce 
point de la sphère sera donnée par la formule 

/•2 = A2 — 2ÀR cos ω 4- R2 

avec cos ω = COS0COS0, + sin 0 sin 0, cos (ψ — ψ,); 

de plus on aura 
du = A2sin0, d$

t
 dty,. 

R étant < A, on a (n° 20) 

(3) Î^:^S«(A)T
0
(R)+S

4
(A)T

4
(R)X

i
-4-. . + S„(A)T„(R)X„-K..; 

ρ est une fonction d'un point de la surface de la sphère. Or désignons 

par Y„ la fonction 
l — η 

Yn = (Ajcositji ■+■ ΒίβίηΖψ)Onl 
/ =:o 

avec 

Θ„ ι " cos' 0 Γcos"-'0 — ~~ ■- —: cos"-'-3 0 

.+. Cos»-'-40.+. Cos»-'-40 

Tome XVII (A
0

 série). —-SEPTEMBRE 1872. 38 
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et représentons par Y'

n
 ce que devient Y„ quand on y remplace Q et ψ 

par 6, et ψ, ; d'après un théorème bien connu de Laplace, ρ peut être 
développé en une série de cette forme 

(4) ρ = Y'o Y'i - Y'
2
 4-... -f- Y', 4- ■ . 

Substituons dans la formule (2) les séries (3) et (4) et employons les 
formules 

J~K.
n

Y'
p

ûnQ
t
dd

t
d<l

il
 ~o, I*X„Y'„sin0

(
d6

i
dty

l
 =4 u/2n+1 Yn ; 

nous aurons 

( 5) « = T
0
 (R) J

0
 -i- T, (R) J

4
 4-... + T„ (R) J

a
 -h..., 

en désignant par J
n
 une fonction telle que Y„, et qui renferme 

2η -h 1 constantes arbitraires. 
Alors on déterminera les coefficients renfermés dans les Y„ de cette 

série, en se servant de la condition que, pour R = A, la série a une 
valeur donnée F (θ, ψ); d'où résulte 

T
0
(A)J

0
 4- T, (A)J, 4-.. - + T„(A) J„ Hh -.. = F(5, ψ). 

Au lieu de représenter la fonction u parla formule (2), on pourrait 
la représenter par la formule 

(6) u = s-j-pda; 

car, si l'on suit littéralement les raisonnements qui précèdent, au lieu 
de la formule ( 3), on aura la suivante (n° 49) : 

~ - T
0
(A)T

0
(R)X

0
 + f T, (A)T, (R)X, + T

2
(A)T

2
(R)X

2
 4- ., 

et l'on sera encore conduit à la formule (5). 

27. Supposons ensuite qu'une fonction u satisfasse à l'équation (1) 
seulement dans l'intervalle compris entre la sphère de rayon A et une 
sphère concentrique de rayon plus petit oc; on suppose, de plus, sa 
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valeur donnée sur les surfaces des deux sphères, et il s'agit d'en 
déduire la fonction u. 

La formule (6) n'est plus admissible; mais on sait, au contraire, 
que la fonction peut être représentée par la formule (2). En consé-
quence, posons 

u = J"~^·ρΑ2 sindfdQidty, J-°spp'oc2 β'ιηθ^θ,άψ,, 

r et r
i
 étant les distances du point dont les coordonnées sphériques 

sont R, θ, ψ, et situé entre les deux sphères aux points situés sur les 
deux sphères, et dont les coordonnées sont A, 0

t
, ψ, et a, (?,, ψ,. 

D'après le numéro précédent, on aura 

y»co^A28ίη0)^ψι=ΧμΚμ
ο
.ΗΤ((Κμ

ι +... 4_T;t(R)jH + .... 

Ensuite, comme α est ·< R, on aura 

e°Ap T
0
(«jS„(R) 4- T, («)S, (R)X, + T„(a)S„(R)X„ + ..., 

et l'on trouvera de la même manière 

s cos ar1/r1p'a2 siaQi{jg(dtyt =S0(R)Y0 -t- S,(R)Y, -t-..., 

les fonctions Y
0

, Y,,... étant des Y
n

, semblables à ceux du n° 26. 
Enfin on déterminera les coefficients renfermés dans les fonctions J„ 

et Y„, en s'appuyant sur ce que la fonction u a des valeurs données 
pour R = A et R = a. 

Intégration de l'équation ~ — a? Au dans le cas de deux dimensions. 

28. Imaginons une fonction qui satisfasse dans l'intérieur d'une 
courbe s à l'équation 

(0 ~dF~m \dâ? + dp) ' 

qui est celle qui régit la vibration transversale d'une membrane. 
38.. 
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Nous avons vu dans le n° 6 que l'on a une solution de cette équa-
tion en posant 

/ u = fty(r,t,a,)ds, 
(A) r 

ι ψ(Γ, f, α,) = Ι Ρ(Γ008ω + τηί,α,) log(/'sina6))i/<a, 
V «M) 

F étant une fonction arbitraire de deux variables et a, une coordonnée 
propre à déterminer un point de la courbe s. Il ne reste plus qu'à voir 
si cette formule a la généralité suffisante, et c'est ce que nous allons 
vérifier en l'appliquant au cas où la courbe s du contour est un cercle, 
une ellipse, ou composée soit de deux cercles concentriques, soit de 
deux ellipses homofocales. 

29. Supposons d'abord que le contour soit un cercle, et adoptons 
des coordonnées polaires R et α dont l'origine soit au centre du cercle; 
la coordonnée angulaire a d'un point du contour est la quantité qui 
détermine un point quelconque de ce contour, et que nous avons 
appelée a,. 

Prenons pour F(r, α, ) une fonction paire en r donnée par une série 
de la forme suivante : 

F(r, «,) = A0,o cos(XMr) +A
0I

, cos(λ
0;1

 r) + A
0j2

 cos(Xj,
2
r) + ... 

I -hcosa,[A,,
0

cos(X
li0

r)4-A
M

cos(X
M

r)-T- ...] 
(2) sin a, [B(>0 cos(X1>0r) + B1>f cos (XM r) -+- ...] 

1 + cos 2 oc
f [A

2>
O COS (X

2I

O r) -t- ... ] 

F +· sin a a, [B
2<0

 cos(X
2>0

r)+ ..; ] 

Remplaçons r par r cosa ■+■ mi, et, en n'écrivant que le terme 
général, nous aurons 

F(rcosû) + mi, α) = ... -f- A„
iP

cosna cos[X„
jP

(r cosw -+- mi)] 
-t- B„

)P
 sin «a cos[X„,

p
(r cos ω + mi)] -+- — 
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De là il résulte 

ψ(τ, ί, α,) = ... (A
n
,ρ cos na, + B

n>p
 sinna,) cos(l„

iP
mt) 

xcos(X„prcosM)log-(rsin2w)cÎM -t- .... 

Or, R étant plus petit que le rayon A du cercle de contour, on a (voir 
n° 46) 

- I cos(Xrcos&>)log(rsin2<a)efe> 

= Qo(RjX)Qi(A,X) - ... 

— ^Q
b
(R, X)Q'„(A, X) (cosna cos «a, sinna sinna,) — ..., 

en indiquant dans les fonctions Q la quantité X qui y entre. 
On a donc 

Ψ(Γ, i, «,)=... + (A
n>p

 cosna, B
n>p

 sinna,) cos(X„
)P

7n#) 

X [Q
0
(R)Q;(A)-...- iQ„(R)Q;(A)cosni«-a

(
)-...] 

H- · · · · "· 

et, par suite, 

u =Ψ(Γ, t, a,) Ada, 
° , 

= .. -(A„
iP

 cosna -t-B„
(P

sinna)-n2Q'„(A)Q„(R) cos(X„
>p

mi) -
t 

et cette formule peut s'écrire plus simplement 

(a) « = ... + (C„
jP
 cosna-F-D„

iP

sin«a)Q
re
(R, X„

>P

) cos(X„,
p
mt) + .... 

On trouve bien dans le second membre la solution générale de 

l'équation (i) dans le cas où ̂  est nul pour t — ο. ( Voir mon Mémoire 

de la membrane elliptiquet. XIII de ce Journal, p. i43.) 
Si, au contraire, u est nul pour t = o, on prendra pour F(r, a) une 
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fonction impaire par rapport à r, et l'on posera 

ι F (r, a,) -- A'
0)0

sin(X
0j0

r) -+- A'
0>1

 sin(X
0i

, r) ... 
I -+- cosa, [AJ„ sin(X

l0
r) -+- A;_, sin(XM r) + ...] 

(3) ^ ] + sina, [B'10 sin(X,j0r) + ...] 
I -t- cos2 a

f
 [A^o sin (X

2)0
 r) -t- .. . ] 

f + sin 2 a, [Bj
 0
 sin (X

2
,
0
r) -l· ... ] 

+ , 

et, par le calcul précédent, on trouvera 

(b) u--= . -+- (C'
ntP

 cosrea -f- D'
np

 sin««)Q„(R, X„
>p

) sin(X
fliP

mi) -t-.. 

Enfin, dans le cas le plus général, u est la somme des séries (a) et (h). 
Si u désigne le déplacement transversal d'un point d'une membrane 

circulaire de rayon A, les quantités X se déterminent d'après la con-
dition que Q„(R, X) soit nul pour R = A, et à chaque valeur entière 
de η correspondent une infinité de valeurs de X. 

Les coefficients C, D, C', D', qui se trouvent dans les séries (a) 
et (è), se déterminent, par un calcul bien connu, d'après les conditions 
que u et ̂  aient des valeurs données pour t — o. D'après les valeurs 
que l'on en déduit, on pourrait démontrer que les séries (2) et (3) 
sont convergentes; nous pourrons revenir sur ce point dans une autre 
occasion. 

30. Supposons maintenant que la courbe s se compose de la même 
circonférence de rayon A et d'une circonférence de rayon plus petit a. 
La fonction u satisfait donc à l'équation (1) dabs l'intervalle compris 
entre ces deux cercles. 

Nous prendrons pour solution la formule 

la première intégrale est définie d'après ce qui précède, et pour la 
seconde nous posons 

u — f Ψ ( ''■> ι·> α< )&-da
{
 -+- / ψ, (r,, l, a, )adoc

f
 ; 

ψ,(/·
(
, t, a,) = I F,(#·, cost» ■+· mt, a

{
) log(r, sin2©)*/», 
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i\ désignant la distance d'un point (je, y) compris entre les deux 
cercles à un point du contour intérieur. 

En changeant les lettres A et Β en <A> et ifh dans ψ(τ% t, «,) pour 
désigner d'autres constantes, nous aurons, si F

(
 (r

f
, a) est pair en r, » 

ψ, (/·,,/, a,) = ... -4-(.A^pCosna, -4- sinna
4

) cos(l
atP

mt) 

xcos(X„,p7\ cosM)log(r, sin2ta)A) + .... 

Le rayon a étant < R, on aura 

- f cos(Xr, COSCJ) log(r, sin2&))I/(A 

= Q
0
(a,X)Q;(R,X)-...-iQ„(«,X)Q:(R

1
X)cosii(a-«

1
) -. -, 

et, par suite, on a 

f ψ, (r, Î, a
4
)ada

t 

=. . — (λ>„,
ρ
 cosna -4- ifi.„<p sinna)^-Q„(a)Q'

1
(R) cos(X„

>

p7/zi)—. , 

ou, plus simplement, 

= ... -h (3„,p cos77α -4- ω„,ρ sinna)Q'
n
(R, λ„,ρ) cos(X„,p/77i) — .... 

Donc l'expression de u est de cette forme 

u — ... ■+■ (C„
tP

 cos τι oc -h D
n>

p sin72ec) Q„(R, \
r<p

) cos(l
ntP

mt)+... 
-4~ (e„,p cos72α -f- ω

η
,ρ sin72α)Q'„(R, Κ,Ρ) cos(k„

iP
mt) -4- ... 

Si u est assujetti à s'annuler sur les deux contours, le coefficient de 
cos(λ

π>
ρ/72i) est assujetti à la même condition. On doit donc faire 

(&n,p -t)
fli

p 
©M,P Cit. ρ 

et λ„,ρ, ainsi que le rapport de C„,p à G„
;P

, est donné par les deux 
équations 

Q'.pQ«(-^-i ^n,p) "4"en,p Q'n (A, yn,p) =0, 
en,p Q'n (A, yn,p) =0,en,p Q'n (A, yn,p) =0, 
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La dernière expression de α a été obtenue dans la supposition que 

^ soit nul pour t = o, ou que les fonctions F(r, a) et F, (r, a) sont 

paires par rapport à r. Suivant ce qui a été fait au numéro précédent, 
on prendra dans le cas général pour F(r, a), F, (r, a) des fonctions 
impaires en r, et l'on ajoutera l'expression qui en résulte pour « à 
l'expression précédente. 

31. Passons au cas où la fonction u satisfait à l'équation (i) dans 
l'intérieur d'une ellipse. Appliquons la formule (A). 

Adoptant les notations des nos 17 et 24, on aura 

pour l'équation du contour de l'ellipse; β étant constant sur ce con-
tour, la coordonnée a est propre à déterminer un point de ce contour, 
et nous la représentons sur cette ligne par a,. Nous avons 

β-b 

u = j*<\> (r, t, a, ) c yί —~™ j ~
 cosS da, . 

La fonction F(r, a,} étant arbitraire, posons 

: cy (——j - cos2 a, F (r, a,) A
0>0

P
2
 (a,, ο, λ

0>0
) cos(X

0>0
r) 

-i-Ao^Paia.jOjXo^jcOS^o,,/') 4- .. 

ι [A
1)0

P
2
(a

t
, ι, λ|

>0

) cos(X,
j0

/·) 
(c)' +A

J>
,P

2
(«,,i,X

l>
,)cos(X,

il

r)-h .,] 
1 [B

)>0
 P< (a,, r, X'jj0) cos (X'j.o r) ~f ... ] 

Ι +[Α
2)0

Ρ
2
(«,,α, X

2>0
)cos(X

2)0
r)-t- ··] 

I "i- [^2,0^) 2, X
2;

o) COS (X
2

,o f) ~i~ · "J I 
i + 

a fonction Ρ (a, g, X) étant donnée par l'équation 

î- (R. 2X3c2cosaa) Ρ = o, 
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dans laquelle R est une constante choisie de manière que Ρ ait pour 
période are et qui se réduit au carré g2 d'un nombre entier pour c = o. 

On en conclura (n° 28) 

c \/{^~ΊΓ~) ~ cos2«« Ψ (r> i, «.) = · · · 

-+- A^
>t

P
2
(a

1
,g,X^

Î
) j cos[X^j(rcos4) -f- mt)] log(rsin2«) da -+-.. 

H- R^jPi (u.,g,X
g4
)J cos [λ^

ι£

 (rcosM -f- mi) J log(rsin2
co) da-1- .. 

ou 

=. .-f-A^/Po(a,,g,\
gii

)cosQ.
gi

mt)J cos(λ^,-rcosω)log(rsin2&>)da> + ... 

H-B
ffi

-Ρ, (α,,g,λ^)cosQ!
gi

mt) J cos(X'
g]i

rcosω)log(rsin2ω)da-! ... 

On tire de là 

u~...-f-A^cos(Ig^mt) r\(*„g,l
gii

) f cos(X^rcos<u)Iog{rsin3a)dada,+... 

-}-B
ff)£

cos(XVmi) f ^P,(a,,g,X
gi

) f cos(X'^-rcosra)\og(rsin2a)dada,+.. 

Or, β étant < £, on a (n° 18), X étant le même dans toutes les fonc-
tions P, 

- I cos(Xrcos<a)log(rsin2o)r/(» 

= Qa (β, o)Q'(Mo)P
2
(a, o)P

2
(«

1
,o) 

— - Qa (βι g)Q 'Φ, R
ff

) P
2
 (a, g) Pa (ÏII§) S 

- ;Q. 03,*,ΟΊΜ;|Ρ. Kff)p. («..?)- · · · 

Or, si X est le même dans deux fonctions P, dont on désigne la se-
Tome XVII ( 2E série). — SEPTEMBRE 1S72. ^9 
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conde par P', 011 a (n° 24) 

/ Ρ Y do. = ο. 
«.'ο 

Donc « se réduit à 

u--~ |A
5>i

cos(Xmt)Q
2

fp,g,X)P
2

(a,g,X)Q'(6,R^,X)
t

£ I'
2

(a
(

 ,gfda.
t

~... 

u--~ |A5>icos(Xmt)Q2fp,g,X)P2(a,g,X)Q'(6,R^,X)t£ I'2(a( ,gfda.t~... 

et l'on peut écrire plus simplement 

m— ... -+- ïïgjiP2
(a, g·, λ~

ι(
·) Q

2
 (p, g, lgti)cos(Xgtimt) -+-... 

+ P, (a, g, XV) Q, (β, g, X'gi£) cos (X^ mi) ■+■...., 

H et Κ désignant de nouvelles constantes arbitraires. 
En mettant dans la formule (c) des sinus au lieu des cosinus, on 

aurait une formule toute semblable, à la précédente, mais dans laquelle 
les cosinus des arcs multiples de t seraient remplacés par les sinus des 
mêmes arcs. Dans le cas le plus général, u est la somme des deux 
séries obtenues. 

Si u est nul sur le contour de l'ellipse, les quantités X et X' sont dé-
terminées par les deux équations 

Qa (b, g, X) = o, Q, {b, g, X') = o, 

et au nombre entier g correspondent une infinité de valeurs de X et X'. 
D'ailleurs la forme que nous venons de trouver pour u est précisé-

ment celle que nous avons obtenue dans notre Mémoire sur la mem-
brane elliptique pour la vibration transversale de cette membrane. 
(T. XIII de ce Journal, p. 200.) 

32. Si la courbe s se compose de la même ellipse β = b et d'une 
ellipse homofocale plus petite β = h, on opérera comme dans les nu-
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méros précédents et l'on trouvera, si ̂  s'annule pour t — o, 

u— >■ - + Ρ
2

(α, g,λ) [CQ
a

(jS ,g,X) +DQ'(p, R^, X)]cos(Xm£) -h... 
-+- P, (a,g, X') [C'Q, {β,g, X') -i- D'Q'j/3, R'„,X'j] COS(X'ZTZÎ) +... 

Si u est assujetti à s'annuler sur les deux contours β = b, β ~ /z, on 

déterminera X et ̂  par les deux équations 

CQ2(6, g, λ) -+- DQ' (b, R^, X) — o, 
CQ

2
(k, g, X) -h DQ'(/z, Rff, X) = o, 

et l'on calculera X' et -7 de la même manière. 
En se rappelant la définition des fonctions Q' données au n° 18, on 

préférera à l'expression précédente la suivante 

u =. . -t- P
2
 (a, g, X) [G Q

2
 (β, g, X) 4- D Q, [β, R„, X]] cos(X mt) -t-... 

+ P, (a, g, X) [C'Q, (β, g, X') + D'Q
2
[j3, R'

g
, X']] cos(X'mt) -..., 

C, D, G', D' étant encore des constantes; et les quantités Q qui se 
trouvent dans cette dernière formule sont entièrement déterminées. 

De ce qui précède, on conclut le théorème suivant : 
THÉORÈME. — Si une fonction u de deux coordonnées rectangu-

laires x, jr et du temps t satisfait à l'équation 

dt1 ^ [eZr3 ' dy1 /dt1 ^ [eZr3 ' dy1 / 

dans l'intérieur d'une courbe s, cette fonction est de la forme 

avec 
u — /ψ (r, f, υ) ds 

ψ (/·, £, υ) = Γ F(rcos« + zni,u)log(/'sin2w)£/«, 

en désignant par F (r, u) une fonction arbitraire de deux variables et 
par υ une coordonnée propre à déterminer un point du contour. De plus 

39·· 
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si l'on prend F (r, u) impair en r, u sera nul pour t = o, et si l'on 

prend F (r, υ) pair en r, ̂  sera nul pour t — o. 
En effet si F (r, u) est impair en r, on a 

<p(r, ο, υ)= Γ F(rcos«, υ) log(rsin2oi)rf&>, 

qui est nul, puisque pour ω = ω' et ω = π — ω', on a deux éléments 
égaux et de signe contraire; donc u — o pour t = o. 

Si F (r, υ) est pair en r, sa dérivée par rapport à r sera impaire, et 
l'on en conclut de même que^= o pour t = o. 

Sur l'équation — m2 Au dans le cas de trois dimensions. 

33. Imaginons une fonction qui satisfait dans l'intérieur d'une sur-
face σ à l'équation 

(ι) ^ = /η2Δ«, 

qu'on rencontre dans l'étude des petits mouvements d'un gaz ou dans 
celle du mouvement vibratoire d'un corps solide. 

Nous avons vu, dans le n° 6, que l'on a une solution de cette équa-
tion en posant 

(
2

) u —J/(r-Î- mt> 6» Ψ) + F (r— mt, 8, ψ) ̂  

/et F étant deux fonctions arbitraires de trois variables et θ, ψ deux 
coordonnées propres à déterminer un point de la surface σ. Il reste à 
vérifier que cette formule a la généralité suffisante, et c'est ce que 
nous allons faire en supposant que a soit une sphère. 

Il est aisé de voir que u peut se décomposer en les deux parties 

(3) 

|
 UF

 _Yx(r-'-">*■>Μ) + χ(r— mt> 8.Ψ) ̂  

j
 u

 y μ (r-:- mt, 0, ψ) — it(r — mt, 6, ψ) ̂  

χ et p. étant deux nouvelles fonctions de trois variables. 
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Remarquons que u
2
 est une fonction qui s'annule pour t ~ ο et que 

la dérivée de u
{
 par rapport à t jouit de la même propriété. 

On peut décomposer les fonctions u
{
 et u

2
 elles-mêmes en deux par-

ties, en prenant pour les fonctions χ(/·, θ, ψ i et μ (r, 6, ψ) successive-
ment des fonctions paires et des fonctions impaires par rapport à r. 

Dans le cas où la surface σ est une sphère, on prendra des coor-
données sphériques dont l'origine soit au centre de la sphère, et l'on 
posera 

(4) a? = Rcosô, j'= RsinS οοβψ, s = Rsin0sin<{>. 

Nous prendrons donc pour les coordonnées θ et ψ, qui se trouvent 
dans les formules (2) et (3), les quantités θ, ψ définies par les équa-
tions (4); toutefois, sur la surface de la sphère, nous les désignerons 
par β' et ψ'. 

Posons, comme au n° 26, 

Θ„ ι =-- cos'0 Γcos"-'5 — ——7 —* - - cos" ι~-θ -t- ... 1, 

et alors la quantité 

1 — n 

2 (A* costy -i- B, sin /ψ ) Θ«
ιί7 i — Ο 

qui renferme 272 + 1 constantes, est un Y„. 
Supposons d'abord /(r, 6, ψ) pair en r dans ut et faisons 

! fl=œ l=n 

1 2x(r'5' ^ ) - 2 [A».'.0 COS(Pn,0 /') + ··■ i- An,l,i COS (p„
ti

r) +... ] 

\°J \ «=»/=« 

I +ΣΣ Θη,ι sinZd; [Β„
Λο

 cos(p„
 0

 /·) + ... + Β„
Λί

 cos(p„,j/·) + . .J. 
\ 71—0 1=0 

A chaque valeur de η donnée par le premier Σ correspondent des 
valeurs de l données par le second Σ comprises entre ο et 72. De plus, 
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à chaque valeur de η correspondent une infinité de valeurs de la con-
stante ρ. 

Désignons par Θ' ce que devient Θ quand ou y remplace θ par Θ', et 
nous aurons 

Z(r-: mt, 6', ψ'ι -i- χ(> mt, 6', ψ') 
r 

n~a /=n 

=220»-'cos [A^COSf:"",)cos[mp„_
n

t).+A„
aî

^~—cos(mp
n>i

t)+... I 
N=O l—o 

n—tol=n 

4-2 2®"''
 sin

^' [
B

«.'.o cos (m p„,
0

 /) -H...+cos {mp^-tj +... j · 
ll=Û l~o 

Or, pour un point quelconque intérieur à la sphère, R étant plus 
petit que le rayon a de cette sphère, on a (n° 20) 

(a) ! = So(a' P)T
°
(R

'
 p) S< K p)Ti (R'P)X

' + · * * 
H-S„(a, P)T„(R, P)X„ H-..., 

X„ étant une fonction entière de 

cos ω == cos θ cos0' -+- sinÔ sin θ' cos (ψ — ψ'). 

Les fonctions O^cosZtj/, Θ,^ sin/ψ étant des cas particuliers des 
fonctions Y„, ou a, η et ρ étant deux nombres entiers différents, 

fX,0
nl

 coslty'da = o, fXp&
nl

 sînΙψ'άσ := o, 

f X„&
n
iCoslé'da —<è

n
i cosldi, 

/X„C,, sitilty'do — ^ Θ
η

ι sinΙώ. 

Donc on a 

u1 =...+A„y
)Z
-S„(rt, p

n
,i)T„(R, p„J) cos ( /« pnjt) / Χ,ι &

nl
 cos If da -+-.. 

4o»,,;)T„(R,p„j) cos[aipnjt)/Χ,Α,ι sinIty'da + ..., 
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et ensuite 

M, = .· 4- Κ,ι,ί^-ÇTi
 S

"^' fV)
T

"(
R

> Ρ"<ί)
 cos

 {mpn,it)®,u cos/ψ +- ... 

-1- S„ (α, p„,i)T„(R, p
H
j) cos(mp

n
,it)Q

ni
iSÏn Ιψ-h..., 

ou, plus simplement, 

U
t
 — . . -}- C

Si
;

i{
'T

n
(R, pnii)@n,l COs/ψ COS-i ... 

H- D„
>;>Î

T„(R, ρ
η
,ί)Θη,ι sinZ'i cos(ιιιρ

η
 ιί) -ί- .... 

Cette expression peut s'écrire 

r n=<o l=n 

\ u< -Σ 20^cos^2cos(miD"-ii)c».^T«(R' i3".'·) 
n=0 l= 0 

* ' 1 n=eo l=n 

I +2 2
0

".
iSiD

^2
cos

(
m

i
s
'^

i
)
D

».^
T

»(
R

'/
5
«.'')· 

\ Λ=Ο 1=0 Ρ 

Supposons que u, qui satisfait à l'équation (i), ait sa dérivée nulle 
pour t = o, et que m s'annule sur la surface de la sphère. Alors la 
valeur de u sera donnée par l'expression précédente, et tous les termes 
seront nuls pour R = a, en sorte que les quantités ρ seront données 
par l'équation 

(*) T«(«, pré-

supposons, en second lieu, χ(τ, 0, ψ) impair en r dans u,, et faisons 

n=» l=rt 
i 

l 2χ(/·, θ, ψ) = 2 2Θ«.'cos*ΨiÀ«A0 sin (ρ,ι,οή + · · Α„
Λί

· sin (ρ^ή -i ..] 
1 „=o/=o 

w / \ ft=asl = n 

f +2 Σ
Θ

"·'
 8ίη*ψ[Β«Αο sin(o„

j0

r) + .. ί-Β„
Αί

sinfp,
lti

r)-i- ..]. 
rt~Ο ΙτζΟ 

Nous aurons à faire des calculs tout semblables aux précédents. Au 
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lieu de la formule (a), on aura à appliquer ia formule 

5™^ = T
0
 («)T

0
(R)X

0
 + Ç T, (a)T,"(R.)X, +... 

+ 3'.5J. . .(272 — l)'(2B -i-
 Γ
)Τ«(β)Τη(β)Χ« +■···> 

et l'on trouvera 

u' = ' · · + 3\5^.*{ζπ+ιγλη<ι>ίΊη(α> fW)T»(R> P».à cos(mP», ί')θ»,ι cosfy + . · 

+ y.Sι**£ί+
ι)
ϊ

Β
'*Μ

α
> P»,t)T4R> ?n,i) cos(mp

aii

t)9
n>l

 δΐηΖψ H- . .. 

par suite, on arrivera encore à la formule (6). 
Toutefois considérons le cas où u est nul sur la surface de la sphère; 

alors on aura l'équation (b), et, comme Τ
n
(a, p„

ti
) se trouve en facteur 

dans le terme général, on en conclura que κ, sera nul. 
Donc si χ(Γ, 0, ψ) est impair en r dans l'expression de κ,, et que 

cette expression s'annule à la su.rface de la sphère, elle s'annulera pour 
tout point intérieur à cette sphère. 

Passons à l'expression de «2. Supposons d'abord μ (r, 0, φ) impair 
en r, et prenons pour μ (r, θ, ψ) l'expression (7), nous trouverons 
pour «

2
 une formule toute semblable à la formule (6), avec le seul 

changement de cos(mpt) en sin (mpt). 
Si l'on suppose, au contraire, jx(r, 0, ψ) pair en r et qu'on repré-

sente cette fonction par le second membre de la formule (5), on arri-
vera encore à la même formule. Mais, suivant une remarque précé-
dente, le terme général renferme Τ„(α, pn>i) en facteur; ce qui fait 
que «2

 s'annule en tout point intérieur à la surface, s'il s'annule à la 
surface. 

54. Supposons ensuite que la surface σ se compose encore de la 
même sphère de rayon a et de plus d'une sphère concentrique de 
rayon b < a. Ainsi la fonction u satisfait à l'équation (1) dans l'espace 
renfermé entre les deux sphères. 

Pour éviter des longueurs inutiles, supposons que ^ soit nul 
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pour t — o, et l'on réduira alors u à 

U{
 x(r-hmt' M) + X(r~ ^ 

4. J*' t
r
'
+ mt>9

' ^
 +

 %' (
r
' ~

 mt>fl

' ^ ) de,, 

σ étant la sphère de rayon a, a, la sphère de rayon b, et r, est la 
distance du point (χ, γ, ζ) à un point de la sphère de rayon 6, situé 
sur l'élément dat. 

On commencera par prendre pour χ(τ·, θ, ψ) la formule (5), et la 
première intégrale qui compose u

t
 sera égale au second membre de 

la formule (6). 
On prendra ensuite pour χ

ι
 (r,, θ, ψ) l'expression semblable 

Λ=» l=ZTl 
2x1(rM ®ίψ) = 2 20^COS^ COS(pn.°r<) + ··· 

n = 0 l= 0 
-H A^cos^-r,)+... 

n=to l=n 

+ΣΣ θη,ι sin/ψ [Β'„
Λο

 cos (ρ n
t
o Fj) -+- · · · 

n =0 l =0 
-+- B'

nAi
cos(ρ

η>ί
η)+..;] 

Comme R est > i, on a 

cos (pr1/r1= S
0
 (R, p) T

0
 {b, ρ) + S, (R, p)T

1
 {b, p)X

t
 ■+■ ... 

+- S„(R, p)T
n

(b, p)TL
n

-h 

et l'on trouvera pour la seconde partie de u, 

«=» l=zn 

ΣΣ°» I coslψ ̂  COS[mp
n

jt) C'
nti

 S„ (R, p„,i) 
/1—Ο / = Ο Ç 

/Ζ = Α8 /=« 

+ 2 2«w 
t
 sin Ζ ψ 2 cos (mpn,it) ~D'

n l i
 S„(R, p„,/j. 

N = 0 /=« £ 

Enfin u est la somme de cette expression et du second membre de 
Tome XVII (ÎE série).·— SEPTEMBRE 1872.4 0 
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la formule (6). Si u est nul sur les deux sphères ou pour R = a et 
R = Z>, on aura les équations 

R _ D' 
C ~~ D' 

Οη,/,ίΤβ (rt, pB,i") ~t~ [&■> βη,ϊ) " 
Οη

;
ί

)ί
-Τ

Λ
(έ, βη,ΐ) ~+~ CnliS

n
(b, f>

n>i
) — O, 

desquelles ou pourra déduire les rapports — et la quantité p. 

Ainsi nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME, — La solution générale de l'équation 

— = m>Au, 

dans l'intérieur d'une surface a, est donnée par la jormule 

u
 Jf{r + mt, &, 4i)-hF(r — mt, 9,ψ)d0, 

f et F étant des fonctions arbitraires de trois variables et θ, Ψ étant 
deux coordonnées qui servent à déterminer un point de ta surf ace a. 

Sur l'équation ̂  == m2 Su. 

55. Imaginons un corps dont la surface a soit maintenue à une tem-
pérature donnée, et désignons par U la température d'équilibre vers 
laquelle tend le corps d'après ta température de la surface. La tem-
pérature Y du corps satisfait à l'équation 

(0 ~j- — m2A\. 

Désignons par (α, β, y) un. point de la surface σ; la condition à la 
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surface pourra s'écrire 

V0== V)· 

Enfin, si l'on se donne l'état initial du corps, on aura dans l'intérieur 
de η 

(y)c=ο —z)î 

de plus, pour t = oo , V doit se réduire à U. 
Quant à U, il satisfait aux équations 

AU = ο, U„= χ(α,β,γ). 

Pour calculer V, on commencera par déterminer U, puis on posera 

V = U -ι- κ; 

en sorte que u est donné par les équations 

^ = m2Au, u
a
 = o, (u)

t=
„ =f(x,r, ζ) — U, 

et à mesure que t grandit, u tend vers zéro. 
Nous avons dit (n° 7) et nous devons vérifier que la solution géné-

rale de l'équation (i) est 

Υ = /Φ (Γ,ί,<5,ψμσ 
avec 

Φ(λ·, t, θ, ψ) = - Γ e~s'F(r-h 2ins\t,ô,<\>) ds, 

θ, ψ étant deux coordonnées qui déterminent un point de la surface a. 
Posons 

F(/·, $, ψ) =/(r, θ, ψ) + ψ), 

et nous aurons 

Φ(Γ, t,9, Ψ) = - f e~s'f{r+ 2ins\t, 0,Ψ) ds-±-^a{5, Ψ). 

40 
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Y pourra ainsi se décomposer en les deux parties U et u, et l'on fera 

U = u0,y /r d0, 

u=f<?(r,t,6, $)da 
avec 

cl (r, t; 0, y)e~s'f(r + 2ms \β, Θ, ψ)<&. 

Nous allons vérifier cette formule, en l'appliquant à la sphère. 
Adoptons les notations des numéros précédents, et posons 

n=» Isztt 

/Μ,ψ)=Σ Σ
θ

» 
I

ices^[A

1

^cos(p

JM

,r)H-...+A

M>

iC08(ft

e

,/r)-h... 

71 —Ο /=0 
^[A1^cos(pJM,r)H-...+AM>iC08(fte,/r)-h... 

7î=« l=:n 
+ EEE0Msinf(|;[B„/i0cos(p

n)0
r)+...+B

nAi
cos(i5„

ji
r)-t-... 

n=o l~o 
-hb

nA0
sm(p

atO
r)-h...-hb

nil>i
sm(p

nti
r)-h,..]. 

Le terme général de φ (r, t, θ, ψ) est donc-

kn,u- / cosp„
it

(r-{-*mssft) e-s'ds.e
n>[

cosl<\> 

+ an,i,i~ / sirtp
n>i

(r + 2ms\fi) e^'ds-Q^coshp 

-+- fin,ι,ι- f oosp„
ti

(r+ 2ms\ft) e~5lds.Q
nl

s,\al^ 

-"rbnjj- / SinP„
)t

(r + 2iBiy/ί)β^'Λ-Θ^ΐη/ψ. 

En désignant par θ', ψ' les coordonnées 0, ψ pour un point de la 
surface σ, nous aurons, pour le terme général de ψ (r, t, 0', ψ'), 

i θ'
Πι

, (A„
i£ji

cosZ<j/ + B^j-sinZtJ/) J" cosp„
ti

{r-h2ms\ft) e~*'ds 

+ ρ Θ'
Πι

, (α
Β>£)ί

· cos I f 4- έ„
ιΛ£

 sin sin p
n<

i (r + anw \Zi) e~slds. 
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Or on a 

s -scosp(r + zmssjt) e~s*ds = cos(pr) j cos(apms \jt) e~5*ds 

= \Jncos (pr) e~mIp,i, 

Γ sinp (r +■ ami \/ί) e~"ds = \/πsin (pr) e-m'p 

Donc le terme général de φ (r, t, $r, ψ') est 

Θ;, (Α
ΗΛ

,·008/Ψ'+ Β
Β>Μ

5ΊΗΖΨ') SINE-™'*" 

+ ®π,ί [an,l,i COsZ<J/-f- bnjj sin /ψ') e~m>9 f. 

Or on a, en désignant par a le rayon de la sphère, 

cos (pr)/r= S
0
 (a, p) T

0
 (R, p) + ... +- S

N
 («, p) T

N
 (R, p) X

n
+... 

~~~^= ΤΟ(λ, ρ) T
0
 (R, p) -T- .. . 

+

 3
s
.5'. ..(272— I)

T

" ri
 Tn

 (
R

' P) X« + ■ · · · 

Multiplions φ (r, t, θ', ψ') par da et intégrons dans toute l'étendue de 
la sphère, nous aurons pour le terme général de « 

ν
'πe-'^P"J"Θ'^ι(A^cosZi|/'-f-B

ni)i
 sinZ<|/) X

n
da S

n
 (a, p) T„ (R, p) 

+ sjner"1'?''J Θ'^α^ cos Ζ ψ' -f- b
nU

 sin Ζ ψ') X
n

da Τ„ (a, p)T„(R, ρ) 

^ 3s.5'... [τ,η — i)
s
(2/z-f-i) 

Or on a, en général, 

JQ'„j cos l ψ X„ da = ^^0„,,cosZi 

et une formule semblable dans laquelle le cosinus est remplacé par 
un sinus; on en conclut que la seconde partie du terme général équi-
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vaut à la première et que ce terme peut s'écrire 

0„
;i

(CcosZ<|/ -f- DsinZip) T„(R, p) e '"'p1', 

C et D étant deux constantes arbitraires. 
Donc enfin on a 

n— « i — tt 

»=Σ Σ Θ «„ιc°sly E Cn,l,i Tn (R,p) e-m2 p2t 
π —ο I—ο ρ 

n = 8 l =n 

+ 22 ®Η·1 S'Nly E Dn,l,i Tn (R,p) e-m2p2t 
η=ο I—ο ρ 

formule dans laquelle ρ est mis pour p
n<i

. 
Si u est nul sur la sphère de rayon a, ρ est donné par l'équation 

et â chaque valeur de η correspondent une infinité de valeurs de p, 
désignées par p„

>(
, p

n 

On traiterait de la même manière le cas où la surface σ se compo-
serait de deux sphères concentriques. 

Si une sphère rayonne dans un espace dont la température soit 
constante, on peut supposer que cette température soit zéro, en choi-
sissant l'échelle thermométrique, et la température du corps sera 
donnée par l'expression précédente de u. 

convient au mouvement de la température dans un cylindre indéfini, 
dans la supposition que cette température reste la même tout le long 
d'une droite parallèle à une génératrice. 

Supposons donc un cylindre dont la surface soit maintenue à une 

T„ (a, p) — o, 

Sur l'équation = m2Su pour deux dimensions. 

36. L'équation 

~dt~ \dâF ~dy* ) 
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température donnée, et désignons par U la température d'équilibre 
vers laquelle tend le corps d'après la température de la surface. On 
posera 

Y = U + u; 

u satisfera à l'équation 

~dt~m \dl* ~dyï) ' 

il sera nul à la surface, et il tendra vers zéro, quand t grandira indéfi-
niment. 

Prenons pour V l'expression donnée au n° 7 

V = f Φ (r, t, ac,)ds 
avec 

Φ (/', t, a,) — ί ί F(rcosM -t- am|3 \jt, a,) log (r siti
2 ω)άωe-B2 dB 

F (/·, a,) étant une fonction arbitraire de deux variables et a, une coor-
donnée propre à déterminer un point de la courbe s. 

Faisons 
F (θ«) =f{r, ce) -h θ (oc), 

et nous aurons, en posant 

ο (r, ί, α,) = f f f(rcos« -t- ζηιβ \Jt,a,) log^'sin2ω)άω.ιτ'Ράβ, 

l'équation 
3. 

Φ(Γ, ί, α,) = ψ (/·, ί, α,) -h η2 θ (α,) (logr— -2log2). 

Ainsi V se décompose eu les deux parties suivantes, dont la pre-
mière tend vers zéro, quand t grandit indéfiniment, si la fonction 0 (ai 
a été convenablement choisie, 

u = fffo Va»)'fer 

U = ̂  f\ogr£(a,)ds — ~ \og*J'Q (ec,)ds. 
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Le second lerme de U est constant; U satisfait à AU = o, et, d'après 
un théorème démontré dans mon Mémoire sur l'équation ΔΔΜ = ο 
(t. XIV de ce Journal, 186g), on peut écrire plus simplement 

U = f\og r.θ (oc
t
)ds, 

θ (α) étant une fonction arbitraire de a. 
En l'appliquant au cas où s est un cercle, nous montrerons que la 

formule qui donne u a dans tous les cas la généralité suffisante. 
Mais auparavant remarquons qu'on peut réduire la fonction F(r, a) 

à être paire en r; car si cette fonction est impaire, <p(r, t, oc) est nul. 
En effet, on a 

cl(r, r, a)I I F(rcosû) -h 2τηβ\β) α) log(rsin2w)fifc>e~Pafl?|3 
ο */ο 

-f- Γ J F(rcosi) 2τηβ\β, oc)\og(rsmzω)dae-B2 dB, 

et la seconde intégrale, par des transformations faciles, peut être rem-
placée par 

f f F(— r cos ω — zmft'ijt, oc) log(rsiu2w')<ù»'e_P"ô?/3'; 

donc si F(r, oc) est impair en r, on a 

<p(r, ί, α) = o. 

57. Supposons que la courbe s soit un cercle, et posons 

F (r, oc) = A0i0 cos(Xo
)0

r} -f- A0t
, cos(X

0>
, r) ■+■ A

0>s
 eos (X

0j2
r) 

-+-

+ cosna, [A„
j0

 cos(X„,
0
r) + ... + A

B>£
· cos(X„

it

-r) + ...] 
-I- sin noc, [B

B>0
 COS(A„

)0
 r) -h... ] 

-h 

fonction paire en r, et nous aurons pour le terme général de 

I F(rcosca ■+■■ amβ\/ί, oc) log(r sin2 ω) da 
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l'expression 

(A^cos/za, -HB^jSinwaJcos^/rcAn^/Sv'i) J cos(X
n

,
{
rcosa>)log(rsin

2
(»)iù<>. 

On en conclut, pour le terme général de <p(r, t, a,), 

— Λ7Γ 
(A^j-cos/ia, B

n<i
 sin η oc, ) e-^''y/π I cos(Xrcos&>) log(rsin2&))«?6). 

«/ Ο 

Or, R étant plus petit que le rayon a du cercle de contour, on a 

- I cos (Xr cos ω) log(rsin2w)iùa 

= Q'
0
(a, X)Q

0
(R, X) — ... —'

n
(a, X)Q„(R, X) cosn(ac — oc,) — 

Donc le terme général de u est 

— e_m'5lSi7r2-QJ
î
(a,X)Q

/l
(R,X) 1 (A„

>e
cos noc, -t-B„

;I
sinra oc,)cosn(ç/. —χ ,)da

{
, 

ou 

— Q'
n
(a, X) e-m'x,iQ

n
(R, X ) (A„

)f
· cos η oc-h Β

Λ)ί
· si η « α), 

et l'on peut écrire 

u = 2Q
n
(R, X)(A

n>i
 cos «α h- B

eii
sinna)e~'"'x'f, 

η ayant toutes les valeurs entières ο, i, 2,..., 00 , et a chaque valeur 
de η correspondant une infinité de valeurs de X. 

Si u est nul sur le contour du cercle s, les quantités X sont données 
par l'équation 

Q„(R,X) = o. 

Nous pourrions maintenant appliquer la formule qui vient de nous 
servir au cas où la courbe s est une ellipse ou au cas où elle se com-
pose soit de deux cercles concentriques, soit de deux ellipses homo-
focales; mais nous nous en dispenserons, car cette application n'offre 
plus aucune difficulté après les considérations dans lesquelles nous 
sommes entré dans les uos 50, 51, 52. 

Tome XVII (ie série). — SEPTEMBRE 1872. 41 
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Des équations aux différences partielles qui se rapportent aux corps 
cristallisés. 

Supposons que l'on ait à considérer une des équations 

| a da? + β dfï + Ί dz2 ~ m1 dt2 ' 

(1) | a da? + β dfï + Ί dz2 ~ m1 dt2 ' 

| a da? + β dfï + Ί dz2 ~ m1 dt2 ' 

Posons χ = ux', j = j3y', ζ = γ ζ' , et nous aurons les équations 

(^) 

1 dïd2 + dP~2~*~ Ihï ~ ~ m u' 
J d2u d2u d2u r d2u 
J dx'2 dy'2 dé2 m2 dt2 ' 

I d2u d2u d2u t du 
\ dx'2 dy'2 dz'2 m2 dt 

D'après cela, si l'on satisfait à une des équations (a) en posant 

u =/(r)s r = V(« — af -+- Cr — hf (z — c ? ' 

on satisfera aussi à l'équation (i) correspondante en posant 

J dx'2 dy'2 dé2 m2 dt2 'J dx'2 dy'2 dé2 m2 dt2 ' 

On passe donc facilement des intégrales des équations (a), à celles 
des équations (i). Ainsi, par exemple, on a ce théorème : 

Si u représente la température d'un corps cristallisé, ou, plus géné-
ralement, si u satisfait à l'équation 

a2 „d2u a,d2u „d2u dit„d2u a,d2u „d2u dit 
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dans l'intérieur d'une surface a, cette fonction peut être mise sous la 

forme 

u= Çf(p,t,Q,<f)da, avec f(p,t,6,ty) = - f F(p-h 2sy't,&,<l>)e-S ds. 

ce qui est un théorème que nous avons donné précédemment dans ie 
cas où α, β, y se réduisent à l'unité. 


