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PURES ET APPLIQUÉES. 129 

Sur la sommation de quelques séries, et sur quelques intégrales 

définies nouvelles ; 

PAH j. graevdorge, 
Docteur ès sciences, Répétiteur à l'Université de Liège. 

1. Soit à trouver la somme de la série 

sin'ç sin'2<p sin'3<p 

En prenant la dérivée par rapport à φ, on a 

ds sin2ip sin4φ sin6? 

Or 

sin φ' + -f- —Η ^φ'(π- φ')(2π - /); 

donc 

nt que Í — o pour y = o, < 

Intégrant et observant que s = ο pour ψ = ο, on a 

_ «V , <?' 

puis 

/ ν sin»® »in5ao sinl3® a', 
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Si, dans cette formule, nous remplaçons φ par ^ — φ, il vient 

(^) cos3® sin3 2 a cos'3® sin34® 1 /π3 , \3 

En retranchant la formule (i) de la formule (2), on trouve 

JcGSI.y COs6«p 

et, en remplaçant a y par φ, 

(3) "/+ V + " · = i6 - 3§ (3* -

Cette dernière donne, en remplaçant φ par ^ — φ, 

(4) 
m, _ rà3j

 +
 Λ5,

 =
p

 (3ii
, _

 4î
,) 

Ces formules subsistent pour toutes les valeurs de φ comprises entre 
ο et π; les trois dernières sont en défaut pour φ = π. 

2. La même méthode, appliquée à la série 

cos3® cos3 2 Φ COS3 3 ® 

donne 

— — mi _ ϋΐ! _ 

d'où 

« — Γ_L. π'*' r' — Γ «Λ» 
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La eonstante se détermine en faisant ψ — ο : 

C — — H ï "Ί~ 27 "t" ' * ' — — ' 

Par conséquent, 

(5) C-^ - ̂  + - = £ -- ?)■ [·]■ 

En remplaçant φ par - — φ, on obtient 

(6) sin'9 cos®2if sin'3ç ir4 ϊΉ2?2— π1) 

Ces deux séries subsistent pour toutes les valeurs de ψ comprises 
entre ο et π. La formule (6) est en défaut pour φ = π. 

5. En faisant les mêmes calculs sur la série 

sin3q> sins2œ sin'3® 

on trouve 

2 dv 2Sin3ij)COSf 2 sin* 2 (ρ COS 2 ψ 

ι dv sin<psiri2tp sin2φ sin4? 

par suite 

4 dv COS φ COS 2 φ COs3if /cos3f cos6y \ 

[*] Cette série peut d'ailleurs se déduire de la formule (i) retranchée de 

go ι4 24 34 
17.. 
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d'où 

4 dv » 

Intégrant, on a 

v = |r (3π — 4<p)· 

Donc 

(7) 
_1 + 3π-4<ρ). 

Cette formule a lieu pour les valeurs de φ comprises entre ο et π; 
elle est en défaut pour φ = π. 

4. La même méthode, appliquée à la série 

sin'» sin'2 0 

donne facilement 

dz sin ΙΡ ( cosœ — cos 3 Φ) sin2y(cos2»— cos6«) 

ou bien 

dz sin 2 y ( sin4? , /'sin4?—βΐη2φ i sin8φ — sin4? , \ 

/sin2<p , sin4<f , \ /sin4φ , sin8? , \ 

en vertu de la formule citée, et après quelques réductions, on a 

- = πφ>-2ψ>, 

ce qui doune par l'intégration 

(8) sin'φ sin'2 φ π<ρ' tp' 
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Cette formule subsiste pour les valeurs de y depuis ο jusqu'à π, 

excepté pour y = η. 

ο. On peut de la même manière trouver la somme 

w
 — —,r -· τ5· + —or1 + ·■ ■ · 

On a, en effet, 

dw 2 cos1? sin 2<j> 2 cosJ2 tp sin 4φ 

= - ^ (■ - «"·,) - - sin-2?) - ... 

(sin 2 φ sin4? \ /2sin3<psin2<|> 2sin32®sin4? \ 

et, par suite, d'après les formules ci-dessus, 

— = --φ(π — αφ)(π—φ) + πφ' — !>φ' = 3πφ*—-3 

En intégrant, on trouve 

w = C + πφ3 — g φ j-' 

La constante se détermine en faisant y = ο, ce qui donne 

C = — · 

Par conséquent, 

(9) —r1 4- ·—— -+-... = Η Try — ;? © τ-· 

Cette formule est vraie pour les valeurs de y comprises entre ο et π; 
elle est en défaut pour φ = n. 
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6. On trouve, par le même procédé, 

(10) sin'ç sin12 y Wip φ3 

(») y '= τ» + "^ ···= 4 

(12) COS3® COS3 3.® Λ3 ® , . 

(.3) jr, = -^ + —^1+ ... = g (π - ay). 

Quoique nous ayons vainement cherché ces quatre séries dans diffé-
rents Traités, nous croyons cependant qu'elles ne sont pas nouvelles. 
Elles ont lieu pour les valeurs de φ comprises entre ο et η : les for-
mules (M) et (i3) sont en défaut pour φ = π. 

7. Ces résultats étant connus, nous aurons 

4-J- <Γ=^ = sin ? + + j sina3y + ...; 

d'où, eu intégrant entre les limites ο et i, 

I ("ι ι — 2 X COS 2 φ + x' dx sin3f sin3 2 φ y (π — φ) 

ou, en remplaçant ay par y, 

(>4) JF" , I — 2XCOS<P-F-X3 fix I ®\ 

8. La relation 

— j I. [(i — ax cos ay -(- xJ) (ι — x)1] = xcosay H cosaay ■+-... 
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nous donne de 1st même manière 

~ïfo L[ii~3XCOS:i9 + x:i)(l-x)i]~ = c-sp + 22!^1 + -··; 

d'où l'on déduit, èn vertu de (12) et en remplaçant 2 φ par φ, 

(i5) £ L [(1— 2Xeos<p -+- J?
2

)(i— χ)
λ

]~ = <ρ(π — ̂  — |π
2

. 

En faisant φ — ο, on retrouve l'intégrale connue 

Γ ' 7 t \<^x ** 

9. Ajoutant les intégrales (14) et (i5), on a 

jf /.(I - 2XCÔS?+ x
2
)
2
^- 2ψ ̂ π-0- |π% 

d'où 

(>6) £ l. (1- ixcosf-*- χ3)^ = φ(π — t^ — Ιπ'. 

10. De la même manière, la relation 

5H(— ) ■ +
 a

*co»4h-«-J = *S'° T + 3 "" 3τ + -

conduit à celle-ci : 

I rl J Γ /1 -4- Λΐ\ a I—. 2XCOS2«p-f-x1_| dx sid'ç sin23<p 

d'où, à cause de la formule (ri), 

ΓI. [7i±^* izLHîfïîî±^] s
 =

 , 
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ou, ce qui est équivalent, 

(*7) J" 1 ^ r/l+jr\2
 I — HXCOSf -+· x'~\ dx ^ 

11. Si, dans cette formule, nous faisons ψ = il vient 

(18)" Γ ' ι Γ /1 —I— jr \ a ϊ — χ^ϊ + ι'Ίώ π' 

12. La combinaison de la formule 

' ι. Γ (i±f 'Y ' + A*CO»T + *n = * COS^ + Ί COS* 3® + ... 

avec la formule (i3) nous donne 

, [~/i-i-.r\3 i -+- ixcmitf x1_| dx , . 

ou bien 

(>9) I" I. r(l±iV 1±££ί5ΐΐϋ·] ±
 =

 ,(„ _ .). 

13. Pour φ = ο, cette dernière égalité devient 

(ao) X''(s-:)î=f 

formule connue; et, pour <p = 

(ai) Jf ' / Γ/1 -4- ^c\ 3 1 + * ^2 -+- x1! dx 3ws 
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14. En combinant les formules (19) et (20), on trouve 

(22) J^1 ^ /1 + 2xcos<f -+· xJ\ dx π' 

que l'on peut aussi déduire de l'intégrale (17)· 

15. Si nous ajoutons les formules (i5) et (19), nous aurons 

(a3) j* l. [(1 -+- jc)2(l -+- 2XCOS^ -4- 2J9)] — "l
71

* ~ 2
 ; 

ce qui donne, pour φ = 

(»4) £ /.(ι+α:)
!
[(ι + χ^ + χ

!
)] j = ̂ -· 

16. En remplaçant φ par ^ dans (22), on trouve 

(25) Jo ^-Χ<β + *>)^~Τ 

et, en retranchant l'intégrale (20), 

(26) J"
 1

 ^ /1 — χ I -4- χ y/2 + xA dx ^ 

17. Ajoutant (16) et (22), on a 

(27) l. {ι-h zxcosf -t-xJ)T = g --» 

et, pour φ = 7» 

(28) X * . { '3 π' 
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18. A cause de 

7 /. £ , ) = x sinq? 5· sin 3<p 4- ... 

et de 

sin φ sin 3 φ sin 5 φ π φ 
on a 

(29) J"' ^ /i -+- ai sin^ -+- »'\ώ ^ 

résultat que l'on peut déduire de (aa) en changeant φ en ï — φ. 

19. Enfin, si l'on retranche membre à membre les relations (17), 

(29), on obtient 

/20\ f l [Y1 + XV 1 — ajf c°*T + ^ 1 — a*einf ·+■ λ'Ί dx ^ 


