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Sur la sommation de quelques séries, et sur quelques intégrales

définies nouvelles ;

Par J. GRAINDORGE,

Docteur és sciences, Répétiteur & I'Université de Liége.

1. Soit a trouver la somme de la série

sin’g = sin*2¢ | sin’3g
§= 1 + 2 + 3

En prenant la dérivée par rapport a ¢, on a

»

ds __ sin2g sinfo  sinGy
Z;; R T 23 + 32 +
Or
. ., . sin2¢’  sin3¢ o, / .
sing + 23 3 +“'~E (ﬁ—¢)(2ﬂ—?)’
donc

/

% =30(m—29)(n—9).

Intégrant et observant que s = o pour ¢ = o, on a

_ 1'.2?1 "’TS ?I
§= 3 3 -+ rid
puis
sin’p  sin’z2g = sin?3g ¥
([) 1 -+ IY -+ 3 +"'='6(7T-q))2‘

Tome XVIIE (2¢ série). — AvmiL 1873, 17
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. T . .
Si, dans cette formule, nous remplagons ¢ par 5= il vient

cns’g  sin’ag  cos’3e  sin’fe _ 1= !
(2) '0 + Py -+ 3¢ -+ 4& +'“—6 ——?2 ‘

En retranchant la formule (1) de la formule (2), on trouve

cos2¢  cosbg
14 34

™ xo?
+"'=$—£‘(3“——4?).

et, en remplacant a¢ par ¢,

(3) ¢:¢:54+co;‘1’»?+...—_—;’__é-%(3n—zq:).

Cette derniére donne, en remplacant ¢ par g — ¢,

@) Si'#—ﬁ;??'i‘ﬁn;? _...=;%(37r’—4?’)-

Ces formules subsistent pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre
o et w; les trois derniéres sont en défaut pour ¢ = m.

2. La méme méthode, appliquée a la série

__ cos’e + cos’2¢ + cos’3¢

- ~ - cees
donne

du e 2¢°

—_— — 2 —t o 1.

dg ¢ 37 3
d’ou

,“J : . ] '] 2 N
R aa i SLE L)
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La eonstante se détermine en faisant 9 = o:

I X 1 n
C“F‘*’E““?"‘"""‘@'
Par conséquent,
cos’e ~ cos’zgp  cos’3g t @*
(5) 4 + 24 -+ 3¢ +'-‘=9-—0—€<7Z’—-?)2 [¥]

En remplacant ¢ par g — ¢, on obtient

sin’e + cos?2.p " sin?3¢ . ¢ (29’ — ")

(6) T 24 34 T 4o 12

Ces deux séries subsistent pour toutes les valeurs de ¢ comprises
entre o et «. La formule (6) est en défaut pour ¢ = 7.

3. En faisant les mémes calculs sur la série

__sin’g sin*2g | sin*3¢

=— . T cery
on trouve
2 dv 2sin’y cos 28in*29 cos2
24dv _ 2sin’gcosy peos2g
3 de 12 2?
2 dv __ singsinag + sinagsingg )
3dy 1? 2? "t
par suite

dv cos cos2 cos3 cos3 cos6
4_.—.___? P ?_}_..._(127.;._22_?_*_...),

3 dy — 1? 22 32

[*] Cette série peut d'ailleurs se déduire de la formule (1) retranchée de

'n"__l+l+l+
go v a2t 3

17..
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d’ou

[SEIE=N

dv 3
E;—Tf?—2? .

Intégrant, on a
V= % (3= — 49).

Donc

sin'y sin*2¢

(7) = +2—,+"'=%,(37f—4¢)~

Cette formule a lieu pour les valeurs de ¢ comprises entre o et n;
elle est en défaut pour ¢ = .

4. La méme méthode, appliquée i la série

sin‘g  sin‘ag
T

Zz2 =
donne facilement

d sing (cosp — cos3 sin2g (cos29 — cos6
z __ sing{cosg p)  sin2g(coszg —cosby)

LY

dy — 1 23
ou bien
dz _ sin2¢ | sinfe sinfp —sinag = sin8¢ — sinfy
2%~ T T+""'( e + PR +)
___[sinag | sinfg sinfy sin8g .
_Q(T—{—T_*_..-)_ (T+T+ ;

en vertu de la formule citée, et aprés quelques réductions, on a
2
21; — n?ﬂ —_ 2?3,
ce qui donne par l'intégration

sin‘g  sin‘ag ne* o'
8 =T 4+ i 4+ .= L,
(8) z 1 2¢ 3 2
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Cette formule subsiste pour les valeurs de ¢ depuis o jusqu'a =,
excepté pour ¢ =,

b d A L]
3. On peut de la méme maniére trouver la somme

__cos'y + cosi2g + cos*3¢

1 2! 3¢
On a, en effet,
dw 2cos’psinag  2cos’2¢sinfe
dy e - 2° T
__ 2sinag - 2sinfe .
=— T——(l—sm ?) — —23—(1-— sin®2¢) — ...
sina sin 2 sing sin 2 2sin?2¢sin ’
=“‘"(—a—?+_a42+"')+( P £ 4"'+...);
1 2 1 2

et, par suite, d’aprés les formules ci-dessus,

dw
% = 39(1—20)(r — ¢) + 19* — 29’ =3¢’ — 5~ — E.

En intégrant, on trouve

w2 ?!

5
W=C+ﬂ?’—§?b——"§—'

La constante se détermine en faisant ¢ = o, ce qui donne

17‘
C= 90’
Par conséquent,
cos‘y  cos*2¢ t 5 ng?
(9) T+T+...=9'—O+ﬂq33—g?k—-.—5-'

Cette formule est vraie pour les valeurs de ¢ comprises entre o et 7;
elle est en défaut pour ¢ = =.
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6. On trouve, par le méme procédé,

(10) zsm:?+ﬂl’—,2+...=ﬂ—£:
1 2 2 2
sin’e  sin?3¢ ™
(11) =0t =79
__cos’e  cos'2g _r 9
(r2) Yi=—7 =g sE—9)
cosl¢  cos’3g ™
(13) Y= 7 + 3 .ee g(ﬂ'——ﬂ?)

Quoique nous ayons vainement cherché ces quatre séries dans diffé-
rents Traités, nous croyons cependant qu’elles ne sont pas nouvelles.
Elles ont lieu pour les valeurs de g comprises entre o et = : les for-
mules (11) et (13) sont en défaut pour ¢ = 7.

7. Ces résultats étant connus, nous aurons

T I { — 220529 —+ x’

i —ay =sin’cp+§sin’mp+ ';—sin’3q)+...;

d’ot, en intégrant entre les limites o et 1,

1 ("', 1—azxcos2¢+ a* de __ sin’p sin’2¢
Zfl (1—=x) 3 T e 2

ou, en remplagant 2¢ par ¢,
— —+ z* dx
(14) f e 7=¢(n_§).

8. La relation

— % L{(1— ax boan: + x?) (1 — x)*] = xcos’y + i:;cos’ch + .
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nous donne de la méme maniére

I

1
—_ .. [(I — 2xC0S82¢ +x2)(l_ 1‘)3] ‘j; __ cos’p 4+ cos’2p
° T e

- 2 22 SR

d’ou I'on déduit, én vertu de (12) et en remplagant 2¢ par ¢,

(15) jo‘l L[(1— 2xcosp + x*)(1— x)z]‘g =¢(r— 3) —%7:2.

En faisant ¢ = o, on retrouve 'intégrale connue
[ra-mE=-7.

9. Ajoutant les intégrales (14) et (15), on a
! . dzr __ ® 2
fo‘ L(t — axcosp + x?)? — = 29 ( —;) — 37
d'ou

(16) ‘/o‘ll.(l-2xcosq>+x’)%x-=<p(n—%>—%1r’.

10. De la méme manieére, la relation

1 I+2z\3 1—2azcos2p+ 22| s g z .,
El'[(x—z‘) l+2xcosz<p+z’]__ ZS8In7g + = sin 3¢+ ...

conduit & celle-ci :
1 ! L [(1+t=\? 1= 2zc0s29 + 2 da:_sin’q;+sin=3q:+ .
8 o L\1—z/ 1+42zcoszg+2]x " 1° 32 T
d’ou, a cause de la formule (11),

'l 1+a2\3 1—2xco829 + 2? dax_.nﬂ
o L\t—=x/ 1+42zxceszg4+a]x s
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ou, ce qui est équivalent,

‘l 1+ x\2 1— 2xcosg + z? dx*—n
([7) o : I—x 1+ zxcosg + & z ¢

14. Si, dans cette formule, nous faisons ¢ = "—4', il vient

oo [e[ErEaELE-T

12. La combinaison de la formule

il. [(x—i—x 2 ’+2‘”°°52?+"’]___xcos’q)+fcos’3m+
8 1—zx) 1—2xcos2¢—+ &* 3 i

avec la formule (13) nous donne

'l 14+2\2 14 2zcos2g + 2| dr __
o  L\t—=z/ 1—2zcoszg+ 2’ I—TI(TK—an),

ou bien
! 1+ 2\2 1+ 2z cosgp + x| dr
(19) f l. [(l—x) l—zxcos:—kx’]::n(n—?)'
o
13. Pour ¢ = o, cette derniére égalité devient

(20 [o(n)= =z,

T
formule connue; et, pour ¢ = 7

a [l el
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14. En combinant les formules (1g) et (20), on trouve

o et

I—2x¢€059p + 2%/ x 2
que l'on peut aussi déduire de V'intégrale (17).

15. Si nous ajoutons les formules (15) et (19), nous aurons

(23) f' L [(r + x)*(1 + 22 cosp + x’)]fftf: - — 3;—;

]

ce qui donne, pour ¢ = %,
(24) jonl.(x+.r)"‘[(l+x\/;+x’)]”§=?6_.

16. En remplacant ¢ par - dans (22), on trouve

4
T I+ zya2 + 2 dr =
(28) J. "(.—_—xmﬁ—r
et, en retranchant I'intégrale (20),
\ ! 1—z 1+zy2+2 f_l._t___ .
(26) I, L(""Ii—z\/_z-—#x’ T ©

17. Ajoutant (16) et (22), on a

(27) j;l L. (14 2xcosg +x2)d7'”=%' - ‘;L’,
et, pour ¢ = 7

» pour ¢ =7
(2%) [ra+ravaran)Z=1E

Tome XVII (2¢ série). — Ma1 1873, 18
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18. A cause de

1 1+ 2Zsing + 2
A

. o .
1—2zsin?+,:)= xsmcp “"551"3? -+ .

et de A
sing  sin3g sin5e _ w9
o v E Ty

on a :

: ! 1+ azxsing + 22\ dz

(29) L omsng )T = 9
o - g+7/ =

résultat que I'on peut déduire de (22) en changeant ¢ en ; — 9.

19. Eofin, si 'on retranche membre 2 membre les relations (17),
(2g9), on obtient

(30) /;' L [(l-i-z)’ 1— 2xcosg 4 2° l—:xsinq+z']§f —o.

1—z/ 1+ 2xcosp+2* 14+ 27sing + 2% | x




