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ARTAAAAIA VAAAAA VIARAAAAA A AMTAA WA VAN

Sur quelques formules générales qui se rattachent

a certaines formes quadratiques;

Pae M. J. LIOUVILLE.

(PREMIER ARTICLE.)

Je me propose de faire connaitre dans une série d’articles quelques
formules générales, qui se rattachent i certaines formes quadratiques
binaires, et dont je vais donner, dans ce premier article, un exemple

tres-simple et pourtant digne d’attention.
Soit m un entier impair donné. Posons, de toutes les maniéres pos-

sibles, d’une part

(1) m=a®+ 38%

«, { étant des entiers indifféremment pairs ou impairs, positifs, néga-
tifs ou zéro; puis, d’autre part,

(2) [|In=l"+3i'2,

i, i désignant cette fois des entiers essentiellement impairs et positifs.
Soit, d’ailleurs, f(x, ) une fonction de deux variables x, y, paire

tant par rapport i x que par rapport a y, c’est-a-dire telle que I'on
ait

f("x’f)=f('rs —r)=f—x, = y)=[f(=x, 7).

An moyen de cette fonction et des équations (1) et (2) nous pour-
rons former les deux sommes suivantes :

(A) 2f(a+ 38, « — f)

et

(B) sf(, i)
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ou le signe X porte respectivement sur 'ensemble des solutions des
équations (1) et (2). Cela posé, notre théoréme consiste en ce que la
premiére somme (A) est toujours double de la seconde (B), en sorte
que ’on a

(1) Sf(e+3B,a—B)=122f(i, ).

Faisons, par exemple, m = 1 = (= 1)? + 3.0?, ce qui donnera pour
P'équation (1) deux groupes de solutions a =1, =0, =—1, =0,
d’'ou, pour le premier membre de notre équation, la valeur

S, 0+ f(—=1, —1),

ou simplement

2f(1, 1),

puisque la fonction f est paire. 1l nous viendra d’autre part, dans ce

cas,
4.1 =12+ 313,

ce qui, comparé a ’équation (2}, donnera ce seul systémei =1, =1,
et aussi 2 f(1, 1) pour le second membre.

Soit ensuite m = 3. L’équation (1) deviendra alors
3=0"+3.(£ 1),
dota=o0,8=1,eta=0, 8 =—1. Quant & I'équation (2), elle

sera ici
4.3 =3+ 3.1
Et les deux membres de I'équation (I) seront, par conséquent,

J@B, —1)+f(—=3,1) et 2f(3,1),

c'est-a-dire égaux entre eux.
Il est inutile d’essayer le nombre m = 5, pour lequel aucune de nos
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équations n'a lieu. Passons donc a Pentier m = 7, pour lequel on a
respectivement
7= (= 2) + 3(£1)?
et
b.7=12+3.3=5+3.7%

on trouvera cette fois encore que I'équation (I) est vérifiée, et I'on
aura tonjours une telle vérification, si loin qu’on veuille aller.



