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Recherches sur les principes de la Mécanique, sur la constitu-

tion moléculaire des corps et sur une nouvelle théorie des gaz
parfaits;
Par M. J. BOUSSINESQ [*].

1. Les progrés des sciences physiques tendent a ne montrer, dans
tous les faits accessibles a nos sens, que de simples mouvements de la
matiére, et 'on sait notamment que les circonstances qui accom-
pagnent la propagation de la lumiére et de la chaleur rayonnante
d’une part, et, d’autre part, les phénoménes calorifiques offerts par les
corps, ne peuvent s’expliquer qu’en admettant une agitation tres-vive,
bien qu’imperceptible, d'un fluide subtil appelé éther, répandu dans
tout I'espace intra-stellaire, et aussi des particules les plus petites des
corps eux-mémes. De trés-belles théories, concernant des classes plus
ou moins restreintes de faits, ont été successivement émises depuis cin-
quante ans; mais je ne pense pas qu’il ait encore paru un travail ou
Pon explique a la fois, sans hypothéses contradictoires et avec assez de
précision pour établir les lois mathématiques révélées par U'expé-
rience, 'ensemble des phénoménes qui se rattachent aux mouvements
perceptibles des corps, a leurs vibrations calorifiques, et enfin 4 la
transmission, sous forme d’ondes, de la chaleur rayonnante et de la
lumiére. Essayer de donner cette explication générale, tel est le but
des recherches que j’ai 'honneur de présenter 4 I’Académie, et dont
le lecteur voudra bien, en vue de la difficulté du probléme et de I'uti-
lité du résultat a atteindre, me pardonner Vimperfection.

[*] Mémoire présenté i I'Académie des Sciences et des Lettres de Montpellier, le
8 juillet 1872.
Tome XVIII (2° série). — SeptenbRE 1873, 39
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2. Aprés avoir rappelé les notions de point matériel, de vitesse,
d’accélération, et avoir montré que, dans un systeme indépendant de
tout autre, les accélérations doivent varier seulement avec les posi-
tions relatives actuelles des diverses parties, je pose comme postulatum
fondamental de la Mécanique la grande loi expérimentale de la con-
servation des forces vives ou de I'énergie. De ce principe se déduisent
immeédiatement les équations générales de la Dynamique réelle, équa-
tions dans lesquelles les forces ne paraissent que comme des produits
d’une masse par une accélération, sans qu’on ait a s'occuper des rap-
ports métaphysiques qu’elles peuvent avoir avec les puissances incon-
nues qui meuvent la matiére, ou encore avec les phénoménes intérieurs
appelés sensations de traction, de compression, d’effort, etc., qui résul-
tent en nous de déplacements moléculaires, volontaires ou non, opérés
dans nos organes.

Je suis conduit 4 admettre que 'action d’'un point sur un autre est
dirigée suivant leur droite de jonction, égale et contraire a la réaction
du second sur le premier, et a pour valeur la dérivée, par rapport a
leur distance, d’une certaine fonction de toutes les distances mutuelles
des points du systéme. Cette dérivée doit en général dépendre, non-
seulement de la distance des deux points considérés, comme le vou-
drait une opinion trés-répandue basée sur le désir de trouver simples
les lois naturelles, mais encore des distances des points matériels voi-
sins, s’il en existe. En d’autres termes, rien ne prouve que I'action de
deux points ne puisse pas étre influencée par la présence d’un certain
nombre d’autres, et que I'on ne doive pas admettre comme possibles, en
Mécanique moléculaire, des actions et réactions de présence. De telles
influences n’ont rien d’invraisemblable a priori, car il est tres-naturel,
par exemple, que la matiére située entre deux atomes géne leur action

‘réciproque, et d’autant plus que sa densité est plus grande. Les faits -
se rattachant & la gravitation prouvent, il est vrai, que les attractions
exercées a des distances perceptibles obéissent sensiblement aux lois
plus simples de Newton; mais, d’apreés ce que tendent 4 montrer des
raisons théoriques, cette simp]iﬁcation parait provenir uniquement de
ce que la grandeur relative des distances dont il s’agit permet de dé-
velopper, par la série de Taylor, et de réduire méme a leur partie
linéaire certaines fonctions des inverses de leurs carrés. Les actions de
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présence, ne s'exercant ainsi qu’a des distances insensibles, ne rendent
ni plus longue ni plus difficile la démonstration d’aucune des lois
généralement admises au sujet des pressions, forces élastiques, énergie
potentielle, etc., et rien, de ce coté, ne s'oppose 4 leur admission.

Aprés avoir établi, de ce nouveau point de vue, 'existence et les
propriétés des quantités qui ont regu les noms d’énergie potenticlle
interne et d’'énergie interne totale, jessaye d’exposer le mode pro-
bable d’action de I’éther, soit dans les mouvements vibratoires, lumi-
neux ou autres, qui se font par ondes réguliéres et ou les molécules
pondérables se déplacent trop peu pour que leurs actions réciproques
y jouent un role appréciable, soit au milien de I'agitation bien plus
compliquée dont ia demi-force vive constitue la chaleur sensible
possédée par un corps, et dans laquelle les molécules pondérables
exécutent d’assez larges oscillations pour que leurs actions réciproques
y dominent. Je m’occupe surtout ici des phénoménes qui se rattachent
A ces derniers mouvements, ceux qui se font par ondes ayant été étu-
diés en détail et ramenés a un point de vue unique dans plusieurs
Mémoires sur la lumiére, insérés au Journal de M. Liouville [*].

La diversité des roles alternativement joués par Péther, qui possede
incomparablement plus ou incomparablement moins de force vive que
la wmatiére pondérable, suivant qu'il s’agit d'un mouvement de la

[*] Théoric nonvetle des ondes lumineuses, Etude sur les vibrations rectilignes ¢t sur
la diffraction dans les milicuz isotropes et dans I'éther des cristaux, addition au Mcémoire
intitulé: Théorie nouvelle des ondes lumincuses (Journal de Mathématiques pures et ap-
pliquées, 2°série, t. X111, 1868); Sur les lois qui regissent, & une premiere approximation,
les ondes lumineuses propagées dans un miliew homogéne et transparcnt d’une contexturc
quelconque (méme journal, t. XVII, 1872). On peut voir aussi, anx Comptes rendus de
I’ dcadémie des Sciences (t. LXXIV, 24 juin 1872, p. 1573), un article Sur la vitesse de
la lumiére dans les corps en mouvement; au Journal de Mathématiques de 1868 (t. XTI1),
un Mémoire Sur les ondes dans les miliewx isotropes déformés; aux §§ VIII et IX de la
Théorie des ondes liquides périodiques { Savants étrangers, t. XX, 1872), des consi-
dérations et une étude analytique de la diffraction, applicables & optique; enfin, au
tome XXV (4¢ série, 1872) des Annales de Chimic et de Plhysique, un intéressant
Mémoire de M. de Saint-Venant Sur les diverses maniéres de présenter la théorie des
ondes lumincuses. On trouvera daiileurs, i la svite des Recherches actuclles, une

exposition synthétique des principes de la méme théorie.

39..
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premiére espéce ou d’un mouvement de la seconde, s’explique par
I'extréme petitesse de sa densité. Cette petitesse excessive permet aussi :
1° d’expliquer I'énorme vitesse de propagation des ondes lumineuses
sans qu’'on ait besoin d’attribuer a I'éther une élasticité comparable a
celle de la matiére pondérable; et 2° de regarder comme négligeables,
dans tous les phénoménes calorifiques, I'énergie possédée par cet
agent ainsi que les actions de présence qu’il pourrait exercer sur
I’énergie propre de la matiére pondérable. Par suite, 'expression des
quantités d'énergie interne ou de chaleur contenues dans un corps
ou régne une agitation d’une intensité supposée connue n'est pas ren-
due plus compliquée par I'intervention de I'éther; ce milieu ne peut
pas, 4 cause de sa faible masse, en détenir des quantités sensibles et
il ne fait que la transporter rapidemeut, par petites charges, d’un corps
4 'autre du systéme, de maniere 4 tendre a établir entre eux et avec
lui-méme une sorte d'équilibre dynamique appelé équilibre des tem-
pératures. Un corps se trouve toujours a une certaine température
qui caractérise son état calorifique, et qui est elle-méme une quantité
ayant ses variations d’un instant i l'autre, régies par une équation
importante. Cest cette équation, présentée sous sa forme la plus
simple, qu’on appelle formule fondamentale de la Thermodynamique.
Je pense avoir apporté a sa démonstration une plus grande rigueur, en
faisant voir que le travail des forces exercées sur la surface d’un corps
ne se réduit pas a celui de leurs résultantes on pressions, mais contient
en outre une partie indépendante des mouvements perceptibles de la
surface, dépendant au contraire des vibrations calorifiques, et qui re-
présente précisément ce qu’on appelle la chaleur cédée au corps.

3. On sait que la matiére pondérable peut affecter, suivant la tem-
pérature et la pression auxquelles on la soumet, les deux formes d’un
solide ou d’un fluide, la seconde forme comprenant elle-méme les
deux états liguide et gazeux. Or des considérations plausibles per-
mettent de prévoir et d'établir la plupart des lois qui conviennent a
ces états et de celles qui régissent le passage des corps de 'un a 'autre,
mais 4 la condition d’admettre -les actions de présence dont il a été
parlé plus haut. A l'aide d’une analyse trés-simple, applicable en
toute rigueur au cas d'un corps isotrope peu écarté de son état pri-
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mitif d’équilibre stable, mais dont les résultats sont si naturels qu’une
induction légitime permet de les étendre, en généralisant un peu leur
forme, au cas d'un corps quelconque, je parviens, en effet, a recon-
naitre, dans P'expression de P’action réciproque de deux molécules,
deux parties distinctes : 'une, fonction de leur distance primitive et
de leur écartement, est la force, constituant la solidité, qui a été ad-
mise par Navier, Lamé et Clapeyron, dans leurs Mémoires sur 1'élasti-
cité des corps solides, et qui disparait quand les limites d’élasticité
sont dépassées; la seconde, fonction de la distance actuelle et de la
densité actuelle, produit, par ses résultantes sur tout élément plan
mené dans un corps, une pression normale simplement fonction de la
température et de la densité; elle existe dans les solides, dont elle
modifie généralement les forces élastiques normales, et subsiste seule
dans les autres corps, qui sont par le fait méme des fluides.

Le passage de I’état solide a I’état liquide par voie de fusion s’effectue
quand le rapport, aux distances primitives des molécules trés-voisines,
de leurs écarts produils par I'agitation calorifique dépasse la trés-
petite valeur maximum au deld de laquelle la rupture a lieu; et la
chaleur latente ou perte de chaleur sensible, observée, soit dans ce
cas, soit quand on opére par voie de dissolution, provient de 'anéan-
tissement des forces constituant la solidité, qui cessent de concourir 2
Ientretien des vibrations calorifiques. Il en est autrement lors du pas-
sage d’'un corps 4 cet état de grande dilatation qu’on appelle état ga-
zeux : 'accroissement considérable du volume suffit pour expliquer la
grande augmentation que subit alors I'énergie potentielle interne.

On congoit que l’action réciproque de deux molécules, dont V'ex-
pression parait étre, dans les fluides en général, une fonction compli-
quée de leur distance et de la densité, tende vers une forme simple, par
rapport 4 la densité, 3 mesure que celle-ci devient plus petite, c’est-
a-dire dans les gaz suffisamment éloignés de leurs points de condensa-
tion. Il est donc intéressant de chercher si les propriétés connues des
gaz ne s’expliqueraient pas en supposant que l'action moléculaire y
varie en raison inverse de la densité, ce qui est la maniére la plus
simple dont elle puisse vraisemblablement en dépendre. On verra dans
le dernier paragraphe du Mémoire avec quelle facilité cette hypothése
conduit aux lois de Mariotte. et de Gay-Lussac sur la pression, de
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M. Joule sur I’énergie interne des gaz, de M. Regnault sur la constance
de leurs capacités calorifiques, de Delaroche et Bérard sur I'égalité des
chaleurs spécifiques, rapportées i 'unité de volume, chez tous les gaz
simples, etc.

4. La théorie de Daniel Bernoulli et de Kreenig, complétée par
Clausius, non sans I’aide de plusieurs hypotheses accessoires, et dans
laquelle les gaz sont considérés comme des amas de molécules dis-
jointes, lancées dans tous les sens et se heurtant parfois les unes contre
les autres, n’est donc pas la seule qui permette de rendre compte des
propriétés connues de ces corps. J'espére que la théorie nouvelle pa-
raitra étayée sur des suppositions en moindre nombre et plus vraisem-
blables. D’ailleurs, dans celle de Bernoulli, 'hypothése fondamen-
tale, consistant a admettre que la distance moyenne des molécules les
plus voisines est trés-grande, chez les gaz, en comparaison du rayon
d’activité des actions moléculaires, me parait sujette a une grave diffi-
culté. Dans l’acide carbonique, en effet (et I'on pourrait en dire autant
de tous les gaz liquéfiables), la densité 4 ’état gazeux n'est que de
4oo 4 500 fois plus faible qu'a I'état liquide ou a I’état solide; d’ou il
suit que I'écartement des molécules n’y est que de 7 a 8 fois plus grand.
Or il est bien difficile de ne pas admettre, spécialement dans I'expli-
cation des phénomeénes capillaires, que les actions émanées d’une
molécule d’un corps liquide ou solide s’étendent avec une intensité
sensible a des distances pour le moins égales a4 7 ou 8 fois celle des
molécules contigués. Donc, méme a I'état gazeux, chaque molécule
d’acide carbonique se trouve trés-probablement dans la sphere d’ac-
tion de ses voisines, et les lois de Mariotte et de Gay-Lussac, qui s’y
appliquent avec une certaine approximation, ne doivent pas étre dues
aux causes assignées par la théorie de Daniel Bernoulli.

D’ailleurs, Vobservation des bulles d’air énergiquement retenues
contre les parois d’'un vase parait prouver, ou bien que les actions éma-
nées d’un point de ces parois s’exercent, a travers des distances sensi-
bles, sur un grand nombre de molécules gazeuses, et alors on n’a aucun
droit de supposer incomparablement plus petit le rayon d’activité des
actions moléculaires du gaz lui-méme, ou bien, ce qui est la seule
hypothése vraisemblable, que le rayon d’activité des actions molécu-
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laires n’a partout qu’une longueur imperceptible, et que les particules
gazeuses restées adhérentes au vase y ont été retenues par leurs propres
acuons, 4 I'exception d’'une couche extrémement mince sur laquelle
s'exerce directement I’attraction de la paroi.

§ 1.

POINTS MATERIELS, VITESSES ET ACCELERATIONS.

9. Je considérerai un systéme fini de corps, assez éloigné de tout
autre sysi’eme pour qu on puisse I'en supposer mdependant, et Je con-
cevrai qu’on Vait divisé en éléments matériels assez petits pour que
chacun d’eux ne subisse jamais de décomposition dans aucun phéno-
mene connu. J'assimilerai ces éléments, ou atomes, i des points maté-
riels : ce qui revient & supposer leurs dimensions treés- -petites par rap-
port aux distances auxquelles ils paraissent agir les uns sur les autres.

Soient : M,, M,,..., M,,..., M, ces points; (x,, Fis Bi)yenny
(Z2s 725 Z2)sevy (Tpy Fpr Zp)assey (Xns ¥y %0) leurs coordonnées i 1é-
poque £ par rapport & un systéme d’axes rectangulaires fixes des , 7, z;
Tpq leurs distances mutuelles, définissant leurs positions relatives, et
dont la formule générale est

(1) Tpg = +\/(xq"‘xp)2+(fq—fp)2+(zq = 2,)%;

enfin &, ., 8,4, Vp.q les angles que cette droite r,,, parcourue en allant
de M, a M, fait avec les axes des x, 7, 2, et dont les cosinus sont

: T Xp _ Yo=Y %%,
(2)  cosap = —T—= cosf,, =" cosyy,=

P:q Tpaq 7pg

Le mouvement du point M 4 ’époque ¢ sera caractérisé par les ac-
croissements que recevront a cette époque, durant un instant dt, ses
trois coordonnées x, y, 3, ou bien, afin de ne pas introduire d’infini-
ment petits dans les calculs, par les rapports 4 dt de ces accroisse-

d) dz

. . . s d.l‘
ments, c’est-a-dire par les trois dérivées = 2’ 5 Ces trois dérivées,
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qui ne sont autre chose que les augmentations, par unité de temps, des
coordonnées considérées, s’appellent les trois vitesses du point suivant
les axes, et 'on appelle sa vitesse réelle une ligne égale au rapport a dt
de I'élément correspondant ds de sa trajectoire, menée, a partir dela
position actuelle du point, dans la direction de cet élément. L.e mouve-
ment actuel est complétement représenté, en grandeur et en direction,
par cette ligue, dont I'expression est

: ds dx? dy? dz?

L’état de mouvement du point se modifiant en général d’'un moment
i I'autre, ces changements, pendant un instant dt, sont définis par les
rapports a dt des accroissements que regoivent, durant cet instant, les
dr dy dz
i’ A’ de
lent les accélérations du point suivant les axes, et I'on appelle son ac-
céleration totale la diagonale du parallélépipéde rectangle construit
sur trois arétes égales A ces accélérations et respectivement paralléles
aux axes. Cette diagonale multipliée par dt représente, en grandeur et
en direction, le second cdté, infiniment petit, d’un triangle, dont le
premier cOté est la vitesse du point & I'époque £ et le troisiéme sa vi-
tesse a I'époque ¢ -+ dt. L’accélération totale est donc, comme la vitesse
totale, indépendante du choix des axes.

trois cqmposantes s de sa vitesse. Ces trois rapports s’appel-

- 6. Dans le systéme matériel considéré, assez éloigné de tout autre
pour pouvoir en étre supposé indépendant, les phénoménes s’enchai-
nent de maniére que I'état actuel, sous le double rapport de la situa-
tion et du mouvement, détermine celui qui aura lien -au bout d’un
instant dt, cehii-ci le suivant, et ainsi de suite a I'infini. C'est ce que
I'on exprime en disant que les phénoménes sont régis par des lois. Par
couséquent, la nature d’un systéme détermine toute la série des états
par lesquels il passe, pourvua que I'on connaisse celui dans lequel il se
trouve 2 une époque donnée, et qui peut évidemment étre quel-
conque; en ce sens que les coordonnées et les vitesses, snivant les axes,
des divers points y sont arbitraires.



PURES ET APPLIQUEES. 313
. ) Pl e dx dy dsz
Il suit de la que les accélérations —-» E{—’, o
chaque point et & toute époque, des fonctions parfaitement détermi-
nées de I'état du systéme a cetie époque, c’est-a-dire des coordonnées
et peut-étre aussi des vitesses. Toutefois, je dis que ces fonctions ve
doivent pas dépendre des vitesses. En effet, il est d’abord naturel d’ad-
mettre que 'une quelconque d’entre elles ne peut tout au plus con-
tenir que la vitesse du point dont elle exprime une accélération; car,
durant l'instant dt, les vitesses des autres points ne modifient pas sen-
siblement leurs positions, ni par suite leur maniére d’étre et d’agir,
par rapport a celui que I'on considére. Mais elle ne dépendra pas non
plus de la vitesse de ce dernier; car, si I'on suppose imprimée aux
autres une vitesse égale et paralléle i celle-la, ce qui ne changera pas,
comme nous venons de dire, 'accélération actuelle du point considéré,
tous seront animés d'un mouvement commun de translation dans I'es-
pace; or 'expérience apprend que, dans ce cas, leurs déplacements
par rapport 4 un systéme d’axes coordonnés paralléles aux axes fixes,
mais constamment animés de ce méme mouvement de translation,
seront les mémes que ceux qui auraient lieu par rapport aux axes fixes,
si tous les points étaient actuellement sans vitesse. Donc les accéléra-
tions suivant les axes fixes & Uépoque t, évidemment égales a celles
qui seraient produites dans ce dernier mouvement, ne de’pendent que
des positions actuelles des points par rapport a ces axes, et les uns par
rapport aux autres.

doivent étre, pour

§ 1I.

PRINCIPE DES FORCES VIVES ET AUTRES LOIS GENERALES
DE LA MECANIQUE.

7. Quelle que soit la cause inconnue qui meut la matiére, I'obser-
vation attentive des faits nous porte i regarder I'énergie ou lactivité
déployée dans un mouvement comme proportionnelle : 1° 4 la vitesse
avec laquelle il s’effectue; 2° a4 la grandeur totale du déplacement
opéré; 3° enfin a un coefficient appelé masse, dépendant de la nature
du point qui est mil, et constant pour chaque point en vertu du grand
principe de la conservation de la matiére. Par conséquent, lorsqu’un

Tome XVHI (a€ série). — SeeTEMBRE 1873, 4o
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point de masse m parcourt avec la vitesse V, durant un instant di, un
chemin ds = Vdt¢, I'activité déployée dans ce mouvement est propor-
tionnelle 4 mVds = mV2dt, et peut étre considérée comme ayant pour
mesure £ mV?*dt, ou, rapportée a I'unité de temps, $mV?. En étendant
le signe de sommation 3 i tous les points d’'un systeme, I’activité totale
qui y sera déployée a I'époque ¢, par unité de temps, vaudra d’apreés
cela la quantité L 2mV?, que I'on appelle puissance vive du systeme..

Or Pexpérience conduit 4 admelire qu'un systéme indépendant de
tout autre tient de sa nature le pouvoir de développer par unité de
temps une certaine activité, qui ne varie qu'avec les rapports mutuels
des points dont il est formé, c’est-a-dire qui est une fonction détermi-
née — ¥ de leurs distances actuelles r, 5, 7y 5,..., Tpgy.... Comme,
d’ailleurs, on pent concevoir que les diverses parties d’un systéme se
trouvent disposées d’une maniére quelconque, 4 une époque unique,
prise par exemple pour origine des temps, et recoivent au méme
instant des vitesses quelconques, c’est-a-dire une activité arbitraire, il
faut joindre  la fonction — ¥, pour avoir I'expression totale de cette
activité a I'époque ¢, une constante arbitraire C dépendant de I'état
initial du systéme. On pourra donc poser I’équation suivante, qui sert
de fondement a toute la Mécanique :

(4) %Em‘n:—ly("q,z’rc,s7--'rp,q"">+c'

Elle est 'expression analytique de ce qu'on appelle le principe de
la conservation des_forces vives, principe d'aprés lequel la force vive,
2mV3, d'un systéme indépendant de tout autre, est impérissable ou
se retrouve la méme chaque fois que les parties du systéme reprennent
les mémes positions relatives.

Les distances r ne sont pas toutes indépendantes, et I’on pourrait en
éliminer un certain nombre de la fonction ¥; mais cette fonction, sous
sa forme la plus naturelle, celle que nous supposerons adoptée, doit
les contenir loutes; car il est rationnel d’admettre que chaque distance
joue un role daus la production des phénomeénes, en tant qu’expri-
mant le rapport des deux points qu’elle relie.

8. Différentions (4) par rapport au temps, apres y avoir remplacé V
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par son expression (3), et en tenant compte des relations (1) et (2). Si
nous observons que I’état ou se trouve le systéme a ’époque £ pourrait
étre choisi comme état initial, et que, par suite, quelles que soient les
coordonnées actuelles des divers points, on peat se donner arbitraire-
ment les composantes actuelles des vitesses, dont les accélérations ne
dépendent pas, nous devrons égaler dans les deux membres les coefti-
cients de dx,, dy,, dz,, et I'équation (4) équivaudra au systeme
des 3 relations

- dx dv
m, dt," :Zm cosa, g,

V dly, d¥
(5) 4 mpﬁzzmcosﬁp,q,

da*z a¥
P — —
e ap “‘Zdr,,_,cosy”"’ ’

ou m, désigne la masse du point quelconque M,, et ou les signes de
sommation I s’étendent a toutes les valeurs 1, 2, 3,..., n de g, autres
que p.

Menons, & partir du point M,, une droite dont les projections sur
les trois axes soient respectivement les premiers membres de ces rela-
tions, et d’autres droites dont I'une sera dirigée suivant la ligne qui

.. \ . ay
joint M, & chacun des autres points M,, et aura pour valeur ——; de
b ” drp.q

plus, appelons forces toutes ces droites; Jforce motrice de M, la pre-
miére d’entre elles, action de M, sur M, celle des autres qui est dirigée
suivant la ligne M,M,, et convenons aussi d’appeler résultante d'un
systéme de droites données la droite qui a sa projection sur un axe
quelconque égale a la somme des projections sur le méme axe des
droites données, et qui joint, par conséquent, les deux extrémités de
la ligne polygonale dont les divers ctés sont égaux et paralleles aux
mémes droites. Les relations (5) reviendront a dire que la force mo-
trice d’un point quelconque du systéme est la résultante d’actions par-
tielles, dont chacune, exercée sur ce point par Uun des autres, est
dirigée suivant la droite qui joint ces dewx points, égale et contraire &
la réaction du premier sur le second, et a pour expression la dérivée,
par rapport a leur distance, d’une méme fonction ¥ des distances ac-
tuelles de tous les points du systéme. Cette fonction a recu le nom de

jo..
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Jfonction des forces et aussi de fonction potentielle ou d'énergie poten-

tielle, pour une raison que I’on verra plus loin. Lorsqu’elle sera con-
nue, les équations (5) formeront un systéme de 3n équations diffé-
rentielles, dont I'intégration déterminera P'état du systeme i toute
époque, si les valeurs initiales des coordonnées et des vitesses sont
données pour tous les points.

9. On peut avoir & considérer spécialement, dans un systéme indé-
pendant de tout autre, un certain nombre de points constituant un
systéme partiel; on appelle alors forces intérieures les actions et réac-
tions mutuelles de ces points, et forces extérieures celles qui sont
exercées sur les mémes points par les autres.

On sait que la loi d’aprés laquelle la réaction est égale et contraire
a Paction permet d’établir six relations d'ou les forces intérieures se
trouvent éliminées, et qui suffisent pour résoudre le probléeme du
mouvement d’un corps de forme et de grandeur invariables, soumis a
des forces extérieures données : les trois premiéres, qui subsisteraient
alors méme que la réaction, toujours égale 4 I'action et paralléle de
sens inverse, ne serait pas dirigée suivant la droite de jonction des
deux points, sont I’expression analytique de ce qu'on appelle le prin-
cipe des quantités de mouvement ou du mouvement des centres de gra-
vité; les trois autres sont de méme I'expression du principe dit des
moments ou des aires. Je renverrai aux Traités de Mécanique ration-
nelle pour I'exposition de ces principes et anssi pour la maniére dont
on déduit des équations (5) la formule des forces vives appliquée a un
systéme partiel, en y introduisant la notion du travail des forces, demi-
force vive due a leur action et égale pour chacune d’elles, pendant un
instant dt, au produit de ’élément de chemin que décrit son point
d’application par la projection de la force considérée sur ce chemin.

§ III.

ATTRACTION NEWTONIENNE ET ACTIONS MOLECULAIRES.

10. 11 est un cas particulier pour lequel des considérations assez
plausibles permettent, sans invoquer le principe des forces vives, d’ar-
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river aux équations (5), et méme de déterminer en partie la forme de
la fonction ¥ : c’est celui d’un systéme dont tous les points se trouvent
situés a des distances perceptibles les uns des autres, c’est-a-dire au
dela des trés-petites distances ou leurs actions réciprogues sont éner-
giques et constituent la cohésion des solides, I'adhésion des liquides
et la pression des gaz.

Considérons, en effet, un systéme pareil. Les positions de tous ses
points M,, M,,..., M, relativement aux directions des axes coordon-
nés et les uns par rapport aux autres, seront évidemment déterminées.
si 'on connait en grandeur les droites r, ,, r, 4,..., 7, ,, qui joignent
le point M, a tous les autres, ainsi que les angles qu’elles forment avec
les axes des coordonnées. Par suite, les trois accélérations, suivant
les axes, de I'un quelconque des points, de M, par exemple, seront
des fonctions de ces distances et de ces angles. Il est clair, d’ailleurs,
que ces fonctions cesseront de dépendre d’une des distances, de r, ,,
si celle-ci devient infinie; car, a mesure que M, s’éloignera de M,,
son influence, répartie en quelque sorte sur la surface d’une sphére
de rayon r, ,, s’exercera sur M, d’aprés une fonction qui dépendra

. - . I

de l'inverse de cette surface ou de la quantité proportionnelle o
1,p

Drailleurs, si toutes les distances pareilles deviennent infinies, I'accé-

lération du point M,, étant indépendante de sa vitesse, sera nulle par

raison de symétrie, car elle ne pourra pas étre dirigée plutét dans un

., dizx, d!} dz
sens que dans I'autre. Les quantités =21, 22, 22

2 s g sont donc des fonc-

tions continues de ——:-:' iy oy ,L, s’annulant quand toutes ces va-
Tia i3 Tin
riables s’annulent. Et comme il n’y a pas de raison de supposer les
dérivées de ces fonctions nulles ou infinies pour des valeurs nulles
des variables, on peut les développer par la série de Maclaurin, en se
contentant méme des termes du premier degré quand les variables ne
sont pas trop grandes. 1l résulte de la forme linéaire ainsi donnée aux
formules que : Lorsqu’un point est situé a des distances sensibles des
autres points avec lesquels il se trouve en rapport, ses accélérations,
suivant trois axes rectangulaires fixes, sont respectivement, a chaque
époque, les sommes de celles qiiil aurait s'il était séparément en rap-
port avec chacun des autres points. De plus, ces accélérations par-
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tielles doivent 8tre en raison inverse du carré de la distance correspon-
dante. Observons d'ailleurs que, dans chaque systéme de deux points,
les accélérations totales, indépendantes des vilesses, seront dirigées,
par raison de symétrie, suivant la droite qui joint les deux points, et
enfin que I'accélération de chacun d’eux sera, an moins en général,
dirigée vers autre et non dans le sens opposé; car une action répul-
sive aux distances finies détruirait les systémes en les dispersant dans
I'espace, tandis que 1’observation et la raison prouvent au contraire
Iexistence d’une action attractive dont V'effet est de les former et de
les maintenir en rapprochant jusqu’a un certain point leurs éléments.

On sait comment Newton a été conduit : 1° par la considération
des deux premiéres lois de Kepler ‘et de celles de la chute des corps,
combinée avec I'observation du mouvement de la Lune, 2 admettre en
effet, entre deux points séparés par une distance finie, une attraction
en raison inverse du carré de cette distance; 2° par la considération
de la troisi¢me loi de Kepler, et sans doute aussi de la constance du
nombre g pour tous les corps terrestres, a supposer cette attraction
simplement proportionnelle aux masses des deux points et par consé-
quent indépendante, soit de leur nature chimique, soit de la présence
des points matériels qui pourraient se trouver treés-voisins de 1'un
d’eux. Cette derniére proposition résulte d'ailleurs simplement du fait
de I'invariabilité du poids des atomes dans tous leurs états chimiques
possibles, fait qui prouve bien que les actions dont la résultante con-
stitue le poids d’un atome, c'est-a-dire celles qui sont exercées sur cet
atome par les points matériels assez éloignés, ne dépendent pas de la
présence des points matériels voisins de Patome considéré.

11. La dérivée de la fonction des forces ¥ par rapport a toute dis-
tance perceptible de deux points du systeme se réduit par conséquent
a un facteur positif constant, multiplié par le produit des masses de
ces deux points et divisé par le carré de leur distance; ce qui revient
a dire que la fonction ¥ se compose de deux parties dont I'une est
égale, 2 part ce méme facteur constant changé de signe, i la somme
des termes qu’on obtient en divisant, par chacune des distances per-
ceptibles de deux points du systéme, le produit de leurs masses, et
dont la seconde, de forme plus compliquée, ne contient que les dis-
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tances imperceptibles des points du systéme. Il en résulte que I'ac-
tion totale exercée sur un point se compose de méme de deux groupes
de forces indépendants 'un de I'autre. Le premier groupe comprend
les actions exercées sur ce point, d’apreés les lois de Newton, par ceux
qui en sont & des distances finies; 4 cause de leur trés-grand nombre,
ces forces ont une résultante sensible, malgré leur extréme petitesse, et,
comme elles sont exercées de loin, cette résultante, rapportée a 'unité
de la masse attirée, varie assez graduellement d’un point de 'espace
aux points voisins pour qu’on puisse la supposer constante dans toute
I'étendue d’un petit volume quelconque. Le second groupe comprend
les actions beaucoup plus énergiques qui ne s’exercent qu’a des dis-
tances insensibles. Les forces qu'e Pon appelle pressions, tractions,
Jorces instantanées, etc., ne sont que leurs résultantes prises dans des
conditions diverses. On les désigne habituellement sous le nom d’ac-
tions moléculaires; mais cette dénomination me parait a la fois trop
générale, puisque les attractions newtoniennes sont elles-mémes, 2
la rigueur, des actions moléculaires, et trop restreinte, car elle parait
exclure ce que j'appellerai, au paragraphe V, les actions atomiques,
qui en font cependant partie. Je pense que le meilleur nom qu’on
pit leur donner serait celui d’actions de contact; car le contact phy-
sique, qui admet des degrés, et qu’il ne faut pas confondre avec le
contact géométrique ou absolu, n’est pas autre chose qu’un rappro-
chement de deux corps assez grand pour mettre ces forces en jeu.
Les résultantes d’actions moléculaires les plus importantes 4 consi-
dérer, parce qu’elles peuvent étre tenues en équilibre au moyen de
poids connus et étre par sunite évaluées effectivement en kilogrammes,
sont celles que 1'on appelle pressions ou tractions, et que I'on obtient en
composant ensemble toutes les actions exercées, 4 de trés-petites dis-
tances et a travers une surface donnée, par les points matériels qui
sont d’un co6té de cette surface sur ceux qui sont de Vautre coté. De
petits éléments égaux et voisins d’'une méme surface se trouvant, en
général, dans des conditions physiques pareilles, les composantes,
suivant trois axes fixes de coordonnées, de la pression qu’elles sup-
portent, varient avec continuité de I'un a 'autre, et 'on peut rapporter
ces composantes & I'unité de surface, c’est-d-dire supposer chacune
d’elles, sur tout élément plan trés-petit mené par un certain point et
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dans une direction donnée, égale au produit de l'aire de I'élément
plan par une quantité finie et déterminée, qui ne varie plus qu’avec
Yorientation de I'élément et avec les coordonnées du point considéré.
Celle quantité finie est une pression rapportée a I'unité de surface. On
sait comment ’application des deux principes des quantités de mou-
vement et des moments 2 un tétraédre trés-petit, considéré d’abord
par Cauchy et dont les faces sont, trois rectangulaires de direction fixe,
la quatri¢éme de direction variable, permet d’évaluer toutes les pres-
sions, relatives aux éléments superficiels qui se croisent en un méme
point, au moyen de six d’entre elles qui restent indépendantes, et
comment le principe des quantités de mouvement, appliqué aussi par
lui 4 un parallélépipéede rectangle trés-petit, fournit ensuite, pour cal-
culer les déplacements perceptibles des diverses particules de matiere
qui composent un corps, trois équations dans lesquelles les actions
moléculaires ne sont représentées que par les dérivées premieres de
ces six pressions par rapport aux coordonnées.

§ IV.

ENERGIE ACTUELLE ET ENERGIE POTENTIELLE.

12. 1l est permis de supposer implicitement ajoutée & la fonction ¥
une constante arbitraire telle, que la plus petite valeur de cette fonc-
tion qu'on puisse avoir a considérer soit égale a zéro. A celte con-
dition, ¥ ne deviendra jamais_négative dans I'équation (4), qui
revient a

(6) ¥ mV+¥=C.

On voit que la demi-force vive atteint sa valeur la.plus considérable
pour ¥ = o, et qu’elle est alors égale a la constante du second membre.
Celle-ci mesure donc le plus grand déploiement d’activité dont le sys-
téme soit capable : c’est pourquoi elle a requ le nom d’énergie totale
du systeme. Elle est 4 chaque instant la somme de la demi-force vive,
appelée aussi énergie actuelle, et de la valeur correspondante de ¥,
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dite énergie potentielle. Le travail d’une force, accroissement qu’elle
apporte a la demi-force vive de son point d’application, représente par
suite la quantité d’énergie potentielle transformée par cette force en
énergie actuelle.

D’aprés les considérations qui terminent le paragraphe précédent,
I’énergie potentielle se compose de deux parties distinctes, dont la pre-
miére peut étre appelée énergie potentielle des attractions newto-
niennes et ne dépend que des distances finies des points du systéme,
tandis que la seconde contient seulement les distances imperceptibles
des mémes points et a pour différentielle, par rapport & I'nne quel-
conque de ces distances, le travail total, changé de signe et pris du-
rant un instant d¢, des deux actions réciproques exercées a ses extré-
wités. Cette seconde partie, que je désignerai par ©, est appelée
énergie potenticlle interne.

13. Tl est évident que, si, de toutes les droites qui joignent deux a
deux les points d’un systéme, on fait au hasard deux groupes dont
'un contienne incomparablement plus de ces droites que I'autre, la
somme des différentielles partielles, par rapport & toutes les droites de
ce dernier groupe, de I'énergie potentielle interne du systéme, sera
négligeable devant la somme des différentielles partielles de cette éner-
gie par rapport aux droites du premier, et pourra par conséquent
n’étre pas comptée dans la différentielle totale de la méme énergie.
De ce principe résultent deux conséquences importantes: 1° les tra-
vaux des forces réciproques appliquées aux extrémités de toutes les
droites de longueur insensible qui traversent une surface quelconque
ont une somme totale négligeable; et, par suite, le travail des actions
exercées d’un coté de la surface est constamment égal et contraire a
celui des forces appliquées au coté opposé ; 2°si 'on divise un corps en
parties perceptibles, mais d’ailleurs petites ou grandes, on pourra, du-
rant chaque instant d¢, négliger le travail total des actions exercées a
travers les surfaces de séparation des diverses parties, et méme celui
des actions réciproques appliquées, dans chacune d’elles, 4 I'intérieur
d’une couche superficielle d’épaisseur égale au rayon d’activité des
actions moléculaires, et qui pourraient par conséquent dépendre en
partie du milieu adjacent.

Tome XVII (22 série). — Octosre 1873. [ll
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La différentielle de I'énergie potentielle interne d’'un systeme est
donc égale i la somme des différentielles des énergies potentielles in-
ternes que posséderaient ses diverses parties supposées isolées les unes
des autres. Comme on peut d’ailleurs concevoir P’espace qu’occupe un
corps divisé en éléments de volume égaux, dans lesquels la nature et
I'état de la matiére varient en général avec continuité d’un point aux
points voisins, la différentielle de I'énergie potentielle interne, pen-
dant un instant d¢, et par suite cette énergie elle-méme, pourront étre
rapportées, en chaque point de I'espace, & l'unité de volume. En
d’autres termes, si ®, désigne une fonction de x, ¥, z, dépendant en
chaque point de la nature et de I'état de la matiére qui s’y trouve, = le

volume entier du corps,fune intégrale prise dans toute I'étendue

(D:f,,q"d"'

L'observation des phénoménes capillaires a démontré que, parmi
les éléments de volume qu’on peut concevoir dans un systéme maté-
riel, ceux qui se trouvent trés-voisins de la surface, libre ou non, d'un
liquide ont une énergie potentielle interne beaucoup plus grande, du
moins dans sa partie variable d’un moment a l'autre, que ceux de
l'intérieur du liquide, et que I'on doit compter spécialement dans ce
cas, et malgré I'extréme petitesse, presque insensible, de I'épaisseur
totale des couches superficielles, la part d'énergie potentielle interne
qu'elles possedent. Il est évident qu’on peut la rapporter a l'unité
d’aire superficielle; si 'on appelle ¢ la surface totale, do un de ses
éléments, ®, une certaine fonction de 'état de la surface au point
considéré, la portion d’énergie potentielle interne qu’il s’agit d’éva-

luer sera
f@, ds.

Enfin, quand tous les mouvements étudiés sont continus, ou agitent,
sans les méler jamais, les éléments de volume matériels et juxtaposés
qui composent chaque corps du systéme, on peut considérer, aux
divers instants successifs, ces mémes volumes matériels dont la forme,

de ce volume, on aura
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la grandeur et la position dans I'espace varient d’'un moment 4 l'autre,
et rapporter par suite I'énergie potentielle interne, non pas 4 I'unité
de volume actuel, mais i P'unité de volume primitif. C’est ce qu'il con-
vient en particulier de faire dans la théorie de I'élasticité des corps
solides, et, plus généralement, toutes les fois que I’on étudie les dépla-
cements des points d’'un milieu en caractérisant chacun de ces points
par ses coordonnées primitives d’équilibre, prises ainsi pour variables
indépendantes. On peut voir & ce sujet les notes 3 et 4, placées i la fin
de la Theéorie des ondes liguides périodiques (au tome XX du Recueil
des Savants étrangers).

14. L’énergie potentielle interne de la maliére contenue dans un
petit volume quelconque ne donne, par ses variations d’un moment a
Pautre, que le travail total, changé de signe, des actions réciproques
exercées dans son intérieur & de trés-petites distances; mais comme
les actions réciproques qui s’y trouvent exercées a des distances finies,
C’est-a-dire les altractions newloniennes mutuelles de ses atomes, ne
peuvent jamais avoir, sur chaque point matériel du volume, qu'une
résultante extrémement petile et négligeable, on peut dire que les va-
riations de I'énergie potentielle interne comprennent tout le travail,
changé de signe, des actions intérieures de 1'élément de volume. Par
suite, l'augmentation, pendant un instant dt, de la demi-force vive de
la matiére contenue dans un petit volume quelconque , augmentation
égale a la somme des travaux de toutes les forces appliquées a chacun
des points matériels qui s’y trouvent compris, a pour valeur le travail
total des actions extérieures qui agissent sur cette matiére, diminué
de Uaccroissement que regoit , pendant le méme instant, son énergie
' potentielle interne.

§ V.

ENERGIE PHYSIQUE OU MOLECULAIRE, ET ENERGIE CHIMIQUE
OU ATOMIQUE.

15. L’étude attentive des faits conduit a regarder les corps comme
composés de particules distiucles, extrémement petites, appelées molé-
cules, séparées par des intervalles trés-supérieurs 4 leurs dimensions,

4I..
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et qui agissent les unes sur les autres, avec une intensité notable, a
des distances imperceptibles, mais néanmoins assez grandes pour que
Pon puisse assimiler les molécules, dans le calcul de ces actions, a de
simples points matériels. J’admettrai, avec Navier et Poisson, que le
rayon d’activité R des mémes actions, qu’on peut appeler actions phy-
siques ou moléculaires, contient un grand nombre de fois la distance
des molécules les plus rapprochées, hypothése qui permet d’évaluer,
sans erreur appréciable, I'action totale exercée sur une seule molécule
par ses voisines comme si celles-ci remplissaient l'espace environnant
ou forinaient une matiére continue; ce qui nous fournira plus loin
d'intéressants résultats et en particulier I'explication du phénomene
de la fluidité.

Indépendamment des actions physiques ou intermoléculaires, il y
en a d’autres trés-puissantes, qui n’agissent qu’a des distances com-
parables aux dimensions d'une wolécule, et qui s’exercent notamment
entre les divers éléments matériels, ou atomes, composant chacune
d’elles; on peut les appeler actions chimigues ou atomiques.

16. Si l'on isole par la pensée, dans un corps, une particule quel-
conque d’un petit volume apparent v et de masse M, il arrive en géné-
ral que le centre de gravité de chacune des molécules qu’il contient
posséde, en outre de son mouvement perceptible, graduellement va-
riable d’un point de I’espace aux points voisins et qui est sensiblement
le méme pour toute la particule considérée, un mouvement vibratoire
spécial, dit calorifigue, s'eflectuant avec rapidité, bien que d’ampli-
tude insensible. La phase de ce mouvement change extrémement vite
quand on passe d’un point aux points voisins, et j’admelttrai qu’elle
recoit 4 chaque iustant ou presque a chaque instant les valeurs les
plus différentes dans I'étendue d’une sphére décrite, d'un centre quel-
conque, avec le rayon d’activité R des actions toléculaires. Cette sup-
position ne serait pas permise si les vibrations dont il s’agit ici se pro-
pageaient par ondes réguliéres comme celles qui constituent la lumiére
et la chaleur rayonnante; car alors la longueur d’onde, bien que pe-
tite, serait probablement trés-supérieure & R. Mais ces vibrations, qui
constituent la chaleur se propageant par conductibilité, ont justement
pour caractére distinctif d’étre trop rapidement variables de phase
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d’un point a I'autre pour qu’on puisse leur appliquer les équations
ordinaires et bien connues des mouvements continus des milieux. Si
Pon pouvait, en effet, leur appliquer ces équations, la propagation des
vibrations calorifiques dans un corps athermane ne différerait pas sen-
siblement de celle du son. Enfin les atomes d’une méme molécule
sont, en général, animés de mouvements vibratoires de sens opposés,
indépendants de celui du centre de gravité de la molécule et qui ten-
dent méme & la décomposer.

D’aprés cela, on voit que les coordonnées d’un atome d’un corps,
par rapport a un systeme d’axes rectangulaires fixes des x, y, z, sont
de la forme

(7) x4+Azx+Ax, y+Ay+Ay, z+Az4 4z,

A, x, Ay, Az désignant la partie de ces coordonnées qui provient du
mouvement propre de 'atome, Ax, Ay, Az celle qui provient du
mouvement propre du centre de gravité de la molécule, enfin x, y, z
les trois coordonnées qu’aurait 'atome 4 I'époque considérée ¢, dans
le cas ot la matiére ne serait animée que de son mouvement percep-
tible. Si 'on multiplie la masse de chaque atome : 1° par 'une des
quantités correspondantes A,x, A,y, Az, ou par leurs dérivées
prewmiéres en ¢, ui sont les composantes suivant les axes des vitesses
vibratoires atomiques; 2° par 'uue des quantités Ax, Ay, Az, ou par
leurs dérivées premiéres en ¢, qui sont de méme les composantes sui-
vant les axes des vitesses vibratoires moléculaires, la somme des pre-
miers produits, étendue a tous les atomes d’une méme molécule, sera
évidlemment nulle, et la somme des seconds le sera aussi, pourvu
qu’'on I'étende a tous les atomes composant un élément de volume du
corps. Cela posé, on peut, aprés avoir différentié les expressions (7),
par rapport au temps, les élever au carré, multiplier celui-ci par la
demi.masse £ m de I'atome correspondant, et faire la somme des résul-
tats pour toute la matiére comprise 4 I'intérieur du volume v; on trou-
vera ainsi, & cause de termes dont la somme sera nulle d’aprés ce qu’on
vient de dire, que la demi-force vive totale de la*particule considérée
de matiére est simplement la somme : 1° de la demi-force vive corres-
ponidant au mouvement perceptible; 2° de celle qui correspond aux
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seules vibrations moléculaires ; 3° enfin de la demi-force vive que pos-
séderait la particule si les vibrations atomiques seules subsistaient. 1l
convient d’appeler les deux derniéres parties, que je représenterai res-
pectivement par E, et par E,, énergie actuelle moléculaire et énergie
actuelle atomique, et de donner aussi a lenr somme le nom d’énergie
actuelle interne, le mot interne signifiant que cette partie de I'énergie
actuelle n'est pas directement observable, parce qu’elle provient de
mouvements d’amplitude imperceptible.

17. 1l est évident que si I'on divise par la pensée un corps en petites
parties, se trouvant a peu pres de grandeur et de nature pareilles, pla-
cées dans les mémes circonstances et contenant chacune un nombre
assez grand de molécules pour qu’il y en ait simultanément a toutes les
phases de leurs vibrations calorifiques, les énergies actuelles internes
de ces parties seront sensiblement égales et auront pour somme la
demi-force vive calorifique du corps tout entier. On peut donc rap-
porter I'énergie actuelle interne, tout comme on I'a fait au paragraphe
précédent pour’énergie potentielleinterne, & 'unité de volume, actuel
ou primitif, s’il s’agit de la matiere située a I'intérieur des corps, et &
Punité d’aire, s'il s'agit de leurs couches superficielles. Par suite, la
somme des deux énergies internes, potentielle et actuelle, pourra I’étre
également; cette somme a recu le nom d'énergie interne totale. Elle
est plus importante a considérer que chacune des deux parties qui la
composent; car, sil'on considére 4 part, dans la demi-force vive totale
d’un corps, celle qui correspond au mouvement perceptible de ses
molécules, et qui seule est directement mesurable, le théoréme des
forces vives, appliqué a un petit volume quelconque et démontré i la
fin du paragraphe précédent, pourra s'énoncer en disant que la somme
des deux accroissements, pendant un instant dt, de la demi-force vive
perceptible d'un petit volume quelconque de matiére et de son énergie
interne totale, est égale au travail total, durant le méme temps, des
actions extérieures qui lui sont appliquées.

A8. Mais occupous-nous de I'énergie potentielle interne du petit
volume déja considéré v, et cherchons : 1° & la décomposer, s'il est
possible, en énergie moléculaire et en énergie atomique; 2° i évaluer
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la partie de cette énergie qui dépend des mouvements vibratoires, mo- .
Jéculaires ou atomiques.

L’action exercée entre deux atomes d’une méme molécule ne doit
pas dépendre, d’une maniére appréciable, des distances réciproques
d’atomes appartenant & des molécules différentes; car ces distances,
par rapport a celle des deux atomes considérés, sont extrémement
grandes et peuvent étre supposées infinies, quelles que soient leurs
vraies valeurs. Les atomes d’une méme molécule doivent donc se com-
porter a fort peu prés, les uns par rapport aux autres, comme dans le
cas ou aucune autre molécule n’existerait, et, si I'on considére les
variations recues pendant nn instant ¢ par I'énergie potentielle in-
terne de la particule considérée de matiére, la partie de ces variations
qui égale le travail, changé de signe, des actions exercées entre des
atomes d’une méme molécule, pourra se calculer sensiblement, pour
chaque molécule, comme si elle était seule. Par suite, la partie de
I’énergie potentielle interne qui correspond aux actions chimiques est
simplement, A part une constante arbitraire dont on peut faire abstrac-
tion, la somme des valeurs qu’elle a dauns chaque molécule en particu-
lier, valeurs qui sont, ponr chacune, une fonction des seules distances
réciproques de ses atomes. Je supposerai I’état chimique du corps
assez stable pour que les positions relatives moyennes des atomes qui
composent une méme molécule restent 3 peu prés les mémes durant
tous les phénoménes étudiés, de maniére que la partie variable de
cette fonction puisse étre réduite a ce qui provient du mouvement
vibratoire atomique. En retranchant de I'énergie potentielle interne
la partie déja considérée, je veux dire celle dont les variations d’un
instant & lautre, changées de signe, donnent le travail total des
actions intérieures de chaque molécule en particulier, et qui est une
fonction exacte des distances de leurs atomes, le reste sera une seconde
partie, bien distincte, de la méme énergie, dont les variations corres-
pondront de méme au travail des actions exercées entre atomes appar-
tenant & deux molécules différentes. Examinons I'action totale exer-
cée sur un atome d’une molécule par tous ceux d’une autre molécule;
dans |'évaluation de cette résultante, toute droite mesurant la distance
de deux points situés sur des molécules différentes pourra étre rem-
placée par la distance, i fort peu prés égale, des centres de gravité
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des deux molécules elles-mémes, et, de plus, d’aprés 'hypothése faite
de la petitesse des déformations subies par chaque molécule en parti-
culier, les distances réciproques des points matériels de 1'une d’elles,
en admettant que les actions dont il s'agit varient avec ces distances,
devront pouvoir y étre remplacées aussi, sans erreur sensible, par leurs
valeurs moyennes i peu preés invariables. L’action totale d’une molé-
cule sur un atome d’une autre ne variera donc qu’avec les distances
des centres de gravité respectifs des molécules considérées et de leurs
voisines, et il en sera de méme de I'action totale de la premiére mo-
lécule sur la seconde, c’est-a-dire de la somme de toutes les actions
pareilles exercées par la premiére sur les divers atomes de la seconde.
Ces actions ne dépendant donc plus des distances atomiques indivi-
duelles, leurs travaux, c’est-a-dire leurs produits par les projections,
sur leurs directions, des déplacements des atomes correspondants,
seront en moyenne indépendants du mouvement vibratoire atomique,
qui se fait dans des sens opposés, soit successivement, pour un méme
atome, soit simultanément pour les divers atomes d’'une méme molé-
cule. Par suite, le travail total des actions réciproques exercées entre
deux molécules pourra étre réduit a celui qu'effectueront leurs deux
résultantes générales, ¢gales et opposées, supposées appliquées aux
deux centres de gravité respectifs de ces molécules, et variables seu-
lement avec les distances de ces centres ou de ceux des molécules
voisines; changé de signe, il aura pour expression, durant un in-
stant dt, le produit de 'une de ces résultantes, dite action réciproque
des deux molécules, par la différentielle dr de la distance r de leurs
points d’application. La somme des produits pareils, pour tous les
couples formés par les molécules du volume v, sera 'accroissement,
pendant I'instant d¢, de la seconde partie de I'énergie potentielle in-
terne, c¢'est-a-dire d’une fonction des distances des diverses parties qui
composent le volume considéré; ce sera donc une différentielle exacte,
et la seconde partie de I'énergie potentielle interne ne pourra que se
réduire a une certaine fonction ¢ des distances des centres de gravité
des diverses molécules.

On voit que ’énergie potentielle interne sera la somme : 1° d’un
terme provenant du mouvement vibratoire atomique et dans P'expres-
sion duquel les distances des centres de gravité des molécules n’en-
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treront pas; 2° d’une partie qui ne variera au contraire qu’avec Ces
distances et qu’on pourrait appeler énergie potentielle moléculaire.

19. Soient, al'époquet: x, ¥, z; ', ¥, 23 £, ¥, 3'5... les coordon-
nées des positions moyennes des centres de gravité de molécules ayant
respectivement pour masses 1, m,m’y...; x+ Ax, y+ Ay, 2+ Az;
X'+ Ax, y+ Ay, F+ A 2 +Ax, y+ Ay”, 2'+Az";... les
coordonnées de leurs positions vraies; r, /... les distances des
positions moyennes (x, 7, z), (x', ¥’ Z), (2", 9"y 27)y.. 5 T AR
r+Ar';... les distances vraies des molécules, distances données par
les relations

2

g (r-+Ar)? = (2’ —x +Ax' — Ax)* + (" —y + 48y — Ay)
(8) + (2 — 2+ Az — Az)?, (P4 AV =L

Les quantités telles que Ar sont petites en comparaison des dis-
tances r des positions moyennes, et I'énergie potentielle moléculaire
peut se développer, ainsi qu'il suit, par la série de Taylor limitée aax

termes du second degré :
$(r+Ar, ¥+ AP ) =g T, )
A, e dY dry ]
+2Z Ar +§22FA"2+ZZEP AI‘SJ’,

les deux premiers signes de sommation X s’étendent 4 toutes les dis-
tances r -+ Ar, et le dernier a toutes les combinaisons deux & deux de
ces distances. Or la valeur moyenne de Ar ne différe de zéro que par
des quantités du second ordre de petitesse; d’ou il résulte que le pro-
duit Ar Ar’, aussi souvent négatif que positif, est en moyenne d’un
ordre de petitesse supérieur au second. On peut donc supprimer les
termes qui en sont affectés et poser simplement

(9) ¢(r+Ar,r+ Ar,. ) =g(r 1. ) +Z (Z—;P Ar+ i%’: Ar’) .

La dérivée de I’énergie potentielle moléculaire par rapport a la dis-
tance de deux molécules m et m’ n’est autre chose que l'action réci-
proque de ces deux molécules, action que je désignerai, aux para-

Tome XVIII (2° série). — Ocrosrk 1873. ha
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graphes VIII et IX, par mm'¢(r + Ar, ¥ + Ar/,...). On a done

{ a4
%:mm’q;(r,r’,...), — =mm' -

ce qui permet d’écrire identiquement, au lieu de la relation (g),
(10) 4 (r+Ar,r +AF,.)=4(r,r,...) + i 2 [mzm'(q;Ar+ %—gAﬁ)],

le signe = qui se trouve entre crochets, au second membre, s’étendant
a toutes les molécules m’ qui en entourent une méme m, et le signe de
sommation qui se trouve en dehors des parenthéses s’étendant ensuite
aux sommes pareilles relatives a toutes les molécules m de la particule
de matiére considérée.

20. Occupons-nous d’abord de la premiére somme 3, de celle qui
est relative 4 toutes les molécules situées autour d’une méme m, et
cherchons sa valeur, ou plutét la moyenne des valeurs qu’elle ac-
quiert autour d'un grand nombre de molécules telles que m. II est
évident que la partie de cette somme qui est affectée linéairement des
Ar doit étre proportionnelle 4 la valeur moyenne de Ar, et que Ia
partie de la méme somme qui est affectée des Ar? doit étre également
proportionnelle 4 la valeur moyenne de (Ar)2. Ces valeurs moyennes
sont faciles 4 déduire des relations (8). La premiére de celles-ci donne,
en effet, si 'on extrait la racine carrée des deux membres, qu’on
développe celle du second, par la formule du bindme, jusqu’aux
termes du deuxiéme ordre de petitesse inclusivement, et que |’on fasse
ensuite abstraction des termes du résultat qui sont affectés linéaire-
ment de Ax’, Ax, Ay’,..., Az, ou du produit de deux A différents
et dont la valeur moyenne est nulle,

Az Az Ay + Ay -+ AP 4 A2
) 2r
I
( (@ — 2 (Ax - Ax?) + (' —y P Ay +Ay7) + (7' —2) (824427

@3

Ar = en moyenne

Or, toutes choses égales d’ailleurs, les carrés des déplacements mo-
léculaires vibratoires suivant les trois axes, Ax’, Ax,..., Az, sont
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proportionnels aux carrés des amplitudes de ces déplacements, les-
quels sont eux-mémes, dans tous les mouvements vibratoires et toutes
choses égales d’ailleurs, en raison directe du carré moyen des vitesses,
c’est-a-dire du rapport de la demi-force vive totale E,, dépendant des
mouvements considérés a la masse vibrante m. La formule (11) montre
donc que la partie de la somme = étudiée, qui est affectée linéaire-

’ . En
ment des Ar, est proportionnelle au rapport -

Il en est de méme de I'autre partie comprenant les termes affectés
des (Ar)®. Si 'on développe, en effet, toutes les parenthéses de la
premiere formule (8), et que 'on substitue 4 chaque terme sa valeur
moyenne, on trouve pour valeur moyenne de (Ar)* une expression
linéaire par rapport aux carrés des Ax’, Ax, Ay’,..., Az, et variable,
par suite, proportionnellement aux carrés des vitesses vibratoires ou

. E c 1y . . . .
a ;‘ La somme = considérée est donc tout entiére en raison directe

de ce rapport.

La méme somme varie encore avec la forme de la fonction ¢. Nous
supposerons que, pour toutes les particules matérielles qu’on se pro-
pose d’étudier, ¢ et sa dérivée en r soient les produits respectifs de
deux mémes fonctions des distances r, r',. .., par une quantité ¢, seule
variable d’une particule & I'autre, mais constante dans toute I'étendue
de chaque particule : les sommes = considérées ne différeront évidem-
ment les unes des autres, sous le rapport de la fonction ¢, que par le
facteur ¢, auquel elles seront encore proportionnelles.

Observons enfin que, vu la grandeur supposée du rayon R d’activité
des actions moléculaires par rapport 4 la distance des molécules les
plus voisines, le calcul de la méme somme 2 peut se faire comme si
la matiére était continue, et qu’il est permis de substituer, par suite,
4 la masse m’ celle d’un petit élément de volume matériel voisin de la
molécule m, et dont j'appellerai dw la valeur quand on suppose tous
les points qui le composent placés dans leurs situations moyennes :
cette masse sera pdw si p désigne la densité de la matiére, et, les fac-
teurs dm étant encore exactement pareils pour toutes les sommes X
dont il s’agit, ces sommes seront proportionnelles 4 la densité p de la
particule.

42..
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En résumé, désignons par 2f un coefficient qui aura la méme valeur

pour toutes les particules étudiées, etla somme 2 entre parenthéses du
E.
M

- L’autre somme 2,

second membre de (10) vaudra moyennement 2 p

celle qui est en dehors des parenthéses, sera, par suite,
En .
2f pe —2m= af peE,,.

21. 1l reste & évaluer la portion de I'énergie potentielle du corps
qui provient des vibrations atomiques, et qui est, pour chaque molé-
cule, la partie variable d’une fonction des distances de ses atomes.
Or les mouvements vibratoires, en général, donnent lien, suivant
chaque axe coordonné, non-seulement & des oscillations continuelles
des points étudiés autour de leurs situations moyennes, mais encore
a de petits changements de ces situations moyennes, changements qui
sont du second ordre de petitesse on proportionnels au carré des
amplitudes, et qui proviennent de ce que les déplacements positifs et
les déplacements négatifs, par rapport aux positions primitives d’équi-
libre, ne se neutralisent que dans leurs termes du premier ordre. La
fonction qui exprime I'énergie potentielle de chaque molécule pourra
étre développée par la série de Taylor, comme I'a été la fonction ¢,
suivant les puissances des petites portions dr—+ A,r, or' + A,
des distances mutuelles de ses atomes, qui proviennent du mouvement
atomique et qui correspondent, savoir : dr, dr’,... aux déplacements
des situations moyennes des atomes; A7, A,r’,... au mouvement qui
se fait autour de ces situations moyennes; ce qui donnera évidemment
un terme proportionnel, en moyenne, au carré des amplitudes, ou au

, . . . e . E
carré des vitesses correspondant i ce mouvement, c¢est-a-dire a3 —-

La masse totale n des molécules étant en raison directe de leur
nombre, la partie cherchée de I'énergie potentielle sera égale au pro-
duit de I’énergie actuelle atomique E, par un coefficient f’ dépendant
de la constitution des molécules.

22. L’énergie potentielle interne € de la particule sera donc en tout

(1a) e=y(ryrr’y...) + fpeEn + fEqg
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et ’énergie interne totale U, somme des deux énergies internes, poten-
tielle et actuelle, vaudra

(13)  U=g(rr,r" ) + (1 + fpe) By + (1 /') Es.

1l faut remarquer que r, r’, r”, ... désignent, dans ces formules, les
distances mutuelles des centres de gravité des diverses molécules dans
leurs situations relatives moyennes.

§ VI.

ETHER, LUMIERE ET CHALEUR, TEMPERATURE.

23. Les phénomeénes lumineux et calorifiques n’ont pu étre expli-
qués qu’en supposant répandu dans tout I'espace intra-stellaire un
corps, 'éther, d’une densité assez petite par rapport a celle des autres
corps, dits pondérables, pour n’exercer sur ceux-ci aucune action sta-
tique perceptible et ne pas méme opposer de résistance appréciable a
leurs mouvements, mais néanmoins capable de propager, avec une
énorme rapidité, des ondes, a vibrations transversales, d’'une ampli-
tude extrémement faible, dont la demi-force vive constitue justement
la chaleur rayonnante et la lumiére. Le carré de la vitesse de propa-
gation de ces ondes dans le vide, étant égal au coefficient d’élasticité
de I'éther divisé par sa densité, peut étre tres-grand, malgré la peti-
tesse probable de I'élasticité de I’éther, pourvu que sa densité soit
encore incomparablement plus petite. Ce milieu, qui pénétre d’ailleurs
a l'intérieur de tous les autres corps en y conservant, 4 fort peu pres,
la méme élasticité et la méme densité que dans le vide interplané-
taire (*), doit donc étre considéré comme un solide pour de trés-petits
déplacements imprimés a ses molécules, et comme un fluide extréme-

(*) On peut voir les raisons qui prouvent que 1'élasticité et Ia densité de I'éther sont
les mémes dans les corps que dans le vide, au paragraphe VIII d’'un Mémoire inti-
tulé Théorie nouvelle des ondes lumineuses (Journal de M. Liouville, t. XIII, 1868),
ainsi qu’aux n°* 10, 11, 22, 30, 33 d’une étude Sur les diverses maniéres de présenter
la Théorie des ondes lumineuses, par M. de Saint-Venant (4nrales de Chimie et de
Physique, §° série, t. XXV, 1872) et a 'Addition ci-aprés (n° VII).



334 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

ment facile 3 diviser pour des mouvements d’une amplitude plus
grande; ce qui s’explique en admettant que sa résistance élastique
aux déformations qu’on lui fait subir cesse d’étre proportionnelle aux
écarts moléculaires bien avant que ceux-ci deviennent perceptibles,
et reste toujours trés-petite en valeur absolue.

L’observation des phénoménes lumineux dans les corps en mouve-
ment tend i prouver que I'éther, malgré sa faible masse relative, n’est
pas retenu ni méme mi sensiblement par les molécules pondérables
qui le traversent, mais se comporte plutdt, & I’égard de ces corps,
comme un liquide en repos & travers lequel passeraient des filets a
mailles trés-larges. Cette circonstance est évidemment inexplicable si
I'on n’admet pas : 1° que la distance des molécules pondérables voi-
sines est trés-grande par rapport a leurs dimensions; 2° que le rayon
d’activité des actions moléculaires de I'éther et celui des actions réci-
proques de Iéther et de la matiere pondérable sont tout au plus com-
parables aux dimensions d’une molécule pondérable et ne s’étendent,
par suite, tout autour de I'une quelconque de celles-ci qu’a une frac-
tion négligeable de V'espace intermoléculaire environnant; 3° et, par
suite, que I’éther n’est un milieu élastique possible qu’a la condition
d’étre incomparablement plus divisé ou plus ténu que les autres corps,
de maniére 4 avoir un nembre en quelque sorte infini de molécules
dans un espace qui en contient seulement quelques-unes de matiére
pondérable.

Toutes ces propriétés de 'éther s’expliquent, si I'on admet que ce
milieu se trouve, non pas condensé en molécules, comme la matiere
pondérable, mais & I'état d’atomes uniformément répandus dans I'es-
pace, de maniére 3 n’étre soumis qu'aux actions atomiques, incom-
parablement plus énergiques que les autres, toutes choses égales
d’ailleurs, mais dans le calcul desquelles on peut ne compter, comme
notablement influentes, que celles qui s’exercent a des distances au
plus comparables aux dimensions d’une molécule pondérable.

Q4. Tous les corps flottant ainsi dans I’éther, leurs vibrations mo-
léculaires s’y propagent sous forme d’ondes ui constituent, suivant
la durée plus ou moins courte des vibrations, les lumiéres des diffé-
rentes couleurs et des chaleurs rayonnantes diversement réfrangibles.
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Quand de telles ondes atteignent une région de I'éther dans laquelle
se trouvert disséminées les molécules d'un corps, ces molécules
prennent une certaine fraction finie de la quantité de mouvement
recue par I’éther qui les environne, et, malgré leur densité relative-
ment énorme, elles se mettent  décrire des oscillations, extrémement
petites, il est vrai, par rapport  celles de I'éther. Or il peut se pré-
senter deux cas principaux :

1° L’état vibratoire ainsi imprimé aux molécules pondérables peut
n’étre concordant avec aucun de ceux que les actions réciproques
développées entre celles-ci tendraient a produire ou du moins 4 main-
tenir; alors ces molécules n’acquiérent pas des déplacements suffisants
pour que leurs actions réciproques entrent en jeu avec une intensité
comparable 4 celle des autres forces développées par le mouvement,
ainsi que c’est démontré (en note) au paragraphe 1 de la Théorie nou-
velle des ondes lumineuses citée plus haut (ou au n° I1 de I'Addition
ci-apres); chaque molécule pondérable, soumise 4 la seule action de
I'éther qui V'environne, finit par osciller 4 I'unisson de cet éther, et
les ondes se propagent sans perte sensible d’énergie i travers le corps,
qui est ainsi transparent ou diathermane. On peut voir, aux Mémoires
précédemment cités, comment ces hypothéses, tellement naturelles
qu’elles sont en quelque sorte inévitables, suffisent pour rendre compte,
dans leurs plus petits détails, de tous les phénomeénes lumineux ob-
serves et calculés jusqu’a ce jour.

2° L’état vibratoire communiqué par I'éther aux molécules pon-
dérables peut étre, au contraire, & peu pres concordant avec I'un de
ceux que leurs actions réciproques tendent 2 produire ou du moins
4 maintenir : les impulsions, trés-faibles, mais incessantes, de I'éther
viennent alors en moyenne s’ajouter a ces actions, suffisantes i elles
seules pour continuer le mouvement oscillatoire des molécules une
fois commencé, et ce mouvement s’accroit graduellement jusqu’a
devenir comparable, pour amplitude et la vitesse, 4 celui de I'éther :
il lui deviendrait méme tout i fait égal s’il Yy avait parfaitement accord
ou proportionnalité, a tous les instants, entre les impulsions de I’éther
et les forces élastiques de la matiére pondérable; car I'effet accéléra-
teur de ces impulsions ne s’annulerait qu’avec les différences de vitesse
des deux espéces de matiére, différences auxquelles elles sont dues.
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L’éther ne conserve donc bientdt plus qu'une demi-force vive extré-
mement petite par rapport i celle que posséde la matiére pondérable,
dont la densité est comme infinie par rapport i la sienne, et c’est cette
derniére quantité d’énergie actuelle interne, acquise insensiblement
par le corps et conservée au moyen de ses actions élastiques qu’elle
met en jeu, qui est appelée sa chaleur sensible; elle peut évidemment
se propager a travers un élément plan quelconque tracé dans le corps,
par Pintermédiaire de I'éther, mais surtout directement, par le moyen
des actions élastiques qui I'ont emmagasinée. Quoi qu'il en soit, le
corps est opaque ou athermane; car il absorbe 1'énergie des ondes
qui y pénetrent, sauf  la transmettre ensuite de la méme maniere
qu'il I'a regue, c’est-a-dire peu a peu et a travers ses surfaces libres,
3 Déther environnant, et, par conductibilité, aux points de son inté-
rieur, ou 4 d’autres corps athermanes, non encore chauds.

1l faut observer que I'action de I’éther en mouvement sur une mo-
lécule doit souvent s’exercer inégalement sur les divers atomes qui
la composent, de maniére 4 leur communiquer des vibrations propres ;
ces vibrations s’exagéreraient et pourraient méme amener la dés-
agrégation de la molécule, si elles étaient en concordance avec celles
que ses forces atomiques ou chimiques tendent 4 produire. Ainsi s’ex-
plique la décomposition, par la lumiére ou par la chaleur, des mo-
lécules de certains corps, chimiquement simples ou composés, et
aussi de certains mélanges, décomposition qui permet souvent a
d’autres forces chimiques d’entrer en jeu et de reconstituer de nou-
velles molécules plus stables, eu égard du moins aux circonstances
qui président 4 leur formation.

95 Dans tous les cas, les actions exercées par I’éther, soit sur lui-
méme, soit sur la matiére pondérable, restent extrémement faibles en
valeur absolue, et disparaissent en comparaison desactions réciproques
développées au sein de la matiére pondérable elle-méme, dés que les
déplacements de celle-ci deviennent comparables 4 ceux de I'éther.
Si I'on peut, en effet, négliger ces derniéres quand on étudie la pro-
pagation de la lumiére et de la chaleur rayonnante, cela tient uni-
quement 4 ce que les molécules pondérables y restent en quelque
sorte immobiles, tout én prenant, a cause de leur énorme masse rela-
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tive, une fraction notable des quantités de mouvement produites.
Mais, dans les phénomeénes calorifiques proprement dits, c’est le con-
traire qui arrive, et toutes les actions exercées par I'éther ou sur I’éther
y sont trés-faibles par rapport aux actions réciproques de la matiére
pondérable. A plus forte raison, la faible depsité de ce milieu I'em-
péche-t-il d’exercer, par sa présence, une influence appréciable sur la
valeur des mémes actions. Par suite, abstraction faite tout au plus d'une
constante arbitraire, Iénergie potentielle interne de la matiére com-
prise sous un volume déterminé conserve a fort peu prés, en tenant
compte de I'existence de 1’éther, la méme valeur qu’en n’en tenant
pas compte; et, comme il en est de méme, d’aprés ce qui vient d’étre
dit, de I'énergie actuelle interne, il 0’y a rien & changer aux formules
de I'énergie démontrées davs les précédents paragraphes.

Le role de I'éther se borne a établir, entre divers corps en présence,
et sous forme d’'ondes lumineuses ou calorifiques, des échanges con-
tinuels d’énergie destinés a les mettre entre eux dans une sorte d’équi-
libre dynamique; ce role lui est facilit¢ autant que possible par
I'énorme vitesse avec laquelle s’effectue le transport des quantités
d’énergie échangées; mais, néanmoins, la faible masse de I'éther ne lui
permet d’en recevoir que trés-peu 2 la fois, ce qui explique pourquoi
I’échauffement et le refroidissement d’un corps se font bien plus vite
par conductibilité que par rayonnement.

26. On peut appeler température absolue d’un petit volume d’éther
la demi-force vive qu’il posséde sous 'unité de masse, ou une quan-
tité proportionnelle a cette demi-force vive. Un corps est dit & une
certaine température absolue t, lorsque ses vibrations calorifiques
n’augmentent ni ne diminuent si I'on vient & le placer dans de I’éther
i ]a méme température. Un pareil équilibre entre les molécules du
corps pondérable et 'éther. environnant exige que I'amplitude des vi-
brations des molécules et celle des vibrations de 1'éther augmentent
ou diminuent 2 la fois, toutes choses égales d’ailleurs; ces amplitudes
étant trés-petites, il est naturel de les supposer simplement propor-
tionnelles 'une 4 I'autre, ainsi, par suite, que leurs carrés, pourvu tou-
tefois que les autres conditions du phénomene restent les mémes,
c’est-a-dire pourvu que les molécules pondérables conservent entre

Tome XVIII (2¢ série). — Ocroere 1873. 43
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elles les mémes rapports ou continuent 4 occuper, a fort pen pres,
leurs situations relatives moyennes. Cette condition restrictive pourrait
étre méme supprimée, si I'action de deux molécules quelconques du
corps, rapportée a I'unité de masse de ces molécules, était le quotient,
par la densité p, d’une fonction y (r + Ar) de leur seule distance; en
effet, dans ce cas, qui se présentera au paragraphe IX, I'action exercée
sur une molécule par celles qui forment un quelconque des éléments de
volume environnants d= sera proportionnelle an produit x(r+ Ar) de
x (r+ar)
B
et ne dépendra pas par conséquent de la densité p ou du plus ou
moins grand rapprochement des situations moyennes des molécules.
En résumé, dans le cas d’un corps pareil, et dans celui d’un corps quel-
conque dont les molécules conservent a fort peu prés, durant les pheé-
noménes étudiés, leurs situations relatives moyennes, I'équilibre de
température entre le corps et I'éther a lieu quand le carré de I’ampli-
tude des vibrations moléculaires du corps est au carré de I'amplitude
des vibrations de I'éther, dans un certain rapport constant, ou bien,
a cause de la proportionnalité des amplitudes, en général, aux vitesses
vibratoires, quand la valeur moyenne des demi-carrés des vitesses mo-
léculaires, valeur exprimée par le rapport de I’énergie moléculaire E,,
a la masse m du corps, est 4 la moyenne pareille relative a I'éther,
laquelle égale, par définition, la température absolue T du corps, dans,
un rapport constant que j’appellerai e,,. C’est ce qu’exprime la relation

de la masse pdw de cet ¢lément de volume par l'expression

(14) E, = e,MT.

Il est pareillement naturel de supposer que les vibrations atomiques
d’une molécule placée dans un éther a la température T n’augmentent
ni ne diminuent quand le rapport de leur amplitude & celle des vibra-
tions de I'éther est un certain nombre constant, dépendant de la na-
ture et des situations relatives moyennes des atomes en présence. Par
suite, il en sera de méme du rapport existant entre les carrés de ces
amplitudes, ou entre les valeurs moyennes des demi-carrés des vitesses

. E. . ,
correspondantes, valeurs qui sont = pour la matiére pondérable, et
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pour I'éther. Soit e, ce rapport, et I’énergie actuelle atomique sera
(15) E, = e, MT.

Les énergies actuelles, moléculaire et atomique, d’'un corps sont
donc des fonctions de sa température, et il en est par suite de méme,
d’aprés (12), de son énergie potentielle interne.

27. En général, plusieurs corps formant, avec 1’éther qui les envi-
ronne, un systéme indépendant de tout autre, et mis en rapport, soit
par leurs actions et réactions mutuelles, soit par 'intermédiaire de
Péther interposé, sont en équilibre de température quand le mouve-
ment calorifique de leurs molécules n’augmente ni ne diminue d’une
vibration a I’autre, ou que le travail total, correspondant & ce mouve-
ment, des forces appliquées 4 la molécule considérée pendant toute la
durée d’une vibration, est égal a zéro. Or, bien que le détail des mou-
vements calorifiques et de leur mode de propagation d'une molécule
4 I'autre nous soit inconnu, il est naturel de penser qu’un corps réagit
sur ses voisins, pour tendre a leur communiquer une partie de son
énergie, non-seulement en raison de la demi-force vive qu'il posséde,

ou plutot de son énergie actuelle moléculaire par unité de masse —MT,

mais encore en raison d’autres éléments, comme, par exemple, du
nombre et de la grandeur des actions mises en jeu 4 son intérieur, aux
diverses périodes du mouvement. En effet, on concoit que deux corps
contigus, ayant, par unité de masse, des énergies actuelles molécu-
laires inégales puissent néanmoins ne pas produire, en somme, de
travail I'un surI’autre, et se maintiennent, par conséquent, en équilibre
de température, si celui dont les oscillations ont le moins d’amplitude
posséde, par compensation, une élasticité plus puissante. Chaque tem-
pérature est ainsi caractérisée, dans un corps, par un certain pouvoir
déterminé qu’il posséde de résister a I'introduction dans son sein de
’énergie calorifique de ses voisins, pouvoir qui grandit avec son

r - 4 - - r Efl r .
énergie actuelle moléculaire par unité de masse ;’ et avec son élasti-

cité mise en jeu par le mouvement vibratoire. Ce pouveir, étant évi-

43..



340 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

demment pareil chez tous les corps qui sont en équilibre dynamique
avec de I'éther  une température donnée T, permet a ces corps d’étre
aussi en équilibre dynamique entre eux quand on les met en contact.
Ainsi s'explique-le principe d’aprés lequel deux corps en équilibre de
température avec un troisiéme le sont entre eux, principe qui sert de
fondement i la théorie analytique de la chaleur.

On peut observer enfin que les actions réciproques des molécules,
pondérables ou éthérées, tendent 4 mouvoir d’autant plus chacune
d’elles, que celle-ci a moins de masse. Il est donc assez naturel de
supposer encore le pouvoir de résistance dont je viens de parler
proportionnel, toutes choses égales d’ailleurs, 4 la masse d’'une mo-
lécule du corps considéré : d’ou il résultera que, si 'on ameéne
divers corps d’une constitution chimique analogue & des états phy-
siques pareils, leurs coefficients e,, et aussi, par suite, leurs caloriques
spécifiques, seront en raison inverse du poids individuel de leurs mo-
lécules : cette loi comprend celle de Dulong et Petit sur les caloriques
spécifiques des corps simples, et celle de Neumann sur les caloriques
spécifiques des composés homologues.

28. Quant aux relations bien connues, déduites de la considération
du tétraédre de Cauchy, qui existent entre les pressions exercées sur
les divers éléments plans menés par un méme point, et aux équations
de mouvement, exprimant I'équilibre entre les forces extérieures ap-
pliquées 4 un élément de volume rectangulaire et ses inerties, et qui
contiennent les dérivées en x, y, z des pressions exercées sur trois de
ses faces, elles conservent exactement la méme forme, quand le corps
est 4 une certaine température, que dans le cas ou ses molécules ne
sont animées d’aucun mouvement vibratoire d’amplitude impercep-
tible. En effet, six de ces formules, basées sur le principe des quantités
de mouvement, ne conduisent pas 4 considérer d’autres coordonnées
que celles du centre de gravité del'élément de volume, tétraédrique ou
rectangulaire, centre qui ne participe pas au mouvement calorifique;
et les trois autres (exprimant ce qu’on appelle 'égalité des compo-
santes réciproques), déduites du théoréme des moments, ne sont pas
non plus changées en y mettant pour les coordonnées de divers points
matériels celles de leurs situations moyennes, parce que les erreurs
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ainsi introduites sont complétement insignifiantes et d'ailleurs se neu-
tralisent.

Mais il n’en est pas ainsi des pressions ellessmémes, composantes
totales, suivant une direction fixe, des actions moléculaires exercées
par unité de surface a travers un élément plan situé dans un corps.
Elles sont changées par les vibrations calorifiques, qui introduisent
dans leurs expressions un terme sensiblement égal au produit de la
température absolue par un coefficient dépendant de la nature et des
situations relatives moyennes des molécules. En effet, chaque action
moléculaire, étant une fonction des distances actuelles r + Ar des mo-
lécules, peut étre développée par la série de Taylor, suivant les puis-
sances des parties variables Ar de ces distances, jusqu’aux termes de
Vordre de (Ar)® inclusivement, et les sommes des composantes de ces
actions suivant une direction fixe contiendront, pareillement 4 ce qu’on
a vu pour les formules (g) 4 (12), deux termes proportionnels, 'un 4
la valeur moyenne des Ar, 'autre a la valeur moyenne de leurs carrés,
et par suite tous les deux a la valenr moyenne du carré des vitesses
vibratoires, ou a la température T. Dans I’expression des forces, dites
élastiques, auxquelles se rédnisent les pressions quand le corps est
suppos¢ peu écarté d’un état primitif d’équilibre, on pourra négliger
Pinfluence des petites variations de la température sur les coefficients
d’élasticité qui affectent les trés-petites déformations produites, et se
contenter d’ajouter, a la partie des pressions qui existait dans I’état
primitif d’équilibre, un terme proportionnel a ces variations. Ce terme,
pour une augmentation positive de la température, correspondra gé-
néralement & une vraie pression (et non a une tension ou traction), et
aura pour effet, comme on sait, de dilater le corps; car, ainsi que I'a
fait observer M. de Saint-Venant [*], les attractions développées, dans
les vibrations calorifiques, par les écartements alternatifs des molé-
cules, ne doivent pas étre en général anssi grandes que les répulsions
produites par leurs rapprochements, v que les variations des actions
moléculaires deviennent de plus en plus rapides ou considérables a
mesure que décroissent les distances des molécules considérées.

(*] Société philomathique, 20 octobre 1855, au Journal I'Zastitut, 19 décembre,

n° 1146, p. 44o.
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29. La température d’'un corps, influant tout a la fois sur les dis-
tances relatives mayennes des molécules et sur I’état atomique de
chacune d’elles, ne peut manquer de modifier tout ce qui dépend de
ces éléments, comme, par exemple, les propriétés optiques, dans les-
quelles interviennent la densité du corps et la constitution de chacune
de ses molécules. En vertu du principe de la superposition des petits
mouvements, des ondes lumineuses qui tombent sur un corps trans-
parent déja soumis 2 une certaine agitation calorifique doivent, a fort
peu prés, se propager a son intérieur comme si cette agitation n’exis-
tait pas, mais que les molécules conservassent les formes et les posi-
tions relatives moyennes qu’elles ont 4 la température des expériences.

§ VIL

PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA THERMODYNAMIQUE.

30. L’état d'un corps dépend donc de sa température, et le pro-
bléme de la détermination d’un pareil état n’est résoluble que si l'on
peut établir une équation indéfinie et des conditions spéciales aux
surfaces limites, permettant d'évaluer les variations éprouvées d'un
instant & I’autre par la température de chaque élément de volume v
du corps. .

L'équation indéfinie cherchée s’obtient en exprimant, conformé-
ment au principe des forces vives, que I'accroissement, pendant un
instant d¢, de la somme de l'énergie actuelle totale de I'élément de
volume et de son énergie potentielle interne, est égal au travail total
des forces extérieures qui agissent, les unes sur ses atomes superficiels, .
les autres sur toute sa masse. Occupons-nous d’abord des premicéres
de ces actions.

31. Lesdéplacements, snivant les trois axes coordonnés, des atomes
superficiels se composent de deux parties, dont I'une correspond au
mouvement perceptible de la portion adjacente de la surface, et 'auntre
aux vibrations calorifiques d’amplitude insensible : le travail des forces
extérieures appliquées a ces atomes, respectivement égal au produit
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de chaque force par la projection sur sa direction du déplacement
total de son point d’application, se composera donc de deux parties,
dont I'une, la premiére a considérer, sera la valeur qu’aurait ce travail
si I'agitation calorifique existait seule, et dont I’autre serait la valeur
du travail de la méme force si, au contraire, chague atome n’avait pas
d’autre mouvement que le mouvement perceptible de I’élément adja-
cent de la surface. La premiére n’est autre que la quantité d’énergie -
communiquée a I’élément de volume en vertu des mouvements vibra-
toires imperceptibles, ou, comme on dit, la chaleur introduite du
dehors: je la représenterai, selon I'usage, par 4Q, mais en la suppo-
sant évaluée en kilogrammeétres et non en calories.

Dans cette premiere partie, il faut tenir compte, non-seulement des
actions réciproques de la matiére pondérable qui sont exercées du
dehors & travers la surface, mais encore, quand il y a de la chaleur
rayonnante absorbée ou émise, de toutes les actions exercées, a tra-
vers la méme surface, par les molécules d’éther extérieures au volume
considéré, ou sur les molécules d’éther intérieures; en d’autres termes,
I'influence trés-petite du rayonnement ne doit pas étre négligée devant
celle de la conductibilité. La raison en est que la conductibilité ne se
révéle dans sa vraie énergie qu’entre deux corps inégalement chauds
mis en contact, et durant un instant trés-court : habituellement elle
s'exerce entre des particules contigués dont les températures différent
extrémement peu, et son effet total, 4 travers un élément plan, est
comparable A celui du rayonnement, vu que les travaux des actions
énergiques qu’elle représente sont, les uns positifs, les autres négatifs,
el se neutralisent a fort peu prés.

32. Quant i la seconde partie du travail des forces extérieures
appliquées aux atomes superficiels du volume considéré, elle est égale
au déplacement visible de chaque élément contigu de la surface, mul-
tiplié par la somme des projections, sur ce déplacement, de toutes les
forces exercées a travers le méme élément, c’est-a-dire par la projec-
tion pareille de la résultante d’actions moléculaires, ou pression, qui
s’y trouve appliquée. Or les composantes, suivant chacun des axes
coordonnés, des pressions exercées sur les diverses faces d’un élément
de volume, ont une somme égale et contraire a celle des composantes
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pareilles des autres forces, y compris les inerties, qui sont appliquées
A toute sa masse, et, par conséquent, du méme ordre de grandeur que
le volume méme de 1’élément, bien que ces pressions soient indivi-
duellement comparables a sa surface, c’est-a-dire infiniment plus
grandes. On peut donc diviser les pressions appliquées a I'élément de
volume en deux parties : I'une finie par unité de surface, mais ayant,
suivant chaque axe, une somme totale rigoureusement nulle; l'autre
infiniment petite, et dont la projeclion totale sur un axe coordonné
quelconque, jointe  celle des forces extérieures qui agissent, snivant
le méme axe, sur toute la masse de 1’élément, est égale et contraire a
son inertie correspondante. Dans le cas usuel d'un fluide ou, plus
généralement, d'un corps pour lequel la partie finie des pressions se
réduit 2 une pression normale et constante p, on sait que le travail de
cette partie des pressions est égal au produit — pdv de la pression,
changée de signe, par 'augmentation dv du volume de I'élément
durant 'instant dt. Dans le cas d’'un corps quelconque, ce travail a
une expression assez compliquée, que j'ai établie au n® 2 (formule c)
de la troisieme Note imprimée a la suite de la Théorie des ondes
liquides périodiques (Savants étrangers, t. XX), et qui, rapportée a
I'unité de volume primitif de I'élément, contient : 1° les six compo-
santes suivant les axes IV, 7" (notations de Lamé) des pressions ou
plutét des tractions exercées sur les trois éléments plans, dits princi-
paux, qui leur sont perpendiculaires; et, en outre, 2° les dérivées
premiéres en x, 7, z des déplacements u, ¢, w regus par les points
matériels de I'élément, dont x, y, z désignent les coordonnées primi-
tives; 3° les différentielles, par rapport au temps, des mémes dérivées.
Je désignerai cette expression par d¢ [*].

[*] Elle se compose de neuf termes triples, dont les trois premiers, divisés par d¢
et par le volume primitif de I'élément, sont

do das dd d*u 10 d d9 d?
N——+Ty— + T, — 3—1‘- +Ny—e + 71— =2
d du d dv d dw | dedr d du d v d dw | dedt
dx dx dz dr dr dz
do d a9 d?
[l v\ 22,
du dv da ) drdt
d— d— d—
dx dr dr

et dont les six autres se déduiraient de ceux-la par le simple changement de x en y et
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33. 1l reste a évaluer le travail de l'autre partie, trés-petite, des
pressions. On n’y commetira pas d’erreur sensible en remplacant les
déplacements, pendant l'instant dt, des éléments de la surface aux-
quels elles sont appliquées, par celui du centre de gravité de I’élément
de volume, et la méme substitution pourra étre faite dans le calcul
du travail des actions extérieures appliquées 4 Ia masse entiére m de
Pélément. Si donc x, 7, z désignent les coordonnées du centre de
gravité¢ considéré, et toutes ces forces ayant respectivement pour
sommes, suivant les axes des x, des y et des s, les inerties corres-

ondantes, changées de sign Md?"T M 'y M 4’z leur travail total
P b) < g g €, ‘d_t’_, de 4 e 4 ‘

vaudra

(16) - d*z dx C day dy d*z dz di — ld dax? dy? + dz?
T T =N N m Tt |

c’est-i-dire précisément la différentielle de I'énergie actuelle corres-
pondant au mouvement perceptible et fini de I'élément de volume.

34. C'est la somme de cette expression, du travail d des pressions
égales et opposées appliquées a la surface de ’élément, et de la cha-
leur dQ introduite du dehors, qu’il faut égaler a I'accroissement de
Pénergie actuelle totale de I'élément et de son énergie polentielle
interne. On pourra décomposer I'énergie acluelle totale en celle qui
correspond au mouvement perceptible de 'élément de volume, et en
énergie actuelle interne; cela permettra : 1° de retrancher des deux
membres de 'équation la différentielle de la premiére partie, c’est-

puis en z; 6 y désigne la dilatation cubique, donnée par la relation

. du dv dw do dw du dw du v
o= () (o) () -5 5 (5) 25 (- 5)
de dv [ A e do do du do duo
G R e
On voit que, dans le cas ou les forces tangentielles 7' sont nulles, et oi, par suite,
les forces normales & valent une méme quantité — p, 'expression considérée se
réduit & —pdf = — pd(1+ 8) pour le volume 1+ 6, primitivement égal a un, et,
par suite, 3 — pdv pour un pelit volume v quelconque.

Tome XVIH (2 série). -— Ocroere 1873, 44
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a-dire I'expression (16); 2° de réunir les deux énergies internes, po-
tentielle et actuelle, dont la somme, appelée ordinairement chaleur
interne de I'élément, a été représentée par U : il viendra ainsi I'équa-
tion fondamentale de la Thermodynamique

(17) dQ + de = dU.

Dans cette forinule, d& désigne le produit, par le volume primitif
de I'élément et par dt, de 'expression a neuf termes triples de la note
précédente (on aurait simplement

(18) de = — pdv

s'il s'agissait d’un fluide ou, plus généralement, d'un corps dont chaque
élément plan ne supporterait que des actions normales); U, énergie
interne ou chaleur interne, est une fonction, supposée connue, soit,
dans le cas particulier pour lequel de = — pdv, de la température et
de la pression ou de la densité, soit, dans le cas plus général d’un
corps élastique quelconque, de la température et des déformations
subies par I'élément de volume & partir d’un état d’équilibre primitif
(ces déformations sont réductibles, ainsi qu’on peut le voir au n° 5
de la note citée [*], & six distinctes, aisément exprimables en fonc-
tion des dérivées premiéres des déplacements u, ¢, w des diverses
particules du corps par rapport  leurs coordonnées primitives d’équi-
libre); enfin la valeur, dQ, de la chaleur introduite dans 1’élément
durant I'instant dt, peut étre obtenue, comme on le montre dans les
Traités sur la Theorie analytique de la chaleur, pourvu que I'élément
de volume soit athermane, c’est-a-dire tel que les flux de chaleur qui
traversent ses faces ne varient qu’avec le mode de distribution des
températures dans une étendue trés-petite tout autour, circonstance
en vertu de laquelle ces flux dépendent exclusivement de la tempéra-
ture au point considéré, de ses trois dérivées premiéres en x, ¥, 2, et
aussi, généralement, des dérivées premiéres en x, 7> 2 des déplace-
ments z, v, w.

Gréice & ces diverses substitutions, I'équation (17), divisée par dt

[*] Théorie des ondes liquides périodigues, troisiéme Note finale.
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et par le volume primitif de I’élément, ne contiendra plus que la
température, sa dérivée premiére en t, ses dérivées premiéres et se-
condes en ., ¥, 3, les dérivées premiéres et secondes en x, ¥, % des
déplacements u, ¢, w, énfin, et linéairement, ces derniéres dérivées
premiéres différentiées par rapport 4 £. En la joignant aux trois
équations de mouvement, données au § I de la Théorie des ondes
liguides périodiques [*], et dans lesquelles les forces N, T devront
étre remplacées, comme dans la précédente (1), par leurs valeurs en
fonction de la température et des dérivées premiéres de u, ¢, w par
rapport a &, ¥, z, on aura toutes les équations indéfinies nécessaires
pour déterminer, aux divers instants successifs, les déplacements
u, v, w, et la température, de toutes les particules matérielles con-
stituant le corps élastique étudié.

35. L'équation (17) se simplifie dans le cas d’un corps athermane,
tres-peu écarté d'un état d’équilibre stable, non soumis & de grandes
pressions, et dont les divers points sont & des températures n’ayant
entre elles que des différences modérées. On peut alors y négliger tous
les termes ot entrent les quantités fort petites u, ¢, w, et y supposer
méme indépendants de la température, assez peu variable par hypo-
thése, tous les coefficients qui affectent les dérivées partielles de
ceile-ci; ce qui réduit 'équation & la formule fondamentale, bien
connue, de la théorie analytique de la chaleur.

[¥] La premiére de ces équations est

dN, do dN, db + dN, d§ \
dx d dhu dy d du dz d ‘ﬁ
dy dz
dT, do dT, do darT; do
—= d*u

(la:ddv dyddu dz ddo +PXZP',_[F’

dz dy dz
dT, dp dT, 49 dT, db
dzx  dw + 17_}7 dw dz dw
d — d — —_
dy dz |

ol p désigne la densité du milieu dans I’état primitif et X la composante, suivant les z,
de Paction extérieure rapportée i I'unité de masse.

44..
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Lorsque le corps.est notablement diathermane, dQ dépend d’autre
chose que de son état dans une petite élendue, et ’on ne sait pas en-
core quelle expression il convient de donner a cette différentielle, du
moins en général. Le probléme du mouvement du corps est cependant
déterminé quand un état permanent et connu des températures se
trouve établi, & part des variations plus ou moins sensibles provenant
du mouvement étudié lni-méme. En effet, il arrive alors, ou bien que
de dv dw
e’ A’ ar
ture constamment négligeables, ou bien que ces vitesses ou plutot
leurs dérivées premiéres en x, y, z acquiérent des valeurs assez
grandes pour que la chaleur produile en un point n’ait pas le temps
de se propager en quantité notable et pour qu’on puisse poser, par
conséquent, dQ = o, ou réduire la formule (17) & de =dU. Le premier
cas est le seul & considérer dans les questions d’équilibre, et I'on peut
méme s’y borner quand on traite des vibrations des solides élastiques,
ainsi que de I'écoulement ou des oscillations des liquides, parce que
les quantités de chaleur et les variations de température produites
dans ces mouvements sont presque toujours négligeables. Le second
cas se présente dans I'étude des vibrations des gaz ou des vapeurs,
ainsi que dans celle de leur écoulement sous de fortes pressions.

les vitesses ne causent que des changements de tempéra-

%6. La relation fondamentale (17) permet d’éliminer I’énergie
interne de I’équation des forces vives appliquée i une masse quelconque,
solide ou fluide. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas ordinaire
ou les attractions newtoniennes exercées entre les diverses parties de
]a masse considérée sont insensibles. L’équation des forces vives re-
vient alors 4 dire que la somme des accroissements, pendant un
instant d¢, de la demi-force vive perceptible de la masse entiére et de
son énergie interne, est égale au travail total des actions extérieures,
appliquées, les nnes 4 tous les points de cette masse, les autres a sa
couche superficielle. Le travail de celles-ci se compose, comme on a
vu (n° 31 et 32), de celni de leurs résultantes ou pressions et de ce
qu’on appelle la quantité de chaleur cédée au corps. L'accroissement,
durant V'instant d¢, de la demi-force vive perceptible de la masse en-
tiere, est donc égal au travail total des actions extérieures appliquées
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a son intérieur et des pressions exercées sur sa surface, diminué de
exces de I'accroissement de son énergie interne sur la quantité de
chaleur qui s’y est introduite du dehors pendant le méme instant. Or,
si I'on ajoute membre 4 membre toutes les équations telles que
dU — dQ = d&, relatives aux divers éléments de volume dont se com-
pose la masse entiére, la somme des quantités dQ de chaleur, passées
a travers toutes les surfaces de ces éléments, se réduira i la chaleur
venue du dehors; car les deux flux calorifiques qui traversent dans
les deux sens une méme surface contigué 4 deux éléments de volume
sont 4 chaque instant égaux et contraires : le résultat de I'addition
effectuée exprimera donc que l'excés de I'accroissement de 1'énergie
interne totale de la masse sur la chaleur qui s’y est introduite a pour
valeur la somme des expressions d&, étendue a tout le corps. Ainsi
laccroissement, durant un instant dt, de la demi-force vive per-
ceptible d’une masse quelconque, dont les divers points n’exercent les
uns sur les autres, a des distances finies, que des actions négligeables,
est égal au travail total des actions exterieures appliquées a son in-
térieur et des pressions exercées sur sa surface, diminué de la somme
des expressions de relatives a ses divers éléments de volume.

L’équation des forces vives ainsi transformée ne contient, en outre
des actions extérieures appliquées i toute la masse, que les déplace-
ments perceptibles u«, v, w de ses divers points, ou leurs dérivées, et
les pressions exercées & son intérieur ou sur sa surface. Elle a préci-
sément la forme qu’on lui aurait donnée immédiatement si I'on avait
supposé le corps imperméable a la chaleur, hypothése qui, revenant a
faire dQ = o ou dU = d&, aurait permis de substituer & la variation
de ’énergie interne U de tout élément de volume I'expression d& cor-
respondante. Cette hypothése simplificatrice, dont je me suis servi dans
la note 4 placée 4 la suite de la Théorie des ondes liquides périodigues,
_ et qui consiste a supposer les diverses parties d’un corps imperméables
a la chaleur, est donc permise dans les questions de Mécanique on il
s’agit d’évaluer des changements de forces vives perceptibles, pourva
qu'on donne dans chaque cas, aux pressions produites en divers
points, les valeurs qu’elles ont aux températures qui s’y trouvent
effectivement réalisées.
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§ VIIL.

ACTION MOLECULAIRE DANS UN CORPS ISOTROPE; SOLIDITE ET FLUIDITE.

57. Bien que 'action de deux molécules doive dépendre en général,
non-seulement de leur distance, mais encore des distances entre elles
et aux deux premiéres de toutes les autres molécules voisines, on
congoit que l'influence de celles-ci puisse y étre représentée, a cause
de leur grand nombre, au moyen de certains éléments généraux dé-
finissant jusqu’'a un certain point I'état du milieu, la densité par
exemple, et sans que chacune d’elles paraisse individuellement dans
I'expression de P’action moléculaire. C’est une expression de ce genre
que nous allons chercher, en nous bornant au cas d’un milieu #so-
trope, c’est-a-dire tel, que les formules qui expriment ses propriétés
soient les mémes de quelque facon qu’on fasse tourner, autour de
Porigine, le systéme des axes rectangulaires auxquels on le rap-
porte.

Pour cela, appelant x, y, z les coordonnées d’équilibre d’'une mo-
lécule M, x + dx, y + dy, 2+ d2 les coordonnées pareilles d’une
molécule voisine ‘M’, r leur distance primitive, je supposerai que ces
coordonnées regoivent de petits accroissements, u, ¢, w pour la pre-
miére, et, pour la seconde, u, v, w augmentés de leurs différentielles
obtenues en y faisant croitre x de dux, y de d, z de dz. La distance r
des deux molécules aura crii ainsi d’une petite quantité dr, laquelle
est sensiblement, ainsi qu’on le voit dans tous les Traités sur I'élasticité,
une fonction linéaire des six expressions

du de dw dv + dw dw + du du do
b 4z (l]‘, dx dz’ dy+z;’

comme il en sera de méme de toutes les distances moléculaires, I'action
réciproque des deux molécules M et M, qui en dépend et qui peut
étre développée par la série de Taylor jusqu’aux premiéres puissances
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des accroissements tels que dr, deviendra de la forme

du v dw
(a+b|ﬂ+b2d‘};+b37{;

+e dv dw® a’w+ du\ f(du do\
' dz+a)+cz T @m) TS\t )

les coefficients a, b,, b,,..., ¢, ne pourront plus varier qu'avec les
circonstances qui déterminent, dans I’état primitif, la position de M’
par rapport & M et par rapport  I’orientation des axes, c’est-a-dire avec
la longueur de la droite r et avec les cosinus des angles que cette
droite fait avec les axes des coordonnées.

Cela posé, admettons que la ligne qui joint les deux points M et M/
soit prise pour axe des z, et faisons tourner le systéme des deux
autres axes autour de cette ligne. Il est évident qu’a cause de I'iso-
tropie supposée du milieu 1'expression (19) devra rester constamment
la méme. Faisons d’abord la rotation égale 4 180 degrés, transforma-
tion d'axes qui revient simplement & changer x en — 2, 7 en — y,
uen —u, ven — v : les cinquieme et sixiéme termes de (1g) changent
ainsi de signe, 4 moins qu’ils ne soient nuls; ce qui oblige a poser
€y =0, ¢, = 0. Mais on peut opérer aussi une rotation de go degrés,
en changeant x en y, yen — x, ueny, ¢y en — u : cette transforma-
tion donne un signe contraire au dernier terme de (19) et change 'un
dans Vautre le second et le troisieme terme~ on a donc ¢, == o,

(r9)

du
b, = b,. Si 'on observe que la somme - + —|— - represente la di-

latation cubique 6 d’un élément de volume comprenant les deux mo-
lécules M et M’, c’est-a-dire le rapport de la dlmmunon - dpde la

densité a sa valeur primitive o, et que, d’autre part ——est la dilatation
P P7 que, part,

de la ligne r, ou le rapport ?, Pexpression (19) prend donc la forme
simple

) or
(20) a“b«‘Pf‘F (bs — bt);‘

Les deux premiers termes de celle-ci, ou a, &, et b, ne dépendent
plus que de r, peuvent étre regardés comme la partie sensible du d4-
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veloppement, suivant les puissances ascendantes de dp, d’'une certaine
fonction F de r et de p + dp. Cette fonction est d’ailleurs équivalente,
sauf erreur négligeable du second ordre de petitesse et en désignant
par F'(r, p) la dérivée de F en r, & la différence

F(r-+ dr,p+ dp) — F (r,p)or.

Réunissant enfin ce dernier terme, affecté de dr, a celui qui termine
I’expression (20), et appelant F, une certaine fonction de r, il vient,
pour l'action moléculaire ¢, que I'on peut supposer rapportée a
I'unité de masse des deux molécules, c’est-a-dire divisée par le pro-
duit mm’ de leurs masses,

(21) o =TF(r+dr,p+ ) +F (N [*].

38. Ainsi, dans un milieu isotrope pew écarté de son état primitif
d’équilibre, U'action moléculaire se compose de deux forces : l'une,
que jappellerai de premiére espéce, ne varie quavec la distance ac-
tuelle des deux molécules considérées et la densité actuelle du milieu;
la seconde, que j’appellerai de deuxiéme espéce, dépend de la distance
primitive des deux molécules et du petit écartement quelles ont subi
a U'époque actuelle. La premiére agit trés-peu dans les mouvements
qui ont lieu sans changement de densité, si I'on admet que I'action mo-
léculaire s’étende 2 un grand nombre de molécules; car, pendant toute
la durée d’un pareil mouvement, chaque particule de matiére se trouve
sensiblement en rapport avec une méme quantité d’autres particules
placées de la méme maniére. On voit aussi qu’elle ne doit donner a
fort peu prés sur un élément plan quelconque, par raison de symétrie,
qu’une pression normale i 'élément plan et indépendante par suite
de Vorientation de celui-ci. Les actions de premiére espéce n'em-
péchent donc pas beaucoup le glissement des particules les unes sur
les autres ; elles constituent Uélasticité des fluides. 11 n’en est pas aifisi

[*] Favais déja démontré cette formule et ses conséquences relatives la théorie de
Pélasticité dans une Note présentée A I’Académie des Sciences, le 1 juillet 1869.
(Comptes rendus de I' Académie des Sciences, t. LXV, p. 44.)
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des actions de seconde espéce : de quelque maniére que varie la
distance de deux molécules, pourvu que ce soit entre d’étroites limites,
appelées limites d’élasticité, elles tendent, avec une intensité sensi-
blement proportionnelle aux écarts, & ramener cette distance  sa va-
leur initiale, et a faire occuper aux diverses parties du corps les mémes
places relatives. Ce sont, par conséquent, ces actions, Jfonctions de la
distance initiale et de I’écartement, qui constituent la solidité. Navier,
Lamé et Clapeyron les comptaient seules dans leurs Mémoires sur
Iélasticité des solides, et ils obtenaient ainsi ces expressions des forces
élastiques, a un seul coefficient, que plusieurs ont remplacées depuis
par d’autres i deux coefficients distincts. On trouverait en effet celles-ci
en ajoutant aux expressions anciennes et incomplétes des actious
normales IV la pression constante, fonction de la densité actuelle,
que donuent les actions de premiere espéce, et qui introduirait, outre
une partie principale, antérieure aux déplacements observés, un terme
proportionnel a la petite dilatation §.

L’expérience montre que les actions de deuxi¢me espéce ne sub-
sistent pas intégralement, quand les dilatations linéaires, rapports des
variations or des distances 4 leurs valeurs primitives r, dépassent cer-
taines valeurs positives trés-petites. Dans ce cas, le corps se consti-
tue dans un état d’agrégation distinct du premier, c’est-a-dire qu'il
s’établit un nouvel arrangement moléculaire rendant prépondérantes
certaines actions primitivement moindres, et vice versa. Si les dilata-
tions continuent  grandir, et surtout se produisent avec rapidité, les
actions ‘de seconde espéce disparaissent méme brusquement, et ilya
rupture du corps.

39. Le phénomeéne de la fusion n’est qu’un cas particulier de la
rupture, savoir, le cas ou les vibrations calorifiques, trés-rapidement
variables de phase d’un point a 'autre, acquiérent une amplitude assez
grande pour que les rapports des variations des distances des molé-
cules trés-voisines a ces distances mémes dépassent les limites compa-
tibles avec la solidité. En ce moment, les actions de premiere espéce
subsistent seules, et le corps devient fluide. De plus, les réactions
continuelles exercées par la partie qui fond sur ce qui I'entoure, et en
vertu desquelles cette partie se maintient en équilibre de températvre

Tome XVIII (2¢ série). — Ocrosre 1873, 45
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avec ses voisines, diminuent notablement au moment ou ses actions de
seconde espéce sont détruites et ou elle perd par conséquent une frac-
tion de son élasticité. Cela revient 4 dire que sa température s’abaisse
aussitot, ou qu’il se produit 4 travers sa surface et vers son intérieur
un appel d’énergie étrangére, jusqu'a ce que les flux de chaleur venus
de ses voisines, et guni 'envahissent 4 I'instant, lui aient rendu une
puissance de réaction suffisante. Ainsi s’explique la chaleur latente que
tout corps solide absorbe, sans s’échauffer, au moment ou il se fond.

On congoit qu’il en soit de méme de quelque maniére que la soli-
dité soit détruite, comme, par exemple, par voie de dissolution; il y
aura dans tous ces cas destruction d’une certaine quantité de chalear
sensible, provenant de ce que les actions qui constituent la solidité
cesseront de concourir i la réaction calorifique exercée par le corps
considéré sur ses voisins.

Enfin, la densité et par suite les distances moyennes des molécules
étant assez peu différentes a I’état solide et A I'état liquide issu de la
fusion, les actions de premiére espéce, qui subsistent seules dans le
second de ces états, doivent y conserver a peu prés la méme intensité
qu’avant la fusion, et comme elles n’y sont plus aidées, dans la pro-
duction de la réaction calorifique du corps sur ses voisins, par les
actions de seconde espéce, un méme accroissement de la température
doit correspondre 4 une plus grande angmentation d’énergie interne
ou de chaleur dans je second de ces états que dans le premier. Ainsi
s'explique ce fait général, d’aprés lequel le calorique spécifique d’un
corps est plus grand 4 I'état liquide qu’a 1'état solide.

40. Il n’y a rien d’invraisemblable i ce que les forces de premiére
espéce dépendent de la densité p; car il se peut que la matiere inter-
posée entre deux molécules géne leur action réciproque, et d’autant
plus qu’elle est plus dense. Quant 4 la maniére dont ces actions varient
avec la distance r, on concoit qu’elles doivent étre répulsives ou né-
gatives pour r tres-petit, et ne devenir attractives, comme elles sont
aux distances finies, qu’a partir d’une certaine valeur de r : si, en
effet, I'attraction existait aux plus petites distances, la matiére ne tar-
derait pas a étre infiniment condensée.

L.a pression exercée sur un élément plan mené a lintérieur d’ur
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Huide résulte donc d’actions moléculaires qui sont, les unes répul-
sives, les autres attractives, et 'on congoit qu’elles puissent se neu-
traliser ou avoir une somme nulle, quand le fluide est placé dans le
vide, tout en restant individuellement tres-énergiques.

41. La fusion et la dissolution, qui changent un solide en un fluide
appelé liquide, sans faire varier beaucoup sa densité, ne sont pas les
seuls moyens de passage a I'état fluide. On congoit que les vibrations
calorifiques d’un corps, liquide ou méme solide, quand elles ont
~ atteint une certaine grandeur et qu’elles viennent surtout a subir
accidentellement des variations brusques, puissent détacher de ce
corps un certain nombre de molécules placées 4 sa surface libre, pa-
reillement 4 ce qu’on voit se produire, dans le phénoméne du défer-
lement, 4 la surface d’une eau agitée. L'expérience montre que les
molécules ainsi détachées se constituent, tout autour du corps, dans
un état de fluidité particulier, caractérisé par la petitesse de Ja den-
sité, et qu'on appelle état gazeux. Sa formation est accompagnée
d’une perte de chaleur sensible ou d’une absorptiou de chaleur latente,
provenant, non-seulement du travail que peuvent produire les pressions
exercées par les particules ainsi dilatées sur ce qui les entoure, mais
encore et surtout de Faccroissement d’énergie potentielle interne, di 4
la brusque et considérable augmentation des distances moléculaires.

§ IX.

ESSAT SUR LA THEORIE MOLECULAIRE DES GAZ.

42. Les gaz prennent le nom de vapeurs quand ils sont soumis %
des pressions voisines de celles qu'on appelle leurs tensions maximum,
et qui seraient nécessaires pour produire chez eux le brusque accrois-
sement de densité constituant le passage a état liquide; dans cet état,
ils obéissent, comme les liquides eux-mémes, a des lois trop compli-
quées pour qu’il ne soit pas prématuré de chercher la forme de la
fonction F(r, p) qui représente leurs actions moléculaires; mais on
congoit que cette fonction tende vers une forme simple quand la den-
sité p tend vers zéro, et se réduise sensiblement 2 cette forme pour p

45.
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trés-petit, c’est-a-dire dans le cas des gaz éloignés de leurs points de
liquéfaction. Comme d'ailleurs la fonction F (r, p) doit croitre lorsque
p diminue, la forme la plus simple qu’elle puisse avoir est celle-ci :

_ x(n)
(22) v=

Nous appellerons gaz parfaits les fluides chez lesquels 'action mo-
léculaire aurait exactement cette expression : une telle dénomination
sera juslifiée si nous démontrons que les gaz réels se rapprochent
beaucoup, par toutes leurs propriétés connues, de ce type idéal. Or
c’est ce que je me propose d’établir ici, et il ne sera méme nullement
nécessaire, pour cela, de faire varier d’un gaz 4 I'autre la forme, d’ail-
leurs inconnue, de la fonction x (r), ce qui me porte 4 croire que l'ac-
tion moléculaire est en effet représentée, chez tous les gaz assez ¢loignés
de leurs points de condensation, par une seule et méme formule (22).

43. Evaluons d’abord la pression exercée, a I'intérieur d’un gaz
parfait, sur un élément plan quelconque. Nous considérerons, pour
cela, deux éléments de volume matériels, exprimés par dw, ds’ quand
toutes les molécnles qui les composent occupent leurs sitnations
moyennes, ayant pour masses respectives pdw pds’, et situés, 'un
d’un co6té, 'autre de 'autre de I'élément plan : nous appellerons rla
distance des positions moyennes de leurs centres de gravité, r+ Ar
la distance vraie de ces centres a I’époque ¢, distance dans laquelle la
partie variable Ar et son carré Ar® sont, en moyenne, d’aprés les cal-
culs du § V (n° 20), proportionnels au quotient de I'énergie molé-
culaire E,, d’un petit volume gazeux v par sa masse M. En dévelop-
pant par la série de Taylor la fonction y (r + Ar) jusqu’aux termes du
second degré inclusivement, et en observant d’ailleurs que la densité
générale p, i I'intérieur d’une sphére de rayon R comprenant les deux
éléments de volume dm, dw’, reste ce qu’elle serait si toutes les molé-
cules se trouvaient constamment dans leurs situations moyennes, il
vient, pour I'action respective des deux éléments de volume,

(23) pdweds’y (r) + pdwde’ [/ (r)Ar + § " (r)Ar?].
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Considérons d’abord le second terme de cette expression, qui seul
dépend des Ar, c'est-a-dire de la température T. La parenthése qu’il

. . . , E \ ..
contient est, en moyenne, proportionnelle 4 -fa d’aprés ce qui vient

d’étre dit au sujet des valeurs moyennes des Ar et de leurs carrés, et,
comme ce terme est, en outre, affecté du facteur p, variable d’un gaz
a l'autre, la somme des valeurs qu'il prend quand on applique 'ex-
pression (23) & toutes les actions moléculaires de méme direction
exercées A travers un élément plan d’une étendue donnée, est pro-

. .. E . . E . ,
portionnelle au produit p ==, qui devient ==, en y substituant 4 M son
M v

expression pv. Par suite, la résultante totale des actions exercées dans
tous les sens A travers un élément plan, et provenant des mémes se-
conds termes, sera simplement égale, par unité de surface de I'élément

plan, au produit de %’-’ par un coefficient k£ dépendant de la forme de
la fonction x (r).

Le premier terme de (23) est la partie de V'action moléculaire qui
" seule subsiste quand la température absolue devient nulle. Ce terme
introduit, daus ’expression de la pression exercée a travers un élément
plan quelconque, une partie simplement proportionnelle au facteur p
qu’il contient, et qui seul y varie d’un point 4 I'autre du gaz ou méme
d'un gaz & 'autre; mais on congoit que cette partie puisse étre négli-
geable & cause de la petitesse du facteur p, si les valeurs riégatives de
x(r) y neutralisent sensiblement ses valeurs positives, ainsi que cela
arrive pour des liquides soumis & des pressions assez peu considé-
rables. Clest, en effet, ce qui a lieu; car I'ensemble des phénoménes
concernant les gaz porte i croire que ces corps, privés de toute cha-
leur, sont incapables d’exercer des pressions mesurables. En réduisant
donc la pression p & sa seconde partie et substituant au besoin a E,,
sa valeur (14) (n°® 26), il vient

(24) p=kEv’1', ou pv =KE, = ke,mT1.

Celte relation équivaut a la loi suivante, qui contient & la fois celles
de Mariotte et de Gay-Lussac : Le produit d'un petit volume gazeux
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par la pression qu'il exerce sur l'unité de surface des éléments plans
passant par un quelconque de ses points est égal a un coefficient dont
la valeur ne change pas d’un gaz a I'autre, multiplié par l’énergie
actuelle moléculaire du volume considéré, c’est-a-dire par une quantité
proportionnelle tout a la fois a la masse et a la température absolue
du volume gazeux considéré.

44. Calculons actuellement 1'énergie interne totale U du méme
volume gazeux. Nous n’aurons, pour cela, qu’a appliquer la for-
mule (13) du § V (n° 22). L'action moléculaire ¢ étant ici donnée
par (22), sa dérivée en r est

7
i) @ ﬂ, ou simplement
P ptodr £

car la dérivée de p par rapport a r est négligeable, vu que la densité
ne serait qu'extrémement peu changée par des déplacements quel-
conques ou méme par la suppression des deux molécules dont r dé-
signe la distance. La fonction ¢ et sa dérivée en r sont donc, pour tous
les gaz, les produits respectifs de deux mémes fonctions x(r), x'(r)
par linverse de la densité p, inverse qui est ici ce que j'ai appelé ¢ au
§ V (n° 20). D’autre part, la partie ¢ (r,r",...) de I'énergie potentielle
moléculaire, qui ne dépend pas de la température, peut s’évaluer, en
supposant constamment nulles les vibrations calorifiques, hypothése
qui donne, dans les deux équations (17) et (18) (n° 34),dQ =0, U=,
et aussi d6 = o, puisque la pression p d’un gaz sans chaleur est sensi-
blement nulle. L'équation (17) devient donc d{ = o; la fonction ¢ est
une simple constante, dont on peut faire abstraction, et la formule (13),
si I'on y remplace au besoin E,, et E, par feurs valeurs (14) et (15), se
réduit a

(25) U=(1+ f)En+ (1 + f)Ea = [(1 +fleq + (1 + f') €] mr.

D’ou les deux lois suivantes, qui reviennent a deux autres, trouvées
expérimentalement, la premiére par M. Joule et la seconde par
M. Regnault : L’énergie interne totale d’'un gasz parfait est : 1° indé-
pendante de son volume, 2° proportionnelle a sa température absolue.
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45. Les gaz peuvent étre classés en deux calégories, suivant que
les vibrations atomiques y sont insensibles, ou suivant que ces mémes
vibrations y absorbent, au contraire, une fraction notable de I'énergie,
ce qui annonce chez la molécule une tendance a la décomposition.
Dans le premier cas, qui doit comprendre tous les gaz simples, on a
E, = o, e, par suite, en éliminant E,, de (25) au moyen de (24),

(26) U="- ;fpv.

D’apres cette relation, applicable seulement aux gaz dont les molécules
sont chimiquement les plus stables, tous les gaz simples, pris & volume
égal et a la méme pression, possédent d’egales quantités d’énergie
interne ou calorifigue. C'est la loi découverte expérimentalement par
Delaroche et Bérard.

Des expériences célébres de M. Regnault ont montré que cette loi
ne s’applique pas bien au chlore et au brome, lesquels sont pour cela,
dans les circonstances ordinaires, trop prés de leurs points de con-
densation, mais qu’elle s’étend i I'oxyde de carbone et au bioxyde
d’azote, gaz permanents ou voisins de I'état gazeux parfait, comme
I’hydrogéne, I'oxygéne et I’azote, et qui se trouvent en méme temps,
surtout le premier, suffisamment stables au point de vue chimique,
c'est-a-dire tels que I'énergie actuelle atomique E, y soit petite. D’autre
part, elle ne s’applique pas a 'hydrogéne protocarboné; car ce gaz,
bien que permanent, est facilement décomposable par la chaleur. En
général : 1°un gaz doit vérifier la loi exprimée par la formule (26),
s'il résiste énergiquement a la liquéfaction et & la décomposition chi-
mique, ce qui est le cas des cinq premiers gaz permanents cités plus
haut et aussi, sensiblement, de I'acide chlorhydrique, dont la con-
densation et la dissociation sont, toutes les deux, difficiles a produire;
2° un gaz doit s’écarter, au contraire, de la méme loi s’il est aisément
liquéfiable ou décomposable, ou I'un et 'autre & la fois, comme le
sont, & un plus haut degré que les précédents, I'acide carbonique, Ia
vapeur d’eau, le protoxyde d’azote, I'hydrogéne sulfuré, etc.

46. Je n’ai considéré jusqu’ici qu'nn gaz homogene. §'il s'agit, au
contraire, d’'un mélange de plusieurs gaz, supposés d’abord a I’état
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d’équilibre, c’est-a-dire sans courants intérieurs ou sans autres mouve-
ments que les vibrations calorifiques, chacun d’eux parait n'éire
soumis qu’a sa propre pression, ou se comporter comme s'il occupait
seul Pespace dans lequel il est distribué, et les vapeurs elles-mémes
ne différent pas, en cela, des gaz les plus éloignés de leurs points de
condensation : seuls, les liquides ou les solides qui s’opposent a I'ex-
pansion du mélange subissent une pression égale a la somme de toutes
celles qu'exercent les gaz mélangés. 1l semble donc que des gaz dif-
férents ne réagissent les uns sur les autres, avec une grande intensite,
qu'a des distances tout au plus comparables & leurs intervalles moleé-
culaires moyens, en sorte qu'une molécule quelconque de I'un d’eux
ne soit soumise qu'a 'action de celles de son espéce qui I'entourent,
et, en outre, a 'action beaucoup plus faible des molécules des autres
especes qui s’en trouvent extrémement rapprochées.

Mais, si I'un des gaz entre en mouvement, des résistances croissant
avec la vitesse doivent se développer entre ses molécules et celles des
autres gaz en présence; car les rapprochements et, par suite, les con-
flits qui se produisent entre elles doivent étre d’autant plus nombreux
et d’autant plus considérables que la vitesse du gaz en mouvement
est plus grande. Ainsi s’explique la lenteur relative avec laquelle se
mélangent, ou se diffusent 1'un dans 'autre, deux gaz mis en présence,
malgré I'absence de pression stalique exercée par l'un d’eux sur
Vautre; et cette lenteur est bien plus grande encore quand les gaz sout
séparés par une cloison poreuse beaucoup plus résistante qu’aucun
d’eux, telle, par exemple, qu'une couche de plitre, une feuille de
papier, une plaque de graphite. On peut voir, an § X d’'un Mémoire
sur Uinfluence des frottements dans les mouvements réguliers des
fluides (Journal de M. Liouville, t. XIII, 1868), qu'il est facile
d’établir théoriquement, de ce point de vue, la loi que M. Graham a
expérimentalement trouvée, et d’apres laquelle la vitesse de diffusion
de chaque gaz d travers la paroi poreuse est en raison inverse de lara-
cine carrée de sa densité et indépendante de la présence des autres gas.

(Mémoire présenté a 1'Académie des Sciences et des Lettres de Montpellier, le 8 juillet 1872,
et publié la méme année dans le Recueil des Mémoires de cetie Académie.)



