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PURES ET APPLIQUEES. 3g1
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Note sur la théorie des tourbillons liquides;

Par M. J. BOUSSINESQ.

Aux §§ XT et XII d’'un Mémoire Sur l’influence des frottements dans
les mouvements réguliers des fluides (Journal de Mathématiques,
2° série, t, X111, 1868) j'ai obtenu les équations générales qui régis-
sent 'écoulement bien continu d’un liquide dans un tuyau ou dans
un canal a axe circulaire et de section constante, quand les vitesses se
trouvent distribuées de la méme maniére sur toutes les sections nor-
males. J’ai démontré en particulier que la pression p est alors la méme
aux points homologues de toutes ces sections, A part un terme pro-
portionnel & leur inclinaison variable a sur le plan de I'une d’elles et
a une constante ¢ qui dépend du mode d’écoulement [*].

Le cas le plus simple, pour lequel la constante ¢ est nulle, parce que
la pression p doit redevenir la méme lorsque « croit de 360 degrés, se
présente quand le liquide est mii dans un espace annulaire complet,
compris entre un cylindre plein vertical de rayon r,, animé d’une vi-
tesse de rotation donnée, et un cylindre creux conaxique, d’un rayon
plus grand ry, animé d’une vitesse de rotation également connue. Ce
probléme intéressant, que Newlon le premier a essayé de traiter ]
revient, dans le cas plus particulier r, = w0, 4 I'étude du tourbillon
permanent qu’on produit en faisant tourner uniformément sur son axe
un cylindre solide vertical immergé en partie dans une eau en repos.

Si le cylindre de rayon r, et aussi celui de rayon r, (quand il existe)

L L 14 d .
plongent assez profondément pour que la dérivée Z: de la vitesse dans
le sens vertical (de bas en haut) soit beaucoup plus petite que sa dé-
., dv ' . .
rivée — dans Je sens des rayons r, les filets fluides seront approxima-
tivement circulaires et conaxiques, et V'intégrale (36) (§ XTI cité) de

[*] On remarquera que, dans le § XII du Mémoire cité, la constante ¢ désigne la

= 2, et non, comme au § XI, le quotient de cette dérivée par le coefficient
-4

des frottements intérieurs.
[**) Principes mathématiques de la Philosophic naturelle, IX* section, prop. LI.

dérivée
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I’équation du mouvement, intégrale qui équivant, avec deux constantes
. \ c r N . .
arbitraires M, N, & 0 = rlog; +Mr+ —» deviendra simplement
¢

v=Mr-+ N
r

On déterminera M et N au moyen des deux conditions relatives aux
parois et qui ont lien, I'une pour r=r,, Vautre pour r = r,. Dans le
cas, particuliérement intéressant,our, =, la condition concernant
la paroi extérieure ou concave reviendra toujours 4 dire que la vitesse
ne doit pas devenir infinie pour r = =, et 'on devra poser M = o, ou

N \ . . T , . .
0= — d’ot la loi suivante, indiquée par Léonard de Vinci, obser-

vée par Venturi [*] et démontrée, tout autrement que ci-dessus, par
M. de Saint-Venant [*], qui a repris le calcul de Newton en évitant
deux erreurs signalées, I'une par Jean Bernoulli, I'autre par d’Alem-
bert : La vitesse, dans les tourbillons, est en raison inverse de la dis-

tance a Uaxe.
L’expression (41) (§ X1) de la pression p, si 'ony fait c = o et qu’on
I’égale a celle de atmosphére, donne I’équation de la surface libre
z= const + é‘/: ¥ dr = const + %(%— ,—Ia)

. . dz s T
Le coefficient angulaire — de la tangente & un méridien de cette

v ’ . .
surface vaut p et décroit sans cesse quand r grandit, du moins lors-

qu'on a r, = ou M =o. La surface libre du tourbillon est, par
conséquent, un entonnoir dont le demi-méridien tourne sa concavité
wvers en bas, a I'inverse de ce qui arrive pour une masse liquide animée
d’un simple mouvement de rotation, ou dans laquelle la vitesse v est
proportionnelle a r, et dont la surface est un paraboloide de révolu-
tion concave vers en haut.

(*] Essai sur lcs Ouorages physico-mathématiques de Léonard de Vinci, lu par
Penturi, en 1997, & I'lnstitut, fragm. 10° et Observations a la suite, ou encore Re-
cherches sur la communication latérale du mouvement dans les fluides, prop. XI.

(**) Mémoire sur U'Hydrodynamique des cours d’eau (Comptes rendus, t. LXXIV,
26 février 1892), note au bas de la quatriéme page.
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