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Détermination du périmétre de la région de convergence de la
série de Taylor et des portions des différentes conjuguces
comprises dans cette région, ou construction du tablean
général des wvaleurs d’une fonction que peut Journir le déve-

loppement de cette fonction suivant la série de Taylor;

Par M. Maxmuuey MARIE,

Répétiteur a 'Ecole Polytechnique.

1.a fonction
dyv\ r—ux, dry\ (x— z,)?
.70+(dx>, 1 +(;Z.—r_’-), 1.2 AR

essentiellement unique, déterminée et finie, tant que la série qui la
constitue reste convergente, n’est, si I'on peut s’exprimer ainsi, qu'une
portion de la fonction y, généralement multiple, définie par I'équation

Jix, y) =0,

qui a servi A calculer la valeur initiale y, et les coefficients différentiels

des divers ordres
. dy d’y )
dx ,, Azt o’ T

le lieu représenté par I'équation

_ dy\ = — d*y\ (x—x,)?
]——f°+(d.z,:>o 1 +<dx‘>o et

n’est, de méme, qu'un segment du lieu total représenté par I'équation

fix, Jy)=o
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<

La détermination précise de ce segment constitue évidemment une
. partie essentielle de la théorie de la série de Taylor.

Cette question ne présente pas de grandes difficultés, et J’aurais pu
Vaborder depuis longtemps, an moins-relativement aux exemples pour
lesquels j’avais assigné¢, en 1861 et 1862, dans le Journal de Mathe-
matiques, la condition exacte de convergence; mais ces recherches,
ne pouvant alors étre utilisées que relativement i quelques exemples
isolés, eussent présenté peu d’intérét.

Aujourd’hui, au contraire, que la condition de convergence de la
série peut étre déterminée d’une facon précise dans tous les cas, la
question qui va nous occuper s’'impose d’elle-méme, et doit étre traitée
avec le soin qu’elle mérite.

Jai dit que cette question est assez facile & résoudre : je ferai tou-
tefois remarquer qu’elle n’était abordable qu’autant, d’abord, qu’on
disposat d’'un moyen convenable de classification des solutions imagi-
naires d'une équation a deux variables, ensuite qu'on etit une méthode
directe pour déterminer la valeur finale que prendrait la fonction ¥,
assujettie & la continuité, lorsque la variable x serait parvenue de sa
valeur initiale 4 la valeur finale qu’on voulait lui faire prendre, en
suivant une loi de progression donnée; car, quant i se servir de la
série elle-méme pour calculer de proche en proche les valeurs de 7,
comme |’avait proposé¢ M. Puiseux, ce serait peu réalisable.

Mais j'ai douné, en 1860, dans le Journal de Mathématiques, la
solution de cette derniére question, et la méthode dont je me suis servi
permettra d’assigner, parmi les valeurs de J» fournies par I'équation

Sz, y)=o,

celle qui serait donnée séparément par la série supposée convergente.
La question sera seulement plus simple que celle que J envisageais
alors, puisque, la valeur finale de ) devant rester la méme, quelles
que soient les valeurs qu’ait prises xx dans Vintervalle, il n’y aura pas
o
a s’en occuper. :

Vappelle region de convergence la portion du plan recouverte par
I'ensemble des points fournis par Péquation '

_ dy\ = — =z,
J =D+ Iz:,, I +



70 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

1] s'agit de déterminer le périmétre de cette région et la portion de
chaque conjuguée qui s’y trouve comprise.

Cette courbe passe par le point critique du lien considéré ou s’arréte
la convergence de la série, et tous ses autres points ont pour abscisses
les quantités qui, retranchées de la valeur initiale x, de x, fournissent
des différences de méme module que la différence entre x, et 'abscisse
du point d’arret.

Ainsi, si

x,=a+by—1, y,=a+ by—1

est celui des points critiques ou s’arréte la convergence, et que
_— , . —
xo=ao+ﬁo\/_l' fo:ao_*"ﬁo\/‘"

soient les valeurs initiales de x et de 7, le périmétre de la région de
convergence sera caractérisé par I'équation

(@—ap)? + (B — Boi? = (a— &) + (b —Bo),

(a* — a®) + (B — b*) — 2(a — a)ay — 2(f — b)Bo = o,

« et 3 désignant les parties réelle et imaginaire variables de .
La question est donc de suivre de proche en proche la marche de y

lorsque x = a + 8y — 1 varie & partir de x, = a + by — 1, en suivant
le chemin

(o8 — a?) + (B — b%) — 2(x — @), — 2(E — P}y = 0.

Les points du périmetre qui auront méme caractéristique appartien-
dront 4 une méme conjuguée et formeront les extrémités de l'arc de
cette conjuguée compris dans I'intérieur de la région de convergence;
de sorte que, si 'on a tracé d’avance ces conjuguées et qu’on reléve
pour chacune d’elles la portion comprise dans U'intérieur de la région
de convergence, on aura le tableau de toutes les valeurs de la fonc-
tion y que pourra fournir la série.

Si I'équation f(x, ) = o est du degré m, elle fournira entre 2, 3,
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' et (3 deux équations de degré m. En y joignant les trois équations

@« —a®+ [ — b —~ 2(e—ala, — 2(f — b)), = o,
x:a—i—@,
‘]‘:U.’—i—ﬁ',

- et éliminant ¢, 3, o et 8/, on aurait I’équation du périmétre de la région
de convergence, qui serait du degré 2m?. )

Mais la courbe ainsi obtenue comprendrait une foule de branches
parasites, puisqu’elle contiendrait les m points du lieu f(x, y)=o
qui correspondraient 4 une méme valeur de x satisfaisant & la con-
dition

aﬁ—a2+ﬁ’—bz——2(a—a)éo—-2(5—-1))[30:0,

tandis que la courbe cherchée n’en devrait comprendre qu'un.

D’ailleurs la méthode qu’on aurait suivie ne pourrait fournir aucune
indication propre 4 permettre d’éliminer les branches parasites du
lieu.

On ne recourra donc pas habituellement 4 cette méthode, qui ne
donnerait qu’un résultat brut dont on ne saurait que faire.

Le principal moyen qu’on emploiera pour traiter la question se
tirera de cette remarque, que la courbe cherchée ne saurait entamer
ni I'une ni Pautre des deux branches de la courbe caractérisée par
I’équation générale

x=u0+ f,V—1,

qui comprendraient immédiatement celle o1 se trouve le point origine.
Cette remarque fournira le moyen d’éliminer les solutions étrangéres
que le calcul aura fournies. '

Nous commencerons par la construction de la tangente 4 la courbe
en un quelconque de ses points, parce que cette question est la plus
simple.

Soient

xT=a+py—1, y=do+ V=1
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les coordonnées d’un point du périmétre cherché, et
0y — 1

la valeur du coefficient différentiel % = — f—’, en ce point; les coor-

5

données du point infiniment voisin du périmeétre seront

x4+ du+dpy—71
et
¥+ (m+ ny—1){de + dBy =7)
=y + (mde — ndf) + (ndo ~+ mdpf y—1;

de sorte que le coefficient angulaire de la tangente cherchée sera

mdae — ndff + nds 4+ mdf

da + dff
ou
. df
m-{-/z-i-(m—n)z
l+({—B
da

y . dag . e . .
D’ailleurs FE s'obtiendra en différentiant I’équation

(@8 —a*)+ (f* — b*) —2(a —a)o, — 2(f — b)B, = 0,

qui donnera
(o — @yl + (B — Bo)lf = o,
d’ou
ZE . a—d

da g—B

Par suite, le coefficient angulaire cherché sera

(m~+n)(B—P)— (m—njla—a)

(p—ﬁﬂ)‘*‘(“—“o)

On déterminera tout aussi aisément le rayon de conrbure de la
méme courbe en un quelconque de ses points.
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Soit p + q\/ -1 la valeur de " au point considéré, le coefficient

différentiel —;? au point (& —+ dx, 7 -+ dy) du périmétre, sera

m+ny—1+ (p+gy—1)dr
ou
m—4ny—14+(p+qy—1) <[ — %”E%E\/__[) do,

c’est-a-dire

a"n’a)s/ It

"da+<rz+qda—pp g

m—{—pdoc—i—qﬁ’ﬁ

le coefficient angulaire de la tangente au périmétre en ce point
(x + dx, y + dy) sera donc

o — &y

= "“] B+ b — B

(B4 df— !+ (2 -+ dz— a,)

|msns s gitam o)

[m——— n—+(p—q)da+(p —'«q);-;odaJ (o doa — z,)
—_ 3

p+dﬁ—§ —+ (o 4 dx — &)

’angle de conlingence sera, en conséquence,

1 (B—Bota—a) | (p=g)[(f—fi—(2—a)]—2(p—g)p— Bo(a—aa) | —2m[(B—Bu) (22, z]d

B— By p~pn+7—ao)+|(ziz+n) B—By) — (m— n){a—a)P

quant i I'élément du périmétre, c’est

Vida + d& 2+ (da + dB)?,

\/[+ [(m'+n)(ﬁp—__ﬁ»pu.—::z_—a:w(a—an]’ <|_ ii‘;a‘) ot

le rayon de courbure sera y donc

ou

[(ﬁ—ﬁ,\-——(a—an] ﬁ—Bo—Fa—an,’+;(m+m\ﬁ——ﬁo—(m——n)(a——ab]’
B—fet a—an 1P+ q) 18— Bu— (a— ] — 2 p— g} (B— Bol(e— ool | — 2[(B— ful*+ (2 — & 7]

Voyons maintenant comment on obtiendra des points de la courbe

en nombre suffisant pour la construire.

Tome XVIIT (2¢ série). — Mags 1873. o
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La question se réduit & trouver les points on elle coupe chaque
conjuguée. Or soit Cla caractéristique d’une conjuguée, de sorte que

!
le long de cette conjuguée LA C; les points cherchés seront fournis

B

par les deux équations comprises dans
Fla+ BV=i,a+ BCy—i)=o,
et par la condition
(@ — o)’ + (f — fo)* = (@ — & )"+ (b — fo)’s

ces trois équations donneront a, 8 et «’, dont on formera les coor-
données des points cherchés; mais elles fourniront beaucoup de so-
lutions étrangéres, dont on se débarrassera comme il a été dit plus
haut.

Pour ne pas multiplier inutilement les essais, on fera bien de com-
mencer par déterminer les conjuguées tangentes au périmétre de la
région de convergence; pour cela, on n’aura qu'a éliminer « et o'
entre les équations

fla+ fV—1,a+ BCY—1) =0,
(& — &)+ (B — Bo)* = (a—ao)’+ (b — ff),

et a exprimer que I'équation résultante en 3 a deux racines égales. A la
vérité, I'équation propre a déterminer les valeurs extrémes de C four-
nira aussi beaucoup de solutions étrangéres; mais on s’en débarras-
sera par les moyens qu'on a déja indiqués.

Le point important de la question est de fixer la figure du para-
métre de la région de convergence aux environs du point d’arrét.

Nous rappellerons d’abord que les poinls critiques appartiennent
toujours a I'enveloppe totale des conjuguées. Ce sont les points de
contact des tangentes a cette enveloppe paralléles a ’axe des y, le mot
tangente étant pris ici dans son acception la plus générale, c’est-a-dire
que ce sont les points situés a Uinfini sur les branches de V'enveloppe
qui ont leurs asymptotes paralleles a 'axe des y, les limites de ses
diverses branches dans le sens des &, ses points de rebroussement, etc.,
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les points multiples ou les dérivées de y par rapport i xr se séparent,
sans devenir infinies, étant seuls exceptés.

L’examen complet de la question comporterait naturellement une
infinité de cas, puisqu’il faudrait distinguer ceux ou les degrés de mul-
tiplicité des points d’arrét seraient différents, et, pour chaque valeur du
degré de multiplicité, passer en revue toutes les hypothéses possibles.

Nous nous bornerons a I'examen des trois cas les plus simples et les
plus usuels : celui out le point d’arrét serait I'extrémité d’une branche
de I'enveloppe asymptote a uune paralléle 4 I'axe des y; celui ou ce
serait le point de contact avec l'enveloppe d’une tangente simple pa-
ralléle & I'axe des y; enfin celui ou ce serait un point de rebrous-

 d? - .
sement de I'enveloppe ot = serait infini.
dx?

Dans le premier cas, le périmetre de la région de convergence devant
contenir le point d’arrét sera naturellement asymptote a la méme pa-
rallele a I'axe des y que la branche de I'enveloppe qui irait passer par
ce point.

Dans le second cas, le périmétre de la région de convergence sera
tangent a P'enveloppe au point d’arrét, puisque 1’enveloppe est tan-
gente a toutes les courbes continues qui ont un point commun avec
elle; mais, au reste, on le vérifierait aisément sur la formule trouvée
plus hant du coefficient angulaire de la tangente au périmétre

(m—+nr)(B— ﬁo)—(nz—n)(oc—ao):

BP0 + (@ — =)
ly , . . . N . . .
en effet, % étant infini au point d’arrét, m ou n seront infinis, et par

conséquent le coefficient angulaire de la tangente au périmeétre sera
aussi infini.
Eofin, dans le troisiéme cas, la formule

3
v

[(p_ BU\' - (“—“o)“(ﬁ — ﬁa'*- *x — aoV“*‘[(’"'"”)(B — ﬁn) — (m — ni{a — "o)]i!" ,
{B— Bo+a— )} (p+ ) (B— Bo)+(2— o) 1—2 (p— ) (B — Bu) (= — ) | — 2 m [(B— B} ~+{a—at,)']

trouvée plus haut pour représenter le rayon de courbure du périmétre,

donnera évidemment une valeur nulle pour ce rayon de courbure au

point d’arrét, puisque I'une au moins des quantités p et ¢ sera infinie;
10..
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par conséquent, lorsque le point d’arrét sera un point de rebrousse-
ment de I'enveloppe du lieu, ce sera aussi un point de rebroussement
du périmetre de la région de convergence.

Nous placerons ici une autre remarque qui aidera puissamment
la construction du périmétre de la région de convergence, a partir du
point d’arrét; c¢’est qu'une courbe quelconque, caractérisée par une

équation
¢ (4 B)=o,

qui passerait au point d’arrét, ou elle serait naturellement tangente
a4 l'enveloppe, ne saurait, en aucun cas, pénétrer dans la région
de convergence que par 'un seulement des deux arcs qui partiraient
en sens contraire de ce point d’arrét. En effet, I'équation

olu,fBy=o0

étant supposée admettre la solution « = «, 5 = b, si I’on fait varier a
et B & partir de a et de b, en désignant par dx et d3 les accroissements
de a et de 8, on aura

do o, (a, b)

E - ?’b(”’ 5)

do pouvant étre positif ou négatif, mais du et df devant changer en
méme temps de signes.

D’un autre coté, I'inégalité
(@ =)+ (£ = Bo)* <@ — a0)* + (5 — By )",
qui, pour rester satisfaite 4 partir de « = a, f§ = b, exigerait que
(@a— a)da + (b— f,)dp

restat négatif, sera bien remplie par I'un des systémes de valeurs de
da et de df, données par I’équation

4B gala, b)

du o, la, b

A

mais ne le sera pas par I'autre; par conséquent, la courbe caractérisée
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par P’équation ¢ (¢, 3) = o ne pénétrera dans la région de conver-
gence que par I'un de ses deux arcs partant en sens contraire du point
d’arrét.

Cette remarque, appliquée & V'enveloppe et i la conjuguée qui la
touche au point d’arrét, conduit 4 des résultats importants.

1l en résulte que la série qui, selon les cas, peut représenter les or-
données d’arcs plus ou moins étendus, a partir du point d’arrét, de
Penveloppe ou de la conjuguée qui passe en ce point, ne saurait en
aucun cas fournir lordonnée d'un seul point du prolongement de I'un
de ces arcs au dela du point d’arrét; le point d’arrét est toujours I'une
des extrémités de Iarc de I'enveloppe ou de la conjuguée qui y passe,
dont la série puisse fournir les ordonnées, en d’autres termes la série
ne peut servir 4 passer de I'une 4 I'autre des deux branches de I'enve-
loppe que sépare le point d’arrét, ou de la conjuguée qui y passe. On
peut le vérifier directement de la maniere suivante :

. , . N oday . .
Soient x,, ¥, les coordonnées du point d’arrét, -~y étant infini,

dx . . . r s .
Z J sera nul; Iabscisse x du lieu, développée a parlir de x = x,, sera

donc représentée par

_ ' &a\ (y —y)
rm e (£2) L

Clest-a-dire qu'a des valeurs de y équidistantes de y, il correspondra
des valeurs égales de x.

. — . dx .
Orsi (p + ¢V —1) représente la valeur de 5= enun point

(x=a+py—1,y=ad+FV—1)

de I'enveloppe, la condition pour que le point mobile (x)") reste sur

cepn 1
cette enveloppe est que la différentielle de 2—1;, ou

(p+gV—1)dy,
soit réelle, c’est-a-dire que

pdf +qdd = o.
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On obtiendra donc deux points de I'enveloppe, voisins du point (x, y,),
dans I'un et dans P’autre sens, en donnant 4 y les deux valeurs

=ik (1= 2V de,

équidistantes de y,.

Or ces deux ordonnées, équidistantes de y,, correspondraient a une
méme abscisse. Si donc la série pouvait fournir les ordonnées des
points d’un arc de I'enveloppe s’étendant de part et d’autre du point
critique, elle pourrait, pour une méme valeur de x, fournir deux
valeurs différentes de y, ce qui est impossible.

Le théoréme est donc établi en ce qui touche Penveloppe.

Soit maintenant C la caractéristique du point critique (x,, 7,),
I'abscisse du lieu étant représentée par

)(]::1)2 +

x=uax,+ (p+qy—1

les différentielles da + d3 y—1 et da’ + df’' y—1 de x et de y  partir
du point &, y, seront liées par la relation

de +dBy—1=(p+qy—1) (de! +-dff y—1] \/__—')2,

1.2
d’'ou
2dB = 2pda’df + q(do'* — df*);

pour que le point mobile reste sur la- conjuguée C, il faudra donc que

2dp’ =C
2pde df’ + q (dz'? — df'?) T
ou que
do’
¢ = 2pdd +q (da' & dﬁ')-
.. ) e .. .
Cette condition exige que g soit infini : o/ devra donc varier seul; par

conséquent, en prenant pour y les deux valeurs

¥ =7, =+ do/,
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on obtiendra deux points de la conjuguée passant au point critique, infi-
niment voisins de ce point et placés de part et d’autre par rapport a lui.

Mais ces denx ordonnées, équidistantes de JY1» correspondraient i
une méme abscisse. Si douc la série pouvait fournir les ordonnées des
points d'un arc de la conjuguée critique s’étendant de part et d’autre
du point critique, elle pourrait, pour une méme valeur de x, fournir
deux valeurs différentes de y, ce qui est impossible.

On peut encore ajouter que, si 'on place le point origine sur I'en-
veloppe 4 une distance suffisamment petite de 'un des points critiques,
la série ne pourra pas fournir 'ordonnée d’un seul point de la conju-
‘guée passant en ce point critique. ,

Eu effet, la région de convergence s’étendant du point (25, 70) au
point critique (ax,, y,) et pouvant fournir tous les points de Yarc de
'enveloppe limité a ces deux points (x,, y,) et (x,, 7,), sil’on congoit
une conjuguée tangente & I’enveloppe en un point (2’, y') compris
entre (&, 7,) et (x,, ¥,), comme la série ne sera pas encore divergente
en (x', 3'), elle pourra servir 4 passer sur cette conjuguée et i la par-
courir dans un sens et dans l'autre jusqu’aux points (x, ) pour les-
quels le module de la différence x, — x serait égal & celui de x, — x,.

Mais des deux arcs de la conjuguée allant du point (x', ') anx deux
points (x, y) qui viennent d’étre définis, I'un prolonge directement
le chemin déja parcouru sur 'enveloppe et se rapproche du point cri-
tique; et cet arc, le long duquel le module de Ja différence x, — x ne
peut qu’augmenter, sera d’autant moindre que le point x’ y’ sera plus
voisin du point (x,, 7,), de sorte que les deux arcs &y —2x47),
(%', y' — x, y) s'évanouiront en méme temps. L’arc de la conjuguée
mobile que pourra représenter la série a partir du point ou cette con-
juguée touchera son enveloppe et dans le sens que nous considérons
sera donc d’autant moindre que la conjuguée mobile se rapprochera
davantage de la conjuguée critique et se réduira a zéro sur cette con-
juguée elle-méme.

Cela posé, il est facile de voir que le second arc de la conjuguée
mobile que la série pourrait fournir dans le sens contraire s’évanouira
en méme temps que le premier. En effet, ici le point infiniment voisin
du point critique sur le premier arc de la conjuguée mobile, au mo-
ment ou elle vient se confondre avec la conjuguée qui passe au point
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critique, n’échappe 4 la représentation par la série que parce quele mo-
dule de la différence & — x, entre son abscisse et celle du point origine
surpasse celui de la différence &, — x,. Mais cette abscisse est aussi
celle d’un point de l'autre arc; la série ne peut donc pas plus fournir
I’'un que l'autre de ces points.

De méme, si L'on place le point origine sur la conjuguée passant en
un point critique,  une distance suffisamment petite de ce point cri-
tique, la série ne pourra pas fournir 'ordonnée d’un seul point de I'arc
de I’enveloppe passant par ce point.

En effet si le point origine (x,, y,) était sur I'une des conjuguées
voisines de la conjuguée issue du point critique et tangente a 'enve-
loppe en un point (X', ¥'), la série pourrait représenter I’arc compris
sur cetle conjuguée entrele point (xx,, y) etlepoint (x, y'), plus un
arc de Venveloppe s'étendant dans les deux sens a partir du point
(&', 7'), et qui serait limité dans un sens au pointcritique &, ¥, et dans
I'autre en un point (x, y) tel, que le modulede la différence x, — x fat
égal a celui de la différence x, — x,. Mais il est facile de voir que ce
point (xx, y) serait d’aatant plus voisin de (x', 7') que celui-ci le serait
lui-méme davantage de (x,, 7,), et que les deux distances s’évanoui-
raient en méme temps.

En effet I'arc (x,,y, — a, y) devrait chaoger de sens, sur l'enve-
loppe, si le point (a9, }o)s aprés s'étre rapproché de la conjuguée
issue du point critique, passait sur une conjuguée placée de l'autre
coté par rapport a celle ou il se trouvait d’abord ; or, avant de changer
de sens, cet arc devrait s’évanouir.

Lors donc que le point origine sera sur la conjuguée issue du point
d’arrét, la série ne pourra représenter l'ordonnée d’aucun point de
Yenveloppe.

11 est clair du reste que cette derniére proposition ne fournira d’in-
dications stires qu’autant que le module de x, — x croitra constam-
ment de zéro & la valeur du module dex, — x,, lorsque x passera par
les valeurs des abscisses des points intermédiaires de la conjuguée
issue du point (x, 7).

Les théorémes qui précédent permettent de se rendre compte de la
forme que doit affecter dans chaque cas la limite de la région de con-
vergence et de la maniére dont cette limite change.
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En premier lieu, lorsque le point origine M, est situé sur 'enveloppe
BAC, la région de convergence coupe chaque conjuguée, qu'elle entame
en deux points placés de part et d’autre du point ot elle tonche l'en-
veloppe, pourvu;que ce point soit assez voisin de M,. Ces deux points
de rencontre tendent & se confondre sur la conjuguée infiniment voi-
sine de la conjuguée DAE qui passe au point critique.

Fic. 1.

Sur la conjuguée qui touche I'enveloppe au point A’ tel que les
modules des différences des abscisses des points M, et A d’'une part,
M, et A’ de Vautre soient égaux, I'un des arcs s’évanounit, mais I'autre
subsiste encore un certain temps.

Si la conjuguée s’éloigne encore un peu, l’arc restant a ses deux
extrémités d’'un méme coté du point de contact, il finit par s’évanouir
lorsque la conjuguée devient tangente au périmétre de la région de
convergence.

Cette courbe est tangente a I'enveloppe en A et en A': en A elle
présente un point de rebroussement, elle est dessinée en points ronds,
la conjuguée qui y est tangente touche I'enveloppe en A”; les points
ou le périmétre de la région de convergence coupe toutes les conju-
guées sont marqués d’une maniere distincte.

La région de convergence est formée des deux espaces clos séparé-
ment limités d’'une part 2 'arc AA’ de I'enveloppe, et de I'autre aux
deux arcs ARA’ et ASA’ de son périmétre.

Si le point origine passait de I'enveloppe sur une conjuguée quel-

Tome XVIII (2% série). — Mass 1873. II
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conque, telle que celle qui touche 'enveloppe en M, dans la figure
précédente, le périmeétre de la région de convergence changerait peu
du coté de A’; mais cette courbe couperait alors la cenjuguée passant
en A pres de ce point, de sorte qu'un petit arc de cette conjuguée
pourrait étre fourni par la série. Cet arc, au reste, resterait limité en A
et s’étendrait vers D. La série pourrait encore fournir des arcs de plus
en plus petits des conjuguées tangentes a I’enveloppe, de A en G, jus-
qu’a une certaine distance; ces arcs auraient leurs deux extrémités
d’un méme c6té du point de contact avec 1'enveloppe. D'ailleurs le
rebroussement du périmétre, en A, disparaitrait.

Si la conjuguée contenant le point origine se rapprochait de la con-
juguée issue du point critique, le point de contact de celte conjuguée
avec I'enveloppe se rapprochant du point A, Parc AA’ de cette enve-
loppe, que pourrait fournir la série, diminuerait, et I'arc de la con-
juguée passant au point critique, compris dans la région de conver-
gence augmenterait en méme temps, tout en restant toujours limité
en A. Le point de contact avec la branche AC de I'enveloppe de la
derniére conjuguée rencontrée par la limite de la région de conver-
gence reculerait en méme temps vers C,

Enfin, si le point origine M, venait se placer sur la conjuguée pas-

sant au point critique, comme le point mobile 2y ne pourrait pas
passer sur I’enveloppe, les deux points de rencontre de la limite de la
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région de convergence avec une conjuguée quelconque appartien-
draient toujours & une méme des deux branches séparées sur cette
conjuguée par le point ou elle toucherait Penveloppe. Celte branche
serait celle qui occuperait par rapport au point de contact la méme
position que le point M, par rapport au point A, ou celle qui serait
en continuité avec M A.

Ces observations générales seront utilement complétées par cette
remarque importante, dans la question dont il s’agit, que, si les con-
juguées qui avoisinent celle ot se trouve le point origine étaient con-
struites avec assez de soin, on pourrait, jusqu’a un certain point, dé-
terminer par titonnements les points ou chacune d’elles serait coupée
par le périmnétre de la région de convergence; car la position d’un
point d’'une conjuguée dont la caractéristique est donnée déterminant
les deux parties de P'abscisse de ce point, il 0’y aurait, pour savoir si
un point d'une conjuguée est ou non compris dans la région de con-
vergence, qu’a déterminer le signe de la différence

(a - “0)2 -+ (ﬁ - ﬁo)2 ".(‘“l "— “0)2 - Kbo - ﬁo)z-

Lorsque le point origine x, = oy + BV — 1, Jo = &, + foy— 1
se déplace sur le lieu f(x, ) = o, la région de convergence se dé-
forme insensiblement en conservant pendant un certain tewps pour
limite le méme point critique

du_‘_an'_ I,

@+ B,V —1;

mais, si le déplacement du point origine est assez considérable, la
limite de la région de convergence doit finir par tomber en un autre
point critique

a,+ b,y—1.

v, r T
a,+ b,y 1.

Au moment ot le point d’arrét va changer, il y a un instant ot le
périmetre de la région de convergence passe a la fois par le point
(ap+ buy- 1, d,+ b,y—1), dont il va se séparer définitivement, et

"
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par le point (@, + b,y — 1, a, + ¥, v— 1), sur lequel il va rouler pen-
dant un certain temps.
On peut appeler courbe d’équilibre, relativement aux deux points
critiques
(@ut buy =1 d,+ By=1)
et L
(@ by, d+ B VZT)s

le lieu des points du lieu f(x, y) = o, tels que, s'ils étaient pris pour
points origines, la région de convergence correspondante serait limitée
a la fois aux deux points

((?,,—I- bn \/; is "’n+ b; \:—')
e‘ ——— [EE—
(ap—+—/),,\/-—|, a;,—i—b'p\/—l);

I’équation caractéristique de cette courbe d’équilibre est

(@ — @ +(f— b, = (a —a,* + (f — b,)?
ou
20(a, — a,) + 2p(b, — by) = a2 — al+ b2 — b’
Cette équation est du premier degré; elle ne donnera donc qu’une
valeur de 8 pour chaque valeur de «; mais, 4 chaque valeur de

x=a+By—r,

il correspond m valeurs de y, en sorte que chaque courbe d’équilibre
paraitrait devoir se composer de m branches s’étendant de — »
+ oo ; mais de ces m branches il n’y en aura évidemment qu'une qui
répondra 4 la question, parce que, lorsque le point (x,, y,) aura
dépassé dans un sens ou dans I'autre la courbe d’équilibre entre les
deux points critiques considérés, la région de convergence cessera de
passer par le point critique ou elle était limitée d’abord, et que la
question de sa limite se posera alors entre 'autre de ces deux points
critiques et un troisieme.
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La considération des courbes d’équilibre peut étre tres-utile pour
-simplifier des recherches particuliéres; ces courbes présentent, en tout
cas, un grand intérét; maisil n’y aura lieu d’en faire une étude spéciale
qu’a propos de chaque exemple.

Je me bornerai ici 4 faire remarquer que la courbe d’équilibre rela-
tive a denx points critiques imaginaires conjugués est toujours la
courbe réelle; car, si a, + b,V — 1 = a, — b,y — 1, I'équation de la
courbe d’équilibre se réduit 3 8 = o. Or cette équation ne saurait
s’appliquer 4 aucuue branche de la conjuguée C = = ; car, relative-
ment A cette branche, elle signifierait que, si la région de convergence
relative au point

x, = &, + f3 \/‘_'7 Fo=10y+ \/—:—f
était limitée au point critique
Qn+ b,y —1, d,+byv—1,
celle qui se rapporterait au point
x, = &g — [y \/:T’ Jo= %y — f3o V/:‘wI’
serait limitée au point
A — by y—1, d,— By —1.

On sait que les points critiques réels d'un lieu sont les points de
contact avec la courbe réelle des tangentes qu'on peut lui mener pa-
rallélement 4 V'axe des y, et que les points critiques imaginaires sont
les points de contact des tangentes qu'on peut mener dans la méme
direction i I'enveloppe imaginaire des conjuguées, c’est-a-dire au lieu

. . d . o
des points du lien pour lesquels }1{} est réel, parce qu'une valeur infinie

d - A . r 14 2 h
de }?ﬁ doit étre considérée comme réelle, la tangente d’un angle ima-

ginaire ¢ + ¢ y — 1 ne pouvant devenir infinie que dans ’hypothese

go:/m—l—;—relqa:o.
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Quant aux autres points critiques, ou les dérivées de y par rapport
4 x ne commencent 4 devenir infinies qu'a partir du second ordre, ou
du troisiéme, etc., ils proviennent toujours de la réunioh accidentelle
de divers points critiques simples en un seul, et, par conséquent,
n’appartiennent pas moins que les premiers 4 'enveloppe.

Or, lorsque les coefficients de ’équation du lieu varient d’'une ma-
niére continue tout en restant réels, la courbe réelle et I’enveloppe
imaginaire de ses conjuguées se déforment d’'une maniére continue. 1l
résulte de ces deux observations que, les coefficients de I'équation
venant 4 varier d’une maniére contiuue, les points critiques se dépla-
ceront aussi d’une maniére continue sur le plan, et que, par consé-
quent, si 'abscisse x, = a, + 3, v— 1 du point origine reste fixe, son
ordonnée y, = o, + [,y — I restant, bien entendu, assujettie a satis-
faire, concurremment avec ., 4 'équation variable du lieu, ou encore
si x, et y, varient ensemble d’une maniére continue en méme temps
que les coefficients de 'équation du lieu, la région de convergence se
déformera elle-méme d'une maniere continue.

Mais si, partant d’une équation a coefficients réels, représentant
une courbe réelle, dont les conjuguées pourront avoir une seconde
enveloppe imaginaire, on donue a ces coefficients, assujettis a la con-
dition de continuité, des accroissements imaginaires, d’abord infini-
ment petits, 'enveloppe totale, alors complétement imaginaire, des
conjuguées du nouveau lieu différera d’abord infiniment peu, comme
position et comme forme, de I'enveloppe, en partie réelle, en partie
imaginaire, de I'ancien lieu, et elle se déformera ensuite d’'une maniére
conlinue.

En effet, lorsque les coefficients d’une équation varient d’une ma-
niére continue, les valeurs de la fonction ¥, qai correspondent i une
valeur fixe de la variable &, varient aussi d’'une maniere continue,
ainsi que les valeurs de la dérivée de cette fonction.

Par conséquent, si I'on donnait & &, dans la nouvelle équation, les
mémes valeurs réelles auxquelles correspondaient précédemment des

dy
Z

sa dérivée, des valeurs imaginaires, il est vrai, mais ou les parties ima-
ginaires seraient d’abord infiniment petites. Les points correspondants

valeurs réelles de y et de = on en tirerait, pour la fonction et pour
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seraient donc 4 la fois infiniment voisins de 'ancienne courbe réelle et
de la nouvelle enveloppe. :

Cette observation montre que, dans le cas encore on les coefficients
de I'équation d’une courbe passeraient d’nneemaniére continue de
Iétat réel a I'état imaginaire, la région de convergence se déformerait
toujours d’une maniére continue.

I'y a toutefois & cette régle générale une exception d’un genre par-
ticulier qu’il importe de signaler : si les coefficients de Péquation
varient de fagon que le lien acquiére un point multiple ou les valeurs

d . . ops . - . .
de d—; soient différentes, les points critiques qui viennent se confondre

en ce point multiple disparaissent alors comme points critiques, de
sorte que si, en raison de la position du point origine, la région de
convergence ¢tait auparavant limitée 4 'un d’eux, son périmétre doit
alors changer brusquement.

Applications.

Considérons d’abord I'équation

Le lieu comporte deux points critiques situés i 'infini sur 'axe des
7, dans les deux sens, mais qui correspondent & une méme abscisse
x = o, de sorte que la courbe d’équilibre relative au systéme de ces
deux points n’existe pas, en ce sens qu’elle est indéterminée et que la
région de convergence, par suile, sera limitée a [a fois aux deux points
critiques, quel que soit le point qu’on choisisse pour point origine.
Le méme fait se présentera évidemment toutes les fois que la courbe
représentée par I'équation proposée aura deux branches asymptotes
en sens contraires 4 une méme paralléle a I'axe des y, et généralement
lorsque deux points critiques situés ou non a distance finie auront
méme abscisse.

La relation entre x et y n’attribuant qu’une seule valeur 4 ¥ pour
chaque valeur de x, la question de la construction du périmétre de
la région de convergence sera ici aussi simple que possible.
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Soient

x, = tg + ﬁ"\/~ I
et
o=
0T ST T T A=Y
4 (ag 4+ Boy—1 )
les coordonnées du point origine, le périmétre de la région de con-
vergence sera caractérisé par |’équation

(@ — o) + (B — Bo)* = (2 — 0)° + (B0 — 0)?
ou ‘
a' — 2a,0 + B — 2[3,f5 = o,

a laquelle il faudra joindre

N e el 1 At
BN S e T e
d’ou
,__ O _a —__B
“=pavp o F=ravw

Si I'on veut en coordonnées réelles I'équation du périmétre de la
région de convergence, il faudra éliminer « et £ entre les équations

a® + f* = 2(apx + fof3),

¢ a—B8

x=a+f et =7 e

Yélimination donne

[(BRoy + ) + (Baoy — c*)*]x?
+ 4c*(ay + ﬁo)[/l(ao - ﬁo)] - Ca]x =0,

ou, en supprimant la solution x = o, sur laquelle nous reviendrons
plus tard,

2c’(a,—|— ﬁ.)[4(f1o — By — “z]

L= eyt + B) + By (f—a) + o

La courbe représentée par cette équation est asymptote a Vaxe des y,
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comme on devait le prévoir. Si I'on égale le dénominateur de x a zéro,
on trouve ’

_ a”o"‘poi(“o"‘poi\/——_'.
y=¢ 8(al+ B) ’

par conséquent, I’abscisse de la courbe reste toujours finie, comme
on devait s’y attendre.
Supposons 3, nul, I'équation de la courbe deviendra

—8caly 4+ 2clq,

X = .
32a57? — Betayy + ¢

Le dénominateur de x étant toujours positif, x sera positif ou négatif,
suivant que 7 sera plus petit ou plus grand que

1 2

4 a
Si I'on fait x = 24,, on trouve, pour déterminer y, I'’équation

3aaly? — 4cta,y = o,
d’ou

qui correspond au point de contact de Phyperbole avec le périmétre
de la région de convergence, et

J =0
qui signifie
o =—f,
d’on
a=f,
et, par suite,
o= a,

Le point de rencontre du périmélre de la région de convergence avec

P'axe des x est donc le point du lieu xy = = dont les coordonnées

4
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sont
.I'ZQO(I—E—V”—I),
o= y—1
]—4% 2

il appartient & la conjuguée dont la caractéristique est

c?

_87:.

L’équation du périmeétre, résolue par rapport & y, donne

_ e —a) V-2t omr o)

Ve i 8a,r )
les racines de 'équation N

x? — 2gpx —aj=o0

sont
X =, £ ayy 2;

par conséquent, & ne peut varier qu'entre
— ao(\/; — 1) et ao(\/; + l);

les valeurs correspondantes de y sont

8070(2 +\/’3) et 86—%(2 —\/;)

5 d | _OC o oriei
upposons, pOlIP pren reun exemp €, Xy — - = ? e pOll]t origine

c
2
sera en A; I'ordonnée du point de rencontre de la courbe avec I'axe
des y sera

LN

Py 3

EENE

ce point de rencontre sera en D; la courbe passera aux points E et B,
qui correspondent a2 x = 24, = c.
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Les limites de x seront

SIWE-n) e Ll

ou
OA’ = OA,
c’est-a-dire
—O0OG et + OH;

les valeurs correspondantes de y seront

platv2) et 2(2—va),
ou
£ _f_
2 2v;
c’est-a-dire
OA' =104,

ce qui donnera les points J et I.
La COl]l‘be aura la forme

SJDEIBT.

2
Cette courbe est tout entiére comprise entre 'hyperbole xy = % et

02
—

sa supplémentaire xy = — 7 En effet, si I'on cherche les solutions

communes 2 son équation

J2alxy? — 8ctay (X — ap) y -+ ¢t (2 - 24,) = 0,

et a 'équation
cZ
XY =
J %

on trouve, en remp]agaut partout xy par — %,

— 8alc’y + actay + 8ctaly +c'x —2cta, =0 ou a =o.

Le périmetre de la région de convergence étant obtenu, il reste &
2.
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fixer le sens dans lequel cette courbe forme limite, ou 4 déterminer la
région de convergence elle-méme.

Pour cela, considérons une conjuguée de I'hyperbole donnée
KLMRNPQ, qui touche la courbe réelle en M et Q, et I'enveloppe

imaginaire des conjuguées en K et P, le point M étant d’ailleurs
entre E et S. ’

/e

Le tracé de cette courbe rencontre celui du périmétre de la région
de convergenceen L, R et N, et il s’agit de savoir quelles sont les limites
de 'arc de cette conjuguée qui se trouve dans la région de conver-
gence; car il ne suffit pas que les tracés de deux courbes imaginaires se
coupent en un point pour que les coordonnées de ce point forment
une solulion commune aux équations des deux courbes, les valeurs
réalisées de ces coordonnées pouvant trés-bien se séparer différem-
ment, sur les deux courbes, en parties réelles et imaginaires.

Or Pordonnée du point M peut certainement étre fournie par la
série ; par conséquent, 'arc LR au moins est tout entier dans la région
de convergence.
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Mais la rencontre R n’est qu’apparente; les coordonnées analytiques
du point R de la conjuguée et du point R du périmétre de la région
de convergence sont effectivement différentes; car les équations

(¢ +BCy—1) (a+ﬁ\/———1)=%,
" (@ — &)* + fB* = &3,

ou C désigne la caractéristique d’une conjuguée, n’admettent que deux
solutions. En effet, la premiére se décompose en

2

(4
ae’ — (32C = 7 et aC+ o =o,

et la seconde se réduit a

o® + f* — 20,0 = o;
en éliminant o’ entre les deux premiéres, il vient

c'l

_ C(Otz—l- ﬁ’) ft Z—v

et, par suite,

a2+p2 . c?

o= —_
2a, 8Ca,’

ce qui conduit pour 8 4 deux valeurs égales et de signes contraires

c? ¢ c - 5 3
=+ — —+ 3 2 2
=+ \/ ! Cza:, on == 8Cm \/I()Cato ce.

Chaque conjuguée n’a donc sur le périmetre de la région de con-
vergence que deux points d’ailleurs imaginaires conjugués, comme il
etait facile de le prévoir, le point origine étant réel.

Pour la conjuguée KLMNPQ, ces deux points sont L et N, situés sur
une méme paralléle au diamétre KP de contact avec 'enveloppe ima-
ginaire des conjuguées.

L’arc de la conjuguée en question qui se trouve dans la région de
convergence est donc LMN,
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La rencontre R ne se présente sur la figure que parce que la partie
SIDEAS de la région de convergence est, si 'on peut s’exprimer ainsi,
redoublée, ou que les points qui y sont renfermeés peuvent étre
donnés de deux maniéres différentes par l’équation

dy\ x—=x,
j=70+ Eo_—l—+...,

comme si une partie de la portion du plan qui forme la région de con-
vergence avait é1é repliée sur elle-méme et que la conjuguée dat étre
tracée sur la portion du plan non repliée ; de sorte que sa rencontre
avec la partie repliée du périmétre de la région de convergence ne
serait qu'un effet de perspective.

Nous avons trouvé plus hant, pour les abscisses des points de ren-
contre de la conjuguée G avec le périmétre de la région de conver-

gence,
ot 4 c
8Ca, 8Ce,

y— 16Cal— c?;

pour qu’il y ait rencontre effective, il faut que

—16Cal — ¢* > o,

ou que
¢?

C<— Iﬁa;’,.

Or le dernier point de 'hyperbole réelle dont la série puisse donner
I'ordonnée (c’est ici le point E) a pour abscisse 2a, ; le coefficient an-
gulaire de la tangente en ce point, ou la caractéristique de la conjuguée
qui y passe, est

e

8a, c

) ou —_—
2q, 16al’

les conjuguées qui ont des points dans I'intérieur de la région de con-
vergence sont donc exclusivement celles qui touchent I'hyperbole
réelle entre E et S
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Lorsque la caractéristique d’une conjuguée se rapproche de V'infini,
cette conjuguée tend a s’aplatir suivant 'axe des y, et la branche de
droite de cette conjuguée se trouve tout entiére dans la région de con-
vergence.

Enrésumé, la région de convergence se compose de la portion STDEAS
du plan doublée et de la portion DEIBTD simple.

On voit maintenant pourquoi on a trouvé la solution, en apparence
étrangere, x = o.

Considérons maintenant I'équation
a2‘),.2 4 b2a2: a2b2;
les points critiques sont
x=+a y=o0), e (r=-—a, y=o0);

la courbe d’équilibre entre ces deux points est caractérisée par 1'é-
quation
(@ —a)+ B*=(a + a) + %,

qui se réduit 4 @ = o; cette courbe est donc la conjuguée & ordounées
réelles de Vellipse proposée, ou I’hyperbole SBS'TB'T". Le point
d’arrét sera par conséquent en A ou en A’, selon que la branche de
conjuguée ou se trouvera le point origine touchera 'ellipse en un point
de I’'arc BAB’ ou en un point de 'arc BA'B'.

L’équation du périmétre de la région de convergence, en supposant,
par exemple, que le point d’arrét fat le point A, résulterait de I'élimi-
nation de «, 3, &', {8’ entre les équations

as(afz __ ﬁ/2)+ be(az _ ﬁz)_“zb: —o,
ato' i+ b*afl = o,
(@ —20)* + (B — fo) = (ae — a)* + i,

o+ f=x ct &+ =y;
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elle serait donc du huitiéme degré. Mais, comme le point origine n’est
plus ici déterminé par son abscisse seulement, I'équation trouvée four-

nirait a la fois les périmetres des régions de convergence relatives aux
deux origines

xr=ux, et y:i;b\/a"—xg.

Il vaudra donc mieux construire la courbe cherchée sans recourir
a son équation.

Supposons le point origine situé sur laconjuguée a abscisses réelles
en un point O, de sorte que 3, sera nul et que a, sera égal 4 Ow.

La série pourra donner les ordonnées de tous les points des deux
arcs QA et QC, en supposant » ¢ = wa; mais elle ne pourra donner
Pordonnée d’aucun point de la courbe réelle; par conséquent le point
xy restera toujours sur la branche supérieure de la demi-conjuguée a
laquelle il appartiendra et g’ restera toujours positif. Quant a 8, qui
est nul au point origine, il sera positif si le point xy appartient a une
conjuguée tangente 4 I'ellipse en un point de la demi-ellipse inférieure,
et négatif dans le cas contraire.

Déterminons d’abord les conjuguées que viendra seulement toucher
le périmétre de la région de convergence et au dela desquelles, par
conséquent, il ne faudra plus chercher de points de la courbe.

Les points de rencontre du périmétre avec Ja conjuguée C du lieu
sont fournis par les équations

_aﬂalﬂ_i_ bza’ —_ (a2c2+ bﬂ)ﬁ? =a2b3’
a*Ca’ + b*a = o,
et
(@ —ag)+ = (a— a);

en éliminant &' entre les deux premiéres, on trouve
(]
(_é_ -+ bﬂ) aﬁ — (aﬂcﬂ ~+ bR)pQ o a2b2;

en éliminant 32 entre celle-ci et la troisiéme il vient, réductions faites,

(b + a’c*)?a? — 2ac*ay(a’c? + b*)a — a®c*

+ aa’cta, +aa* b cta, — 2a*b*c*= o;
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pour que cette équation ait ses deux racines égales, il faut que
a(a, — a)c*= 2b?,
d’ou
Va(a,— a)
Mais la solution doit se rapporter aussi bien & 'un qu’a I'antre des
deux points

b ———
Lo = Uy, Jo—= ;\/ﬂz—aga
et

_ RN
Log= 04y, YYo= a\/ o

On aurait donc dii trouver pour C quatre valeurs deux 4 deux égales
et de signes contraires.

Cependant la solution C = o, qui a été supprimée, n’était pas admis-
sible, car en faisant C = o dans les équations primitives du probléme
elles deviennent

o+ brod — 62@2 = a%h?,
b*a=o0
et

f*=na*— 2ase,,
qui donnent

=0, == Va®— 2ax,
. 2a* b — 2abal .
o = \/——‘7,7— = o,

et, comme &, est plus grand que a, 3 et &’ seraient imaginaires.

Il résulte de 12 que les deux valeurs de C trouvées plus haut sont
bien les caractéristiques des conjuguées limites de celles que rencontre
le périmétre de la région de convergence; du reste ces deux conjuguées
limites ayant leurs caractéristiques égales et de signes contraires, cela
explique comment elles conviennent aussi bien 4 I'un qu’a I'autre des
deux points

b —
— _ 2 2
Xy == Ups yo—i;\/a—'xo’

pris pour origines; seulement les points decontact de chaque conjuguée
limite avec les périmétres des deux régions de convergence se trouvent
Tome XVIII (2¢ série), — Avmi 1873. 13
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surles deux branches dans lesquelles cette conjuguée est séparée par
son diametre transverse,

Il 0’y aura lieu de faire varier C qu'en debors des deux valeurs qui
viennent d’étre obtenues, puisque la valeurinitiale de la caractéristique
est = a0,

Déterminons maintenant les points de contact du périmétre de la

région de convergence avec les deux conjuguées limites dont on vient
de trouver les caractéristiques,
L’¢équation en «

(6*+ a*c?)a — 2a%c a,(a*c? + b?)a — atet

+ aatcto, + 2a*b*c?a’ — 2aib?c? = o,

ayant ses deux racines égales, lorsqu’on donne 4 C I'une des valeurs
trouvées, I'une d’elles est donnée par la formule
aﬂc'.'aﬂ
ate? b )
Cette valeur de a convient i la fois aux points de contact avec les deux
conjuguées limites, puisque « ne dépend que de ¢*.
o sera fourni par I'équation
a’Co’+ b*u = o.
Enfin §le sera par
(a - a0)2 -+ ﬁ2= ((l — ao)29
d’onn
B =2a,(« — a)— «*+ a®.
D’ailleurs, nous savons que @’ doit toujours rester positif; par consé-
quent, la valeur positive de 8 correspondra 4 la valeur positivede C, et
la valeur négative de § 4 la valeur négative de C.
Si I'on voulait maintenant construire d’autres points de la courbe,
rien ne serait plus aisé.
Les équations
(0'+ a’c?*)a? — 2a%c? ay (@ + b%)a — a®ct
+2a’cta, + 28 cta, — 2a*Hc? = o,

a’Ca’ + b*a=o,

fl=aa(x—a)—a*+a* et [=Cp
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donneraient successivement pour chaque valeur de C les valeurs de «,
o, fFet 3. 3’ devant toujours rester positif, 8 devrait étre de méme
signe que C.

La tangente en A au périmétre de la région de convergence sera
évidemment la tangente a V'ellipse, car, les points infiniment voisins de
A appartenant a des conjuguées tangentes a I'ellipse en des points
infiniment voisins de A, et ces points devant étre, sur ces conjuguées,
a des distances infiniment petites de leurs points de contact avec I’el-
lipse, les droites qui les joindront au point A seront infiniment peu
inclinées sur la tangente en A & I'ellipse.

I importe, pour construire la courbe, de savoir si elle présente un
point de rebroussement en A, auquel cas elle aurait tous ses poivts au-
dessus de I'axe des x; cherchons donc si elle peut couper P'unce des x
ailleurs qu’en A.

Si 'on fait &’ = — 3’ dans les équations du probléme, il vient

o — ﬁ2: a?,
b*uff = a’a®

et
(o — )+ = (a — a,).

En ajoutant la premiére et la troisieme, on trouve

2a*— 3o, — 24+ 2a0, = o,

d’ou S

_ s Va, — faa+ 4a _ wFla—2a)
- 2 2

L)

c’est-a~dire
«a=o,—2 et a=a.

a = a donne 3 = o et correspond au point A. Considérons dans la

solution
&= t, — a,

elle donne

A== vyva (% — 2a),

qui n’est admissible que dés que «, dépasse 2a.
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La figure a été faite en supposant b = a el @, = $a. Dans ces hypo-
théses, les valeurs extrémes de C sont = 2, auxquelles correspondent
les conjuguées tangentes en D et en I/, et la valeur commune des parties
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réelles des abscisses des points de contact avec le périmétre de la ré-
gion de convergence sont == £, ce qui fournit les poinis E et E'.
Le périmeétre de la région de convergence est

AECEA.

Les deux exemples que nous venons de discuter sont les plus simples
qu’on pit trouver, et il est clair que, pour peu que I'équation du lieu
considéré se compliquit un peu, la discussion du probléme que nous
avions en vue présenterait des difficultés de détail bientot inabordables,
a cause dela longueur des calculs qu’exigerait la résolution des équa-
tions ; mais laméthode resterait évidemment la méme; or, nous n’avions
d’autre but que de montrer que cette méthode peut bien réellement
fournir la réponse a la question posée.




