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Mémoire sur les fonctions de Legendre ; 

PAR M. H. LAURENT. 

I. — Préliminaires. 

Le but de ce Mémoire est de donner une théorie des fonctions X„, 
déduite d'un seul principe, et de montrer comment ce principe peut 
conduire à la découverte de nouvelles propriétés des polynômes de 
Legendre. 

M. Heine a publié en Allemagne un Traité complet des fonctions X„ 
et de leurs conjuguées; mais ce traité pourrait être considérablement 
simplifié en faisant usage du calcul des résidus : c'est ce que je me pro-
pose de faire ici. 

J'appellerai fonction X„ le coefficient de z" dans le développement 
de (i— 2xz 4- z2) en sorte que l'on aura 

(ι) (ι — zlxz 4- z2) * = X„ 4- Χ, ζ -H X
2

z2 4-... 4-Xnz*4- - · · -

La manière la plus simple d'effectuer le développement consiste à 
appliquer la formule de Lagrange au développement de la racine 
1/2( ι — \j ι — 2 xz -t— z2 ) de l'équation 

«2— I u = χ 4- ζ ; 2 
on trouve alors 

— V__
 =α?+

_
(Λ
._

ι)+Z2 2.4 DX 5X2-1°2 +.... 

et,.en différentiant par rapport à œ, 

(2) (i-m4i!)"l = i + ̂ (x!-
I
)+..2.4...2N DX44 5X2-1°N+... 

2k* 
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cette formule comparée avec (i) donne 

(3) χ
»=54Π7^έ<*

,

-'
)

*' 

Pour trouver les conditions de convergence de la série (i), on peut 
mettre le premier membre sous la forme suivante : on pose χ = cos γ, 
et l'on a 

(i — 2Zcosy-t- z
2
) * =

 2 (z—errt-1) 2 

= (ι — zeW-') 3 (i — ze-Yv'-1 ) 3. 

Quand y est réel, on voit que la convergence est assurée dès que le mo-
dule de ζ est moindre que l'unité; mais on peut préciser les limites de 
convergence en observant que, si l'on fait 

I sx — r-1—î Y 
on a 

η A/—-Τ î f=ae^-'f -j = ω-' ; 

Pour qu'il y ait convergence, il faut que l'on ait à la fois 

mod.z^-<i, mod.-<i, 

ou bien 
tnod.z ^mod.j* et <;mod.-· 

Soit donc ω le plus petit des deux nombres mod.j et mod.-; on 

aura 
mod. ζ < ω. 

L'équation mod.z = ο servira à délimiter la région de convergence 
pour la variable x. Posons 

χ = ξ + ·η A/—-Τ î f=ae^-'
f
 -j = ω-' ; 
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nous aurons 

2ξ= ^&>-}-^cos0, avj = ^ω — ̂ sin 9 ; 

d'où, par l'élimination de Θ, 

4? , W _
 τ 

(«+;)' («-;)' 

On voit donc que, si ζ varie dans l'intérieur d'un cercle de rayon ω dé-
crit de l'origine comme centre, la série (i) sera convergente si χ varie 
à l'intérieur d'une ellipse concentrique ayant pour demi-axes 

ω -4- ω-1 , ω—ω*"1 

2 2 

Les foyers de cette ellipse ont pour abscisses =bi; donc toutes les 
ellipses de convergence relatives à la variable χ et correspondant à un 
cercle donné de convergence pour la variable ζ sont homofocales. 

J'arrive maintenant à l'étude des propriétés des fonctions X„. Ces 
fonctions affectent deux formes principales qui se déduisent immédia-
tement de leur définition. 

i° X„ étant le coefficient dezndans (ι — 2zx~hz2) *, on a, d'après 
une formule aujourd'hui bien connue de Cauchy, 

54° 2îT \f—1 J Zn+' —2KE-I-23 

L'intégrale est prise autour de l'origine. 
a° La formule (3) de Rodrigues conduit également à une intégrale 

définie; on a en effet 

55° W α.4-..2η dx* ~ 2îrVd7 2». J {ζ—*)«+' 'W α.4-..2η dx* ~ 2îrVd7 2». J {ζ—*)«+' ' 

L'intégrale est prise autour du point x. 
Ce sont ces formules (4) et (5) qui vont nous fournir toute la 

théorie des fonctions X„. 
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II. — Conséquences de la première formule fondamentale. 

Si dans la formule (4) on suppose χ = cosy et y réel, on pourra 
supposer le module de ζ un peu inférieur à l'unité; mais, au lieu d'in-
tégrer le long du contour circulaire qui en résulterait, on peut aussi 
intégrer le long d'un contour circulaire de rayon infini, pourvu que 
l'on ajoute à l'intégrale ainsi obtenue l'intégrale prise le long d'un 
contour enveloppant les deux points critiques ζ = e'^~' et , 
situés tous deux à la distance 1 del'origine. Le contour que nous choi-
sirons se composera de deux arcs de cercle concentriques de rayons 
r— ε et 1 -+- ε limités dans le voisinage des points critiques, et sera ter-
miné par deux petits cercles décrits autour de ces points critiques avec 
des rayons infinitésimaux. Les intégrales relatives à ces petits contours 
circulaires seront nulles. En faisant tendre ε vers zéro et en observant 
que le radical contenu sous le signe / change de signe quand on 
tourne autour d'un point critique, on aura pour la valeur de X„ 

Xn = 1 dz dz 27Γ y — 1 \J a""1"'yi—zzx+z1 J ζ'*+ιγι—2zx^-x3/ 

la première intégraleest prise le long d'un contour circulaire infini ; el le 
est nulle comme l'on voit ; la seconde est prise le long d'un arc de 
cercle décrit de l'origine comme centre, et limité aux points eTv/_<, e~^~' ■ 
On iutégrera le long de cet arc de cercle en posant 

z = e0 -1 

en prenant pour limites — y et -t- y, on aura donc 

π «/—γ e»°V—'yi — 2C0sye°*/~'-f-ej!>v'—1 

OU 

Xn = 1/u d0 ^ j—7 c(" y-i- — 2CGS*y 



MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS 1)E LEGENDRE. "ί>ηη 

ou enfin 

(6) y ι r+'J ^8COS(«+y)6 2 Çy ifflcos(n + j)0y ι r+'J ^8COS(«+y)6 2 Çy ifflcos(n + j)0 

Cette formule permet de calculer la fonction X„ pour de grandes 
valeurs de 7i; en effet, si l'on posé θ = γ — e, on a 

X 2 çy/fccos (n+j) (7 — c) 
τ Jo ya(cosy — c—cosy) 

Celte intégrale n'a de valeur sensible que pour les petites valeurs ε de p, 
et l'on peut écrire, à une quantité d'ordre supérieur près par rap-
port à1/n, 

„ 2 Î?CCOS(T2-1-4-) (7 1') 
ou 

Χ"=ϊ cosl"+|)7 / ,—^ + sin(«+|)7 < —j====— ·Χ"=ϊ cosl"+|)7 / ,—^ + sin(«+|)7 < —j====— · 

Or on a 

Jf00 sinab ^ C" cosab da /2π 

La formule précédente pourra donc s'écrire 

X
n
 = |[cos(7H-|)7-f-sin (72+ |)y] *' 

ou enfin exactement 

^
 x

»
=

^V
/
S

[cos(w
"

t
"
é)7+sin(,2

"
,
"
i)7](l

"
1
"

£)
' 

ε désignant une quantité nulle pour τι = <x>. 
Supposons, en second lieu, χ quelconque, et, au lieu de l'arc de 

cercle considéré tout à l'heure substituons le chemin rectiligne qui va 
Journ. de Math. (3e série), tome I. — NOVEMBRE 1875. 4" 
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de la racine χ — si χ" — ι de l'équation 

aa — 2 XX -r- ι = ο 

à l'autre racine χ -t- s/x2— ι ; nous trouverons, par un raisonnement 
analogue à celui que nous venons de faire, 

x« = —7= f -■ / ^ =*' 

et l'intégrale est prise le long du contour rectiligne dont nous venons 
de parler. Pour effectuer l'intégration, nous poserons tout naturel-
lement 

ζ = χ -t- sjx2 — ι cosy, dz — — simp \/x2 — ι dtp, 

et nous prendrons pour limites ο et π ; nous aurons alors 

X„ = ~ f {x + sjx- — ι coscp)" dy. 

si l'on avait d'abord changé ζ en - dans la formule (4), on aurait eu 

x«=—5= f. dz'z" ■ 

Cette formule, dans laquelle l'intégrale est prise dans le sens rétro-
grade et le long d'un cercle de grand rayon, se transforme comme la 
précédente en 

(8 bis) X„ = ~ f {x + sjx- — ι coscp)" dy. 

Les formules (8) et (8 bis) sont dues à Laplace, qui les a démontrées 
d'une façon toute différente. 

Si l'on essaye de calculer X„ par la formule (8), les règles les plus 
élémentaires du Calcul intégral conduisent à chercher une formule de 
réduction, laquelle ne sera autre chose qu'une équation aux diffé-
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rences ayant pour solution X
n

. Cherchons cette formule de réduction. 
Posons 

Un+1 dcl J (x+\Jx2— I COSÇ)""·"2 
on a 

{JC+S/X?—ICOS^}N+L (X-H\Jx2—ICOSÇ)""1"1 {ΧΛ-^SR2—Ï COS©)""*"2 

Pour simplifier, nous poserons 

R = x+ \]x* — ι cosy, 
et nous aurons 

d sin<p\jx2
— I R —g , ν (χ2 — i) — (g3— Qcos'q 

df R»+' R"+' \ ' R"+1 

ι χ — 2.rJ—ιχ\[3?—lcos<p + i 
ou enfin 

I
A

) _ R«»' (
2W +

1)®^« ~ "R«3 R'
; 

si l'on intègre par rapport à y, on a, à une constante près, 

,—51Πφ ^=(2π+i) (* -*- ο ϋ»+>—n Un-1 

et entre les limites zéro et π on a 

(9) {27i -+-1) xX
n

— (η -f-1) X
wl

 — »Χ
Λ
_, = ο. 

Telle est l'équation aux différences, à laquelle nous voulions parvenir. 
X„ n'est pas la seule solution de cette équation, et il doit exister une 
autre solution S„, telle que CX„ -f- C'S„en soit la solution la plus géné-
rale, C et C' désignant deux constantes on fonctions périodiques. 

On trouvera la solution Ξ„ très-simplement, en repassant attenlive-
ment les calculs que nous venons de faire; on s'apercevra alors sans 
peine que les formules (a) et (δ) auraient encore lieu si, au sinus et au 

4».. 
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cosinus circulaires de la variable φ on substituait le sinus et le cosinus 
hyperboliques de cette variable; mais, pour en conclure la formule (9), 
il faudrait prendre pour limites d'intégration zéro et 00 ; on a donc, 
en posant 

(10) dcl " Jo (a: + coshy \Jx*—i/'+1 

la relation 
(2η ι)Ξ„χ — (n 4- i)3

n+
, — nZ

n
_, = o; 

E„ sera connu dès que l'on donnera E„ et Ξ,. Or on a 

J0 a + icoshç- \fa'—6' b b ' 

et, en dîfférentiant par rapport à a, 

J
0
 + ~6 )2gl°g b + 1/a2-b2 ; 

si dans ces formules on fait a — x,b — \]x2— 1 r on a, en vertu de (1 o), 

ξ« = Ιο?\/^Γ7' 

Ξ, = χ log \/- Η- ι. 

Έ
η
 est donc connu par la voie récurrente. 
En étudiant l'intégrale (8 bis) comme on a étudié l'intégrale (8), on 

parvient à reconstituer la formule (9), et l'on vérifie que la formule 

Ξ„= Γ (a; — \jx2 — 1 coshq>)*rf<p, 

1 coshq>)*rf<p, 

satisfait encore à la formule(9), tout en étant identique avec la fonctionEn 
que nous avons rencontrée tout à l'heure. 
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III. — Conséquences de la formule (5). 

La formule (5), équivalant au fond à celle de Rodrigues, contient 
presque toutes les propriétés de la fonction X„. Ainsi, en posant 

γ = /(ζ1— ι)"(ζ— χ)~(·Μ) dz, 
on a 

% = fin ·+" 0(zS — dz, 

d2y /dx2= J (n -t- ι ) ( η -h 2) (za — r)H (z — a:)-'"-1-3» dz ; 

or, si l'on considère la fonction 

F(z) = (z-t- r)"+l (z— r)"+l (ζ — a;)-'"·*·1'= (za— i)n+l (z —a;)-'""1"2*, 

on aura, en différentiant par rapport à z, 

F'(z)=(za—1 )"(z—ar)_("+3)[(re -4- x)(z — i)(z — x) 
■+- (η H-'i) (z + r)(z — x) — (ra+ a)(z2 — 1)], 

ou -

F'(z) = (za — i)n(z — a?)_(n+3)[«(z — a:)2 — ix{z—χ) — (η -+-a)(a:2 — 1 )]; 

si l'on intègre le long d'un contour fermé contenant le pointa:, on a, 
eu égard aux formules précédentes, 

ο = η γ — %x — ( a: — 1 ) ; 

or est égal à X„, en vertu de la formule (5), à un facteur numérique 
près; donc X„ satisfait à l'équation précédente, que l'on peut écrire 

(,Γ) i [(«*-0 s]=»(»+T)r-

D'après la théorie des équations linéaires, on sait que, X„ étant une 
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solution de cette équation, la solution la plus générale sera 

y = Γ (ζ2 — ι)"(ζ — χ )~<0+1,«?z 

G, et C
2
 désignant deux constantes arbitraires. 

Le calcul qui nous a conduit à la formule (ir) réussirait encore si, 
au contour fermé d'intégration relatif à la formule (5), on substituait 
un contour rectiligne allant du point — ι au point + i; on en conclut 
que l'intégrale 

y = Γ (ζ2 — ι)"(ζ — χ )~<0+1,«?z 

satisfait à l'équation (ri). Et en effet les calculs seront identiquement 
les mêmes, et l'intégrale de F'(z) s'évanouira aux limites, comme s'il 
s'agissait d'un contour fermé; car F(—r) =F(-t- r) = o. 

Il est bon d'observer que, pour B = oetre = i, on a successive-
ment 

y = Γ+Ι_±_ _
 2

 logx-1/x-1 

J = ̂
los s/'bri

 +
 ̂  

ce qui fait pressentir une liaison assez intime entre ces intégrales et les 
fonctions qtie nous avons désignées plus haut parEm. 

Si dans les intégrales 

J*'x
m

F(x)dx, f*\
m

X
n
dx, f*' X?dx, 

où F(.u) désigne un polynôme entier de degré moindre que m, on 
remplace X

m
 par sa valeur tirée de la formule de Rodrigues, à savoir 

Xm = 1/2.4...2m d2m/dx2m (x2-1)m, 
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et si l'on intègre par parties, on trouve sans difficulté 

12) 

/»·+· I 
I X

m
F(x)dx = o, 

-1 

J X
m

X„da? — o pour m^n, 

Γ*"' XI dx = —— ; 

ou déduit de là cette conséquence importante : si l'on a identique-
ment 

j\x) — A0X„ -f- A, X, -t- ... -t-A,KXm, 

A,, Aa
,... désignant des constantes, on aura forcément 

A* = ——— f f(x)X
n
dx, 

en multipliant par X
n
dx et en intégrant de — ι à -t- x. 

La formule de Rodrigues conduirait à une foule d'autres formules 
plus ou moins connues, mais dont l'importance n'est pas assez grande 
pour que nous les reproduisions ici. 

Mais, avant de terminer ce paragraphe, rappelons que les valeurs 
de X0, X(,-.., X„T pourx = i, sont les coefficients [en vertu de la for-
mule (12)] du développement de ■ on a donc pour x = ι 

Xo — 1, X, — 1,..., X
n
 — 1, -.. ^ 

de même, pour χ = — ι, 

X0=i, X, X« = (— l)n, 

pour χ — ο
 y

 les X„ sont les coefficients du développement de 
r 

(1 -t- cd) ', c'est-à-dire 
1 1.3 

I, Oj. — — 9 Ο· τ? O,.... 

La formule de Rodrigues met encore en évidence ce fait, que l'équa-
tion X„ = ο a toutes ses racines réelles et comprises entre — ι et -t- ι. 
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1Y.. — Digression sur les fonctions de BesseL 

La formule de O. Rodrigues met en évidence une relation curieuse, 
qui existe entre les fonctions de Bessel et les fonctions X„; d'où résulte 
un rapprochement entre l'équation (8) et l'équation de Riccati. 

On a 

Xn(x) == 54hrn έ +1)n 

et, en appliquant la formule de Leibnitz pour la differentiation d'un 
produit, 

X„(a?) = — Γ{λ — l)BI .2.3...« 

-t- — {x— i)"-1 1.2.3...«(2:4-1)...19 

ou bien 

et, par suite, 

Xn(x) = ̂  j (« -1)" + (y)* (λ — 1 )*-' (« 4-1) 

+ -1 )"-2{x 4~i ) 4-... j, 

2-yi-t- (ïV£±î 4- rfci)T(i±if +.... 

Si l'on fait alors 

on a 

■r-f-i 2-f-i 
= Ζ OU X— j x-1 x-1 

^ x
«(^ï) <■*- ̂

 = I +
 (ï)*»

 + + 

et, remplaçant ζ par—p 

,*-«Χ ■ «*_ , . Z' ι /t -l\ *' + 
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ef, pour η = co , on a 

lmi2nX„ — r) = + +lmi2nX„ — r) = + +lmi2nX„ — r) = + + 

Le second membre de cette formule est une fonction de Bessel, 

Y. — Sur un développement important. 

Désignons par Z„ ce que devient X„ pour χ = ζ; la formule (9) 
donne 

(2η H-1) Zaz = (n-T-1) Z„+( 4- ra Z„_„ 
(2ra 4- ί)Χ

Λ
χ= {n 4- i)X

n+1
 4- «X

N
-I · 

Multiplions la première formule par X„, la seconde par Z„ et retran-
chons, nous aurons 

(2«4-Ι)Χ'
λ
Ζ„(Ζ —x) 

— (κ 4- i)(Z
B+1

X„ Z„X
n+t

 ) 7z(Z
n
X„_, X„Z

n
_
t
); 

faisons successivement dans cette formule η = ο, 1,2, 3,..et 
ajoutons les équations ainsi obtenues; nous aurons 

[X
0
 Z

0
4-3X

1
Z, 4-...4-(2»4- I)X„ZJ (Ζ—Λ;)—(«4-I) (Z

nw
 X„—Χ

π
·Η Z„) ; 

si donc on pose 

(α) Φ(-*4s) = X
0
Z

0 4- 3X,Z, 4-... 4-(2w 4- i)X
n

Z„, 

on aura 

(ι3) Φ {oc,ζ) = (Ζ
Λ+1

Χ„ -X
n+)

Z„). 

Cette formule est, je crois, entièrement nouvelle. La formule (a) inté-
grée par rapport à ζ devient, en ayant égard aux formules (12), 

X-+-1 
Φ„{x,z)dz = 2, 

Journ. de Sîatk, (3E sérié), tome 1. — NOVEMBRE 1875. 49 
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et, par suite, la formule (i3), intégrée aussi par rapport à z, donne 

2 = («-+-i)X„y* -j^^dz — («4-ι)Χ,,
+1
 J ζ — χ

 f

^
Z

' 

d'où l'on lire la formule 

(,4) J_t ζ-^ώ--(·^Ρόχ„ +xrj., 

or on a 

r^dz= = logi^; 

la formule (i/() donne alors, pour η — ο, t. 2, 3,..., 

J_t Z X ~~~~ 2X1 X, J Z—XJ_t Z X ~~~~ 2X1 X, J Z—X 

J_t Z X ~~~~ 2X1 X, J Z—XJ_t Z X ~~~~ 2X1 X, J Z—X 

d'où l'on déduit 

J_t N ( S I-HX~HXAX1 + 2X,X2~!~'-' + X„_,X„ /' 

ou encore 

<·5'£Γ^=aX*(los\^+ά+
2X1 X2 + ....+ 1/nXn-1 Xn 

II y a plusieurs conséquences à déduire de là : et d'abord, si l'on divise 
par X„, en supposant X compris entre — 1 et -t- 1 et égal à cosy, on 
aura 

f_
t

 l^
=2

(
lp

5\/ïTf
+
 ώ;

 +
 ···)

; 
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Si alors on fait η = oo , Χ
Λ
 ne tendra pas vers zéro en général, χ de-

vant être supérieur à ι [sans quoi la série (1) serait convergente pour 
χ > 1 et ζ = ι]; si l'on remplace alors Z„ par sa valeur approchée(7) 

et ζ par cos y, l'intégrale qui figure dans le premier membre tendra 
vers zéro, à cause des facteurs sin (η 4- -j) ydy et cos (η 4- ^)ydy qui 
sont à très-courte période, et l'on aura 

lim (log + ώ+ ώ +-)=0' 
c'est-à-dire 

1+x 1 1 1 g V I—.V ~~ χ[χ[ ζΧ,Χ, 3Χ^ί3+'"' 

et cette formule, démontrée par Gauss pour la première fois, a lieu 
pour toutes les valeurs de χ supérieures en valeur absolue à l'unité. Il 
y a plus, on peut délimiter la région de convergence de cette série, ce 
qui n'avait pas encore été fait. Il résulte en effet de la démonstration 
qui a servi à l'établir qu'elle aura lieu si, ζ variant entre — ι et 4-1, 

^-ne croît pas indéfiniment pour η = oo , ce dont on sera assuré si X„ 

ne tend pas vers zéro ou si la série 

Χ ο 4~ X, 4- X, 4- ... 4- Xn ■+·... 

est divergente; elle l'est, comme on l'a vu, quand χ n'est pas réel ni 
compris entre — ι et +1. 

Mais on peut tirer de la formule (id) des conséquences bien plus 

importantes. Admettons que
 a

 1 soit développable comme il suit : 

a
_

x
 =A

0
X

0
-f- A,X, -f-...-f-A„X

n
4-..., 

on aura, d'après ce que nous avons vu, 

4_3Xi Γ*'_*_Λ+5χ, f+t -^-dz....4_3Xi Γ*'_*_Λ+5χ, f+t -^-dz.... 

La formule (4) fera connaître les différents termes du développement de 
4q-
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—ï—, et l'on aura a — χ 

1/a-x=*· ('»i vIS)+«· ("»8 vfë? - râ) 

+ SX,(108^-^-^)+..., 

A
0
, A,,..· désignant les valeurs de X

0
, X

n
... pour χ = a. 

YI. — Étude de la fonction Ξ„. 

Nous désignerons par S„ la fonction définie par la relation 

t·6' *·=ΪΧΓΪ=Ϊ
λ

· 

Nous avons vu comment, à l'aide de la formule (ι 5), on peut exprimer 
Ξ„ au moyen deX

0
, X

t
,...,X„; mais on peut en donner une autre ex.-

pression qui établira un lien de plus entre cette fonction et la fonction 

X„. Si, en effet, dans la formule (16), on remplace Z„ par
 g

 ^
 2n dz«'> 

et si l'on intègre η fois de suite par partie, on trouve 

(χ7) *» = s»ij_t (Z-Xy«dz> 

mais, dans le paragraphe IV, nous avons observé que l'intégrale qui 
figure dans la formule (17), laquelle représente X„ quand elle est 
prise le long d'un contour fermé contenant le point x, satisfait à 
l'équation différentielle 

(8) έ[(
Λ,
-

Ι
)ζ]"

=Β

ί
Λ+Ι

)^· 

Cette équation, à laquelle satisfait X„, a donc pour solution générale 

y— CX„ + C'S„. 
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La formule (17) montre que Ξ„ peut aussi se représenter par la for-
mule 

(l8) a* =
 a

.4-6...ai«g;J_
I
 ~z^x~dz. 

S„, développé suivant les puissances descendantes de ta?, commence 
ainsi par un terme en les coefficients sont d'ailleurs faciles à cal-

culer. On remarquera aisémeut que la fraction peut se dé-
composer en un polynôme entier en z, de degré are — r en ζ et en x, 
et en une fraction de la forme ■

 z_J ; la formule (18) prend alors 
la forme 

^=τ^Γαί\[F (*î+ 2^a - Γ^Ιο81-x 1+x 

ce qui donne 

S
B
--X„ [log \J4- Q

n
 (arj] , 

Q„ (x) désignant uu polynôme entier en χ de degré η en plus. Divi-
sons par ζ — χ les deux membres de la formule 

(2η -t- i)Z„s — (re-+- i)Z
n+

, 4- reZ„_, 

[déduite de (19)], et intégrons de — 1 à -t— r. Nous aurons 

(are 4- 1) J_
t
 — dz = — iw, 4- - . 

Or 

(are 4- 1) J_t — dz = — iw, 4- - . 

La formule précédente devient donc 

(are4- ι)Η„® = (re 4- i)S
n+

, -I- ηΞ„_,. 

2*5 * 
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C'est précisément l'équation (g). Or la fonction que nous désignons 
dans ce paragraphe par 3„ satisfait à l'équation (g), à laquelle satisfai-
sait la fonction désignée par la même lettre dans le paragraphe II. Ces 
deux fonctions 3„ sont d'ailleurs égales pour n=o et η = ι ; elles sont 
donc identiques, et l'on a 

En = dcl Ja (ar+^a:*—I costly)""1"1 

Nous terminerons ce paragraphe en faisant connaître la fonction 
génératrice de Ξ„. Il suffit, pour la trouver, d'observer que l'on a 

— Z0 -t- Ζ | cc -i— Z2 a2 -t-.... 

Multiplions par
 xy

 et intégrons de — ι à -f-r. Nous aurons, 

tous calculs effectués, 

2yr—2 ax-t-a? °x — a-f-yi—2ax+a'2yr—2 ax-t-a? °x — a-f-yi—2ax+a' 

Vil.— Développement de la fonction i/x-t 

Reprenons les formules (12) et (i3). On en déduit 

X
0
Z

0
 + 3X.Z, +... (and- i)X„Z„ = (Ζ

Λ+Ι
Χ

Η
-Χ

Π+
, Z„). 

Divisons par z — ï et intégrons de s=-i à ζ'=4-1; nous au-
rons 

£ £V+ι)
χ

·
 (ζ

"
χ

· -
 χ
«

ζ
·)<

&
· 
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Décomposant en fractions simples la fraction
 xjj^~ïy vient 

Σ f£'(2" + *)
 x

« ̂ 7
 dz = ér

t
[f£'^ (z- x« - χ«·«2-)dz 

~ IS S
 Ζ»)ώ]. 

La première intégrale qui figure dans la formule (2) est égale, en vertu 
des formules (ra), (i3) et (10), à 2. On a donc 

(») Σ £\'" + '1x-êr, = ~, + ̂ r,' 

en posant, pour abréger, 

Ω =£]" 7Z7 (
Z
«-'

X
» -

 X
«-<

 Z
")

dz
· 

Lorsque la quantité Ω tendra vers zéro pour η = co , la formule (20) 
se transformera dans la suivante : 

(21) · ^-7 = Θ
0
Χ

0
 + 3Θ

Ι
Χ
)

-+-5©
2
Χ

2
,..., 

©,- désignant en général la valeur de 3
{
· pour a? = t ; en sorte que 

θί=- Γ' — dx. 

Toute la question se réduit donc à examiner dans quel cas Ω tend 
vers zéro. Or on a évidemment 

Ω — 2^72 ~f~l) (ΧκΘλ+1
- 0n Xn+1), 

ou, remplaçant X„ par sa valeur (8 bis) et Θ
Λ
 par sa valeur (10), 

Ω = Ξ(«±ι) I" r-ix+^=lcosi\\d ,Ω = Ξ(«±ι) I" r-ix+^=lcosi\\d , 
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A désignant, pour abréger, une quantité finie et indépendante de η. Il 
est visible que Ω tendra vers zéro, et ne tendra vers zéro que si l'on a, 
pour toutes les valeurs de ψ comprises entre zéro et π et de ψ comprises 
entre zéro et co, 

, X + —I COS® ,, X + —I COS® , 

Si l'on fait 
(Γ "*"'r)2+ {r + ?Υ00*2? + 2 (r τ) (Γ ~ Y)COS<P'> 

cette formule devient 

(a) mod.jjrt-f-^-4-^κ— ̂ cosyj < mod. |V -t-i -i-(v — -^coshijij; 

soit r le module, θ l'argument de u, le module du premier membre de 
cette formule a pour carré 

(
Γ
 "*"'r)

2+
 {

r +
 ?Υ

00
*
2
?
 + 2

 (
r
 τ) (

Γ
 ~ Y)

COS<
P'> 

son maximum a lieu pour cos^ = r, et alors il est égal à 21·"·, le mo-
dule maximum du premier membre de (β) est donc ry/2 ou \]z mod. «; 
le module minimum du second est mod. e; la formule (a) prouve 
donc que l'on doit avoir 

mod. u < mod. ν. 

. Mais, quand u varie à l'intérieur d'un cercle de rayon r, χ varie à l'in-

térieur d'une ellipse d'axes (
Γ +

 7)' ~ 7)' q
uan

d ν varie à l'exté-

rieur d'un cercle de rayon r, t varie à l'extérieur d'une ellipse d'axes 

[r -f- et Çr — ^j·, il résulte de là que la formule (2 r) a lieu pour 

toutes les valeurs de χ intérieures à une certaine ellipse et pour toutes 
les valeurs de t extérieures à la même ellipse ; les foyers de cette ellipse 
sont les points ± 1. 

Si l'on donne l'une des variables χ ou t, le tracé de l'ellipse limita-
trice sera très-simple; on sera ramené à construire cette courbe, con-
naissant les foyers et un point (l'aftixe de la variable donnée). 
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VIII. — Développement d'une fonction quelconque. 

Les fonctions de X„ présentent avec les cosinus des analogies frap-
pantes : ainsi la formule de Fourier présente cette bizarrerie assez diffi-
cile à s'expliquer bien nettement, qu'elle est, pour les fonctions rem-
plissant certaines conditions de continuité, convergente à l'intérieur 
ou à l'extérieur d'une ellipse, tandis qu'elle est toujours susceptible 
de représenter des fonctions, même discontinues, le long de l'axe des oc. 
Les séries de X

n
 sont à ce point de vue comparables aux séries de Fou-

rier. 
Si, en effet, on considère la formule bien connue 

ζο·> ζο -·- désignant ce que deviennent E„, S,,... pour x = z. 
On en conclut la possibilité du développement de f(x) en série 

de X
n
 pour les valeurs de χ intérieures à une certaine ellipse, que l'on 

découvrira en cherchant, parmi toutes les ellipses ayant pour foyers 
les points ± i, la plus petite de celles qui passent par un point singu-
lier de f[z). 

On voit aussi que, si le développement est impossible en série de X„, 
il pourra l'être en série de E

n
, à l'intérieur d'une couronne elliptique. 

Partons maintenant de la formule (i3) 

—1= f él±dz = j\x), 

elle donnera, quand il sera permis d'en faire usage, 

f f{z) (X„Ç„ -t- Χ,ζ, dz =f{x), 

X
0
Z

0
 -f- 3X

(
Z, + ... {an -t- ι)X„Z„ = £±1(Z„

+
,X„-X„

+1
 Z„), 

et, supposant a? et z réels, multiplions par f{z) dz et intégrons de — ι 
Jovrn. de Math. (3E série), tome I. — Novembre 1875. - 5θ 
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à + ι, nous aurons 

(A) 
X

p
 Ι" Zof[z)dz 4-... (2»4- Z„f{z)dz 

= [n 4- i)££^(Z
n+l

X
n

-X
n

+,Z
n

)dz. 

Cherchons la limite de l'expression 

W„=(n +i)jT^
I
^5^(Z„

+I
X

n
-X

n+I
Z

n

)dz, 

pour n = oo ; à cet effet, remplaçons Z„ et X„ par leurs valeurs (7) ; 
nous aurons 

Wn = (n+1) ,/ t z — x w γ λ (λ -4- tj siny sini 

χ j|^cos(«4-^74-sin(n4-^yJ[cos(n4-!)S+ sin(n4-|)ô' 

— ^cos^w 4-^jy 4- sm^«4-^yj j^cos{n 4-^j δ 4- sin^n 4-^jd ji 

cosy et coso représentant respectivement χ et z. Les facteurs (»4-1) 

et -r=== se détruisent aux limites; on voit de plus que c'est seulement 
\jn[n 4-1) 

pourZ = a? que l'intégrale W
n
 a une valeur appréciable, à cause des 

facteurs à courte période, tels que cos ^21 4- ̂ y et sin (τι 4- ̂  y ; cette 

circonstance permet de faire sortir f{z) de dessous le signe f et de le 
remplacer par f{x). Mais alors W„ devient le produit de f{x) par ce 
que deviendrait cette même quantité W„ si f{z) était égal à l'unité, 
mais dans ce cas ~W

U
 — 2; on a donc 

W=o=2 f{x) 
et par suite 

(22)j\x) = \X
a
 Z,dz+...^-X

n

j£lZ
n

f{z)dz+.... 
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Cette dernière démonstration, comme l'on voit, ne suppose pas que 
f(z) soit continue de — ià + ι: elle suppose, comme dans la démon-
stration du théorème de Fourier, que f{z) ne passe pas une infinité de 
maxima ou de minima. Si notre démonstration a été très-rapide, c'est 
que nous avons pensé inutile d'insister sur des détails bien connus du 
lecteur, qui a présent à l'esprit la démonstration rigoureuse du théo-
rème de Fourier. 

Nous avons supposé χ compris entre — ι et + ι ; si χ n'était pas 
compris dans ces limites, le second membre de la formule (22) ne se-
rait plus égal à f(sc), mais bien à zéro, W„ ayant une valeur infiniment 
petite, à cause des facteurs finis et à courte période qu'il contient. 

IX. — Généralisation des fonctions X„. 

La fonction X„ s'est présentée comme le terme général du dévelop-
pement de-— 1 » dérivée d'une racine de l'équation 

y 1 — lax -{-a2 

x2— 1 Z=3C-hOC 
2 

En général, si l'on considère l'équation 

(23) z = x-i-aF(z), 

F(z) désignant le polynôme 

(24) F (ζ) = (χ — a,)(x — a
z
)...(x — a

k
), 

on aura 

z = x+tx F(x)-h-^~F2(x)+... 

et 
dz dF a2 d2 F3 

dx 1 ^ dx r.2 dx2 "**' 
5o., 
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ι d F (χ) es^ ,jonc ]e coefficient de an dans la dérivée d'une racine de 
l'équation (23); nous désignerons ce polynôme de degré nk— n par 
Φ„(χ). Il est évident que, si <\>(x) est un polyDÔme de degré inférieur 
à n, on aura 

J '$
n
$(x)dx == ο, 

et que l'équation Φ„ = ο aura toutes ses racines réelles et inégales 
si l'équation F(z) = ο a elle-même toutes ses racines réelles. Si a£ 
et ai+t sont réels entre a£ et l'équation Φ„ — ο aura n racines réelles. 
De l'équation 

Qn(x) = 1/1.2.3...n dsFn(x)/dxn 

on conclut 

(25) Qn(x)-
 2π

 frj S'(«
 dz" 

l'intégrale étant prise le long d'un contour fermé contenant le point x. 
Il en résulte 

(26) 
(ΡΦ„ (>z-f-i)(n -1- a) Γ F3(z) , 

(ΡΦ„ (>z-f-i)(n -1- a) Γ F3(z) , dx2 2u-1 z-1 n+3 

Or, si l'on pose 

V = (ζ — α,)Β+1 (ζ — a
2
f+'... (ζ — ai)n+i (ζ — χ)-("+"> 

ou 
y _ FK+I (ζ) (ζ — χ)~^, 

on a 

^ == (« + i)F"(z) ̂  (ζ — îc)-î"+4) η- (η + &)(ζ - ̂ f»+i φ 
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OU 

~ = F"(a)(ζ - |2 (ζ — ar) -l·- (η -+- A) F{z)J· 

Or, si l'on observe que 

F(z) = F(ar) H- (a - *) ̂  + ..., 

ώ ώ: dx? 1.2 etc5 -+-·■·,ώ ώ: dx? 1.2 etc5 -+-·■·, 

on conclut de l'équation qui précède 

(27)S = F*(z) Κ" + *)*(*) (z — «Γ***1*1 + ...]· 

Si l'on intègre alors le long d'un contour fermé, contenant le point se, 
on a, en vertu de (a5) et (26), 

(a8) 
o — F(ar) -j~î +

 n + k_t j- dxl_, ■+- ··· 

1 n+k n+1 dp F dk-p n + k +ρ\_ι.ζ.3.. Ρ ι·2.3. . .{ρ — i)J dxf dxY-P " 

telle est l'équation différentielle linéaire à laquelle satisfait la fonc-
tion Φ„. Il est clair que Φ„ n'est qu'une solution particulière; mais la 
méthode même qui nous a conduit à l'équation (28) permet d'en 
découvrir toutes les solutions; en effet, si, au lieu d'intégrer la for-
mule (27) le long d'un contour fermé, on l'intègre entre les limites 
ai et α7·, et que l'on pose 

(29) o — F(ar) -j~î + n + k_t j- dxl_, ■+- ··· 

la fonction Φ£' satisfera encore à l'équation (28). Cette équation (28) 
admet donc comme solutions particulières les fonctions Φ„ et Φ£*, 
Φ^3,, Φ*-'·*, lesquelles se réduisent évidemment à k distinctes. Ainsi, 
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en appelant C„, C
A
_, des constantes, la solution générale de (28) 

sera 

L^ + C'l dz + ---+ c*-<J
a i t

·/ζ· 

La fonction Φ*7" est susceptible d'une autre expression; il suffit pour 
la trouver d'intégrer par parties la formule (29); on a alors 

Qi,j(x) = ai Qz(z)dz/z-x 

Ν. B
%
 — M. Berard, commissaire des poudres et salpêtres, avait ob-

servé, dès i863, que le radical \J 1 — 2œz -+- ζ2 était développable en 
série convergente à l'intérieur d'une ellipse. 


