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Mémoire sur les jfonctions de Legendre ;

Par M. H. LAURENT.

1. — Préliminaires.

Le but de ce Mémoire est de donner une théorie des fonctions X,
déduite d’un seul principe, et de montrer comment ce principe peut
conduire & la découverte de nouvelles propriétés des polynomes de
Legendre.

M. Heinea publié en Allemagne un Traité complet des fonctions X,
et de leurs conjuguées; mais ce traité pourrait étre considérablement
simplifié en faisant usage du calcul des résidus : c’est ce que je me pro-
pose de faire ici.

Jappellerai fonction X, le coefficient de 2* dans le développement

.

de (1— 2xz + 2%) *; en sorte que I'on aura

RN
z

() (1—2xz+2) =X, +X;5+ Xoz?+... +X, 3"+ . ..

La maniére la plus simple d’effectuer le développement consiste a
appliquer la formule de Lagrange au développement de la racine
1 (1—yi—2xz+ z*) del'équation

. ut—1
U=X -+ 3 H
2

on trouve alors

!-—‘/l—zz.z:—l-z’__ Z e z’i 2 _ e
— e =x + (= 1)+;—-de(x IP+...,

et,.en différentiant par rapport & x,

1
2

zZn dn

2 .
m @(x —I)"+.-.,

(2) (1— 222 +2%) =1+ gdé(xz——r)—l—.. +

2%
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cette formule comparée avec (1) donne

¥ dr
3.4...2n do*

(3) K=

(2 — 1)
Pour trouver les conditions de convergence de la série (1), on peut

mettre le premier membre sous la forme suivante : on pose x = €os Y,
etlona

-l
]

(1— 2zcosy + 2%) = (2 —eV=) *(z— e T) =

(1 — zeW=T) *

s

= (1—2e7)

Quand y estréel, on voit que la convergence est assurée dés que le mo-
dule de z est moindre que l'unité; mais on peut préciser les limites de
convergence en observant que, si I'on fait

2x =y ;;a )

on a

(1—2zx+ z’)“ii =(1— gy)_% (1 — z;)—%.

Pour au’il v ait convergence, il faut que I’on ait a la fois
quiy 24 ’ q

mod.zy <1, mod.§ <1,

ou bien A R
mod.z < mod. y et < mOd'.%

Soit done o le plus petit des deux nombres mod.y et mod.){; on

aura ]
mod.z < .

L’équation mod.z= o servira i délimiter la région de convergence
pour Ja variable 2. Posons . -

Xx=E4+9y—I, y= wee\/'——‘, '5=0)_'6_w"—';
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nous aurons
. I 1 .
28 = (m +;) cosf, on= (co—- ;)sm g
d’ott, par I'élimination de 6,

48 - g

N2 T\? =
2] @
On voitdonc que, si z varie dans I'intérieur d’un cercle de rayon « dé-

crit de I'origine comme centre, la série (1) sera convergente si x varie
a P'intérieur d’une ellipse concentrique ayant pour demi-axes

@ ot et o—a*

2 2

Les foyers de cette ellipse ont pour abscisses ==1; donc toutes les
ellipses de convergence relatives 4 la variable x et correspondant a un
cercle donné de convergence pour la variable z sont homofocales.
Farrive maintenant 4 I'étude des propriétés des fonctions X,. Ces
fonctions affectent deux formes principales qui se déduisent immédia-

tement de leur définition.

[S1Y

° X, étant le coefficient de z° dans (1— 2zx+2%) *, on a, d’apres

une formule aujourd’hui bien connue de Cauchy,

) (4) X, = 1 dz X
amy—1 21—z -2

L’intégrale est prise autour de I'origine.
2° La formule (3) de Rodrigues conduit également 4 une intégrale
définie; on a en effet
1 d"(z’—x)n__ X r [{(22—1)dz

(5) X,= 2.4...o0  d&&  ampy—1 2°J (s—@ :

L’intégrale est prise autour du point .
Ce sont ces formules (4) et (5) qui vont nous fournir toute la
théorie des fonctions X,,.
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.

I1. — Conséquences de la premiére formule fondamentale.

Si dans la formule (4) on suppose & = cosy et  réel, on pourra
supposer le module de z un peuinférieur & I'unité; mais, au lieu d’in-
tégrer le long du contour circulaire qui en résulterait, on peut aussi
intégrer le long d’'un contour circulaire de rayon infini, pourva que
Von ajoute a Fintégrale ainsi obtenue l'intégrale prise le long d’un
contour enveloppant les deux points critiques z = ewv=t et W,
situés tous deux i la distance 1 del’origine. Le contour que nous choi-
sirons se composera de deux arcs de cercle concentriques de rayons.
r— ¢ el 1+ ¢ limités dans le voisinage des points critiques, et sera ter-
miné par deux petits cercles décrits autour de ces points critiques avec
des rayons infinitésimaux. Les intégrales relatives 4 ces petits contours
circulaires seront nulles. En faisant tendre ¢ vers zéro et en observant
que le radical contenu sous le signe [ change de signe quand on
tourne autour d’un point critique, on aura pour la valeur de X,

1 dz dz
X, = — + 2 | =i
2wy —1 #ryf1—ozz+ 2 N 1—a2zr +a?

la premiére intégraleest prise le long d’un contour circulaire infini; elle
est nulle comme ’on voit; la seconde est prise le long d'un arc de

cercledécritde P'origine comme centre, et limité aux points V=", e~=".
On intégrera le long de cet arc de cercle en posant

Z= W‘_'i;

en prenant pour limites — 7y et + 7, on aura donc

X ‘/'+7 a6

”= — _9
Td—y e"“\/:'\/x——zcosye“f:‘+e’°\/—l

on

X =1 f’*'/ do
n=— - — *
*Jy g("*-%)ﬂl—‘\/e“\/: + e W= —2cosy
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ou enfin
. 7 dicos(n+1)6 7 dicos(n--7)8
R =

T J—y y2(cosd—cosy) \/ {cos —cos'y)

Cette formule permet de calculer la fonction X, pour de grandes
valeurs de n2; en effet, si I'on pose 6 =7 — ¢, on a

f/ducos n-4-% )(7—0)
\/_(.cos-y—o—cos-y)

Cette intégrale n’a de valeur sensible que pour les petites valeurs e de v,
et Pon peut écrire, & une quantité d’ordre supérieur prés par rap-

I
port a—»
n

X,=2 [ e,
o

L Vavsing
ou
. ig--1 1 ‘. @ [ d
X”: 3 coskn_*_.i.)-y Mdv.{.s;u(n_kl)v M N
w 2 o yoosing A Viesing
Orona )

* smwb cosmb da 2%
° © = - b

La formule précédente pourra donc s’écrire

21:(rz+-;',~)“’

2 .
=1—r[cos(n+§)7+sm(n+%)'y]\/ 28y
ou enfin exactement

2

(7) X"=7; nsiny

[cos (n -+ 3)7 +sin(n+4) y](1+2),

¢ désignant une quantité nulle pour 7 =
Supposons, en second lieu, x quelconque, et, au licu de I'arc de
cercle considéré tout 4 I’heure substituons le chemin rectiligne qui va

Journ. de Math. {3° série), tome I. — Novessre 1873. 48



378 ' H. LAURENT.

de la racine & — yx* — 1 de ’équation
? — 28X 4+ 1=0

4 I'autre racine @ - \/xz— 1; nous trouverons, par un raisonnement
analogue & celui que nous venons de faire,

1 dz
Xn= myf—I ,/'z"“" Ji—2zz Tz

et Pintégrale est prise le long du contour rectiligne dont nous venons
de parler. Pour effectuer I'intégration, nous poserons tout naturel-
lement

z2==x + Jx*— 1 cosp, dz= —singyx* —1dp,

et nous prendrons pour limites o et 7 nous aurons alors

_Ir- 49 .
(8), Xn—R£ (.Z+\/-222—ICOS?)”+'7

TS . , I .
si I'on avait d’abord changé z en - dans la formule (4), on aurait eu

1 dz.3"
X,= — | =
axy{—1 ) y1—2wr+ 3

Cette formule, dans laquelle I'intégrale est prise dans le sens rétro-
grade et le long d’un cercle de grand rayon, se transforme comme la
précédente en

. i z — 1 n
(8 bis) X"=1~rjo. (x4+yax* — 1coso)* dp.

Les formules (8) et (8 bis) sont dues & Laplace, qui les a démontrées
d’une facon toute différente.

Si Pon essaye de calculer X, par la formule (8), les régles les plus
élémentaires du Calcul intégral conduisent & chercher une formule de
réduction, laquelle ne sera autre chose qu'une équation aux diffé-
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rences ayant pour solution X,,. Cherchons cette formule de réduction.

Posons
de .
Uppy = . )
(z+yx* —1 cosg) +?
ona

d  singyz*—1 ' cosy Vz2—1

49 (z+yzF—1 cosg)r+ - (z—+{z*—1 cosg)*+!

: in?p (2? —
Y i 1 k) N

(z—+yx*—1casg)t?

_ Pour simplifier, nous poserons.

R=x 4 Jyx* — 1 cosg,
et nous aurons

d singyJz*—1 R —=x, (a>—1) — (22—1) cos’g
7? R+t = R+t -+ (n -+ I) Rr+? E
1 z ; RP—2a%— 22 {# — 1t cOSg + 1
=g w2 +) R ‘
ou enfin
d singyz—1 I 71 n
(2) L g R = (DT g — T

si 'on intégre par rapport 4 ¢, on a, 4 une constante prés,

(b) sing Yzl —1

o T oosg (i = {2n+1) xU,— (r+1)U,, —nU,_,,

et entre les limites zéroet Ton a
(9) (2 +1)xX,— (n+1)X,,, —nX, ,=o.

Telle est 'équation aux différences, 2 laquelle nous voulions parvenir.
X, nest pas la seule solution de cette équation, et il doit exister une
autre solution E,, telle que CX,, -+ C'E, en soit la solution la plus géné-
rale, G et €’ désignant deux constantes on fonctions périediques.

On trouvera la solution E, trés-simplement, en repassant attentive-
ment les calculs que nous venons de faire; on s’apercevra alors sans
peine que les formules (&) et (&) auraient encore lieu si, au sinus et au

48..
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cosinus circulaires de la variable ¢ on substituait le sinus et le cosinus
hyperboliques de cette variable; mais, pour en conclurela formule (9),
il faudrait prendre pour limites d’intégration zéroeteo ; ona dong,
en posant

o ® dp
10 H, = —
(r0) " j: (z + coshyg yzi—1,;* ’

la relation

(27 4+ 1)E,x — (B +1)Eqpy — BE, = 0;
H, sera connu dés que I'on donnera &, et Z,. Or on a

a— e b*

= dg 1
=1 lOg
o “-F bcoshg Var— b? b

H

et, en différentiant par rapport a a,

VE—F

@ dy 3 a—
./; (a + beoshe)? =(a*— 62)261103’ b + o

si dans cesformules on fait a = 2, b = \Jx* — 1r on a, en vertude(10),

Eo=1lo z—1
i g\/x+1’

B, =alog \/Z=—+1
B, = .
1 OV z+1

E, est donc connu par la voie récurrente.
En étudiant Vintégrale (8 bis) comme on a étudié Pintégrale (8), on
parvient 4 reconstituer la formule (g), et on vérifie que la formule

‘4
E,,:ﬁ (2 —yx*—1 cosho)"dp,

r—1

a=log\/*—;

¥

satisfaitencore la formule (g), tout en étantidentique avecla fonction &,
que nous avons rencontrée tout a 'heure.
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ITL. — Conséguences de la _formule (5).

"La formule (5), équivalant an fond  celle de Rodrigues, contient
presque toutes les propriétés de la fonction X,. Ainsi, en posant

y=f(z*—1)*(z— x)‘("*"dﬁ,

ona .
% = f(n+1)(z*—1)*(z — x) "V d3,
Z;J; = f(r+1)(n+ 2)(2* — 1)* (3 — 2y "V dz;

or, si Pon considére la fonction
’ -

F(z) — (z €+ I)n+l (z —_ I)n+l (z _ x)—(n+2)= (z’-— I)n-H (z — éc)*"'*’),

on aura, en différentiant par rapport 4 z,

F(z)=(@—1)(z—x) " (n+1)(3—1)(z — x)
+ (7 +1)(z3+ 1)z —x) —(n+2)(z* —1)],
ou o -

F'(g) = (5 — x)(5 — ) 9 [n(s— a)? — 22(s—2) — (1 +2)(&* — 1)

si I'on intégre le long d’un contour fermé contenant le point x, on a,
eu égard aux formules précédentes, '

—n xrly I dy 1
O=ny — 2 i dein-41'

— (x*—1)

or y est égal A X, en-vertu de la formule (5), & un facteur numérique
prés; donc X, satisfait & I'équation précédente, que I'on peut écrire

(it _ %_ [(x’—l) %] = n(ﬁ +1)7.

D’aprés la théorie des équations linéaires, ‘on sait que, X, étant une
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solution de cette équation, la solution la plus générale sera

- d.
y:CJ(,,—[— sznfjw‘z;——_{),

C, et G, désignant deux constantes arbitraires.

Le calcul qui nous a conduit 4 la formule (rr1) réussirait encore si,
au contour fermé d’intégration relatif 3 la formule (5), on substituait
un contour rectiligne allant du point — 1 au point -+ 1; on en conclut
que Pintégrale

41
s =J;I (22— 1)*(z — P mandl i

satisfait 2 I'équation (rr). Et en effet les calculs seront identiquement
les mémes, et 'intégrale de F’(z) s'évanouira aux limites, comme sl
s’agissait d’un contour fermé; car F(—r) =F(+r1)=0o0.

11 est bon d’observer que, pourn=o0 et n =1, on a successive-
ment

I 4z 2 log 7 —1
ry= o z—a 5V z5+1

o g r—1 .
]—,f_, de:dxlogwx_l_l’!‘é,

ce qui fait pressentir une liaison assez intime entre ces intégrales et les
fonctions que nous avons désignées plus haut par E,.
Si dans les intégrales

1 “+1 -+
f X, Flx)de, X, X, dx, X2dex,

—1 —1 —1

olt F{x) désigne un polyndme entier de degré moindre que m, on
remplace X,, par sa valeur tirée de la formule de Rodrigues, & savoir

1 =
Xp=

I % ot
T 24 o2m da® (x 0",
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et si ’on intégre par parties, on trouve sans difficulté
-
J X, F(x)dr =o,
—1

=T
12) f X,X,dzx =0 pour mSn,

—1

on déduit de la cette conséquence importante : si P'on a identique-

ment
f('r) = AOX‘O - AIXQ + .. +AlnXm:

Ay, A,,... désignant des constantes, on aura forcément

ar 1 [*TF
A,=20 Sx) Xnd,

& —

en multipliant par X, dx et en intégrant de — 1 & + 1.

La formule de Rodrigues conduirait & une foule d’autres formules
plus ou moins connues, mais dont 'importance n’est pas assez grande
pour que nous les reproduisions ici.

Mais, avant de terminer ce paragraphe, rappelons que les valeurs
de X,, X,,..., X, pour 2 =1, sont les coefficients [en vertu de la for-

mule (12)] du développement de ——; ona donc pourx =1
Xo=1, X, =1,.., X,=1,...3
de méme, pour x =—1,
X,=1, X;=—1,.., X,=(—1)
pour x=o0, les X, sont les coefficients du developpement de

(1 + «®) %, cest-a-dire

I 1.3
I, O, —;7 o, 5—.-47 0y....

La formule de Rodrigues met encore en évidence ce fait, que I'équa-
tion X,, = o a toutes ses racines réelles et comprises entre — 1 et + 1.
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1V. — Digression sur les fonctions de Bessel.

La formule de O. Rodrigues met en évidence une relation curieuse,
qui existe entre les fonctions de Bessel et les fonctions X,; d’oti résulte
un rapprochement entre I’équation (8) et I'équation de Riccati.

Ona

o) =7 o 2 (@ — 1y (z+1)],

L2n dzt

et, en appliquant la formule de Leibnitz pour la différentiation d’un
produit,

Xa(x) =2—.[-}—“—§;[(x —1)*1.2.3...n.

+ "T’ (x—1)! 1.2.3...n(x+1)...],

ou bien )
Xofw) = & (e =1+ (5) (2 — 1y (2 1)
+[”("—')] (=12 (2 +-1)+.. ;

et, par suite,

g () 2+ [T (2

.

8i I'on fait alorsv A

..-z:+1 - Z+I

=2 OoOu = ]
FoEamd ¢ . z—1
ona
e Y a(i—:) 2 .,
X I ("ﬁ—l)—l-’f-( A o —-—1—2—- Z° iy
[ a2
et, remplagant Zpar=s

22 b 2\ 2t e ? 2 i\ =
21X, (—ﬂ)‘” z =1+-:;+(1--E)”—+..-;

¥ —nt n
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ef, pour 7 =0, on a

_ x? E z*
)—‘+F+ﬁ+m
- |

z? 4 n?
% — n?

lim 27X, (

Le second membre de cette formule est une fonction de Bessel.

V. — Sur un développement important.

Désignons par Z, ce que devient X, pour x = z; la formule (9)

donne
(2n+1)Z,2 = (n41) Zpnyy + N Zpy,

(2 +1)X,x= (B + 1) Xpey + 2Xpy.

Multiplions la premiére formule par X,, la seconde par Z, et retran-
chons, nous aurons

(2n +1)X,Z,(2 — x) ' :
=(n+1)(Zp X, — Zan_-H) — n(Zy Xy — XuZpy)s

faisons successivement dans ceite formule n=o0,1,2,3,...,7 et
ajoutons les équalions ainsi obtenues; nous aurons

[XoZo+3%, Z,+ ...+ (204 1) X 2] (5—2) =04 1) (Zp1s Xy — K sy Zn 5

si donc on pose

() ®(x,2) = X Zy+ 3K, Zy + ...+ (20 +1)X, Z,,
on aura )
(13) O(x,2) = 2 (Zns Ko — Xnis Z)-

Cette formule est, je crois, entiérement nouvelle. La formule () inté-
grée par rapport a z devient, en ayant égard aux formules (12),

—+1 .
. f ®,(x,2)dz =2,

—1

Journ. de Math, (3¢ série), tome 1. — NovEMBRE 1875, 49
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et, par suite, la formule (13), intégrée aussi par rapport a z, donne

1 Zu-l—l -l:! Zn
.2=(n+1)X,,j;I :;[[Z—(n+l)xla+lﬁl z_zdz;
d’ou Von tire la forniule
T Tt . 2 - Xt +r Z.dz
('4) _[_I z—xdz_'(n+l)X,.+ Xa .[_, 5 —

oron a

-1 + 1 4 ) .
f Z, dr— % =logl .z';

[ 32— X _q 3 — %

la formule (14) donne alors, pour z=o0, I, 2,3, .00y

§—z
I-+&

Pt 7, dz _i+X. lo
j_, —= X, @ X ]

+H Z,ds 2 LK (2
. z—z  2X, X ) -z

...............................

d’ot1 ’on déduit -

+T Z,dz 1—x 2 2 2 oo
f z—x—X"(l"gx-i-z"'x,x,"'zx,xz"'"""x,._.x,,)’

-1

ou encare

7 +1 7,.dz : I—x I 1 ) I
05)[; z_m_.zX,,(log\/ r+.z:+~’X,X,+2X.X,+'“+ILX,,_.X,,).«

11 y a plusieurs conséquences 2 déduire de 1 ; et d’abord, si 'on divise
par X,, en supposant X compris entre —1 et 1 et égal & cosy, on
aura

f"“é dz __L2 Io i—z 1, .
- X,2—zx o8 I+x+XoX. Y
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Si alors on fait n = %, X, ne tendra pas vers zéro en général, x de-
vant étre supérieur 2 1 [sans quoi la série (1) serait convergente pour
x2>1 et z=1]; si Von remplace alors Z, par sa valeur approchée(7)
et z par cos 7, l'intégrale quifigure dans le premier membre tendra
vers zéro, 4 cause des facteurs sin (r 4+ 4) ydy et cos (n -+ 3)ydy qui
sont & trés-courte période, et I'on aura

lim ( lo ‘/1_14- ! _|.. I _ ...} =0
gV iz e )T

c’est-a-dire

lo Lk U SR S
8 1—x X X, 2X, X, XX, 7

et cette formule, démontrée par Gauss pour la premiére fois, a lien
pour toutes les valeurs de & supérieures en valeur absolue 4 I'unité. Tl
y a plus, on peut délimiter la région de convergence de cette série, ce
qui n’avait pas encore été fait. Il résulte en effet de la démonstration
qui a servi 2 Pétablir qu’elle aura lieu si, z variant entre —1 et +1,

Z T - .
=" ne croit pas indéfiniment pour n = « , cedont on sera assure si X,
1

ne.tend pas vers zéro ou si la série
X+ X, + X+ ...+ Xp+.o.

est divergente; elle I'est, comme on U'a vu, quand x n'est pas réel ni

compris entre — 1 et +I.

Mais on peut tirer de la formule (15) des conséquences bien plus
1

a—x

importantes. Admettons que soit développable comme il suit:

I

=AXo+ AKX+ ALK A,

a—.xr

on aura, d’aprés ce que nous avons vu,

a—x a—2z

“+I -1 +1
2 :X.nf l%dz—i— 3X, Z dz+5X2f ‘—zﬁ’—;dz....
. —1 - —1 -

La formule (4) fera connaitre les différents termes du développement de

49..
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.

log\/_ + 3X, log\/H_a . )

I+a I 1
+ 5%, (log a-.A_—,A,_zAlAg)—l-""

— et P'on aura

A, A,,... désignant les valeurs de Xo, X,,... pour x = a.

VI. — Etude de la fonction &,.

Nous désignerons par E, la fonction définie par la relation

S 1

I Z,

== = * _dz.
2y T2

Nous avons vu comment, & I'aide de la formule (15), on peut exprimer

E, au moyen deX,, X,,...,X,; mais on peut en donner une autre ex-

pression qui établira un lien de plus entre cette fonction et la fonction
dr (32— 1)n
oo c2n.d2" ?

I -

(16)

X,.- Si, en effet, dans la formule (16), on remplace Z,, par -
et si I'on intégre n fois de suite par partie, on trouve

N T —ln
(17) . ‘E.,,:z-;[ﬁf —(—ZLZ_TI)L_TJZ;

—1I

mais, dans le paragraphe IV, nous-avons observé que Uintégrale qui
figure dans la formule (17), laquelle représente X, quand elle est
prise le long d’un contour fermé contenant le point x, satisfait &
Iéquation différentielle

(8) d%[(x‘—:) -Z—;] =n(n+1)y.

Cette équation, 4 laquelle satisfait X,, a donc pour solution générale

y=0CX,+ CE,.
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La formule (17) montre que =, peut aussi se représenter par la for-
mule :

(18)  Ey=m o d”'f+’(_—”—’3"dz-

"=2.4.6...2n2_x_’7§ z—x

—1

E,, développé suivant les puissances descendantes de «, commence

o s 1 . . . 5
ainsi par un terme en —-; les coefficients sont dailleurs faciles  cal-

s s . 22— I)® .
culer. On remarquera aisément que la fraction Lz—T' peut se dé-
composer en un polynéme entier en z, de degré 2z — 1 en z et en x,

. Z—1)®
et en une fraction de la forme(—z—-T); la formule (18) prend alors

la forme

[

de n —x
”=2.4.‘..2n E% [F (.’IJ) + 2(x2 —1) Iog \/i +.r]’

ce qui donne

E,=X, [log \/f:_ + Q,. (x)] )

Q. (x) désignant un polynéme entier en xx de degré n en plus. Divi-
sons par z — & les deux membres de la formule

(2r+1)Z,s=(n+1)Zyy, + nZ,,

[déduite de (19)], et intégrons de — 1 & -~ 1. Nous aurons

z —

+1 7.z -1 n
1 L dr="F1%m 2.,
(an+1) [ I dr= g, 4+ 25,

Or

— Z—X 53—

+r oy +1 +1 4z
2 = Z,ds + T de =I5,
1 - z

La formule précédente devient done

(am+1)E,x = (n+ 1)E, + nE,,.

2%
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Clest précisément I'équation (g). Or la fonction que nous désignons
dans ce paragraphe par E, satisfait 3 I’équation (9), & laquelle satisfai-
sait la fonction désignée par la méme lettre dans le paragraphe II. Ces
deux fonctions &, sont d’ailleurs égales pour n= o et n =13 elles sont
donc identiques, et'on a

- _fw . dy 7
o o (.t+ Vz'—1 coshg)r+

Nous terminerons ce paragraphe en faisant connaitre la fonction
génératrice de Z,. Il suffit, pour la trouver, d’observer que I'on a

4

Wi1—2az-4-o?

=Zy + Zyoe + Zyo® +-....

e d. Ce 3

Multiplions par —Z et intégrons de — 1t 4 + 1. Nous aurons,
2(z — x)

tous calculs effectués,

1 © g—g—\1—2az —

=8, 8,04 B0,

(19) -

2{1—2az+ & 8 r—at+ Vi—2ex+

I
T—11

VII.— Développement de la fonctz'ori

Reprenons les formules (12) et (£3). On en déduit

, P+ 1 -
Xy Zo + 3X,Zy +... (a0 +1)X,Z, = ;i-_—w(z,m X,y — Xt Za)-
Divisons par z —% et intégrons de z =—1 & z=--1; Dnous au-
rons

" -+x [ ~-I .
2 (e2r+1)X, Z—L_i—tdz= (= +1) ) (Zpi1 X — Xpii L) dz.

. T—ae—n
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"Décomposant en fractions simples 1a fraction z) =) il vient

n .
2f+x
—1
o

! [f-:-l:j; (Zn+|Xn_'Xn+lZn)dz

xr—t

- e (Zn-HX ~Xpr1Zy, )dz]

-1

La premiére intégrale qui figure dans la formule (2) est égale, en vertu
des formules (12), (13) et (10), 2 2. On a donc

(20) Zf

en posant, pour abréger,

’
z——t + r—t

o= 2Lz . Xn— XuwiZ)dz.

z—1t

—1

Lorsque la quantité Q tendra vers zéro pour z =0, la formule (20)
se transformera dans la suivante :

(m) C == 0,%, + 30,X, + 56,X,,...,

©; désignant en général la valeur de E; pour x = £; en sorte que

T +1 X;
O,::;f :c—tdr

Toute la question se réduit donc 4 examiner dans quel cas Q tend
vers zéro. Or on a évidemment :

Q= 2(” +1) (X004 — 0, Xpne1);

ou, remplagant X, par sa valeur (8 bis) et ©, par sa valeur (10),

2\n+1) z’-——xcuw)
f f (t+\/t’-—1 coshy Adq)d%
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A désignant, pour abréger, une quantité finie et indépendante de 7. 1l
est visible que Q tendra vers zéro, et ne tendra vers zéro que si Ion'a,
pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre zéro et @ et de ¢ comprises

enlre zéro et o,
& -+ \/&*— I cosg

t 4 {F—1 coshy

o I I I
J-‘=—'(u+—-)s- -—"—"-—(V—i——),
2 u 2 [4
cette formule devient

(@) mod. u—i——:;—l-(u—%)cosqz] < mod. [v+%+(v—%)coshq;];

mod.

Si I'on fait

soit rle module, 6 Pargument de , le module du premier membre de

cette formule a pour carré
J1\2 ne2 I 1
r+—)+r+— cos®@ - 2{r - ~} {T — —)COS¢;
r, r . r r

son maximum a lieu pour cosg = 1, et alors il est égal 4 2r*; le mo-
dule magimum du premier membre de () est donc ry'2 ou y2 mod. z;
le module minimum du second est /2 mod. v; la formule (a) prouve
donc que 'on doit avoir ’

mod. z < mod.y.

. Mais, quand z varie 4 U'intérieur d’un cercle de rayon r, x varie4 lin-

r - 3 . X I PR -
térieur d’une ellipse d’axes (r -+ ;): (r - ;); quand ¢ varie & 'exté-

rieur d'un cercle de rayon r, £ varie 4 Pextérieur d’une ellipse d’axes
(' + ;) et (r — ;), il résulte de 13 que la formule (21) a lieu pour
toutes les valeurs de « intérieures & une certaine ellipse et pour toutes
les valeurs de £ extérieures 4 la méme ellipse ; les foyers de cette ellipse

sont les points &= 1.
Si 'on donue I'une des variables o ou z, le tracé de Vellipse limita-
trice sera trés-simple; on sera ramené & construire cette courbe, con-

naissant les foyers et un point (V'aftixe de la variable donnée).
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VIII. — Développement d’une fonction tjuelconque.

Les fonctions de X,, présentent avec les cosinus des analogies frap-
pantes : ainsi la formule de Fourier présente cette bizarrerie assez diffi-
cile a s’expliquer bien nettement, qu’elle est, pour les fonctions rem-
plissant certaines conditions de continuité, convergente & I'intérieur
ou 2 l'extérienr d’une ellipse, tandis qu’elle est toujours susceptible
de représenter des fonctions, méme discontinues, le long de I'axe des x.
Les séries de X, sont & ce point de vue comparables aux séries de Fou-
rier,

Si, en effet, on considére la formule bien connue

1 f(z‘) dz = f(zx),

am\—1J F—F

elle donnera, quand il sera permis d’en faire usage,

——'—__—ff(z) (Xo 8o+ Xy 8y +-..) ds = flax),

27 —1

Zo» §15.-- désignant ce que deviennent &, E,,... pour x=z: A

On en conclut la possibilité du développement de f(x) en série
de X, pourlesvaleurs de x intérieures & une certaine ellipse, quel’on
découvrira en cherchant, parmi toutes les ellipses ayant pour foyers
les points == 1, la plus petite de celles qui passent par un point singu-
lier de f{(z).

On voit aussi que, sile développement estimpossible en série de X,,,
il pourra Iétre en série de E,, a intérieur d’une couronne elliptique.
Partons maintenant de la formule (13)

n--1I
z—x

X,Zy+3X,Z, +...(2n +1)X,Z, =

(Za-H Xn - Xn-H Zn)a

et, supposant x et z réels, multiplions par f{(z)dx et intégrons de — 1
Jorrn. de Math. (3¢ série), tome I. — Noveusre 1875. - 8o
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i -+ 1, nous aurons

Xo.[-; Z, f(z)dz + .. (2n—|—l)Xf Z,f(z)dz

(A)
= (n + I)f ;f_(fL(ZnHXn_XHH n)dz'

Cherchons la limite de 'expression -

Zn-H X, — Xpi1Z,)dz,

W, _(n+1)f

pour » = o ; i cet effet, remplacons Z, et X, par leurs valeurs (7);
nOUS aurons

=+ 2
n_-_ (Il + [)f Slz\dz 4 1

@ — & 7 \fn (7 +1)sing sind

> 3 [cos()z +%)'y “+ sin(n +;>'y] [cos(n —I—-g)& + sin (n +—i—)6‘
— [cos(n +§>'\/ + sin(n +g)-y] [cos(n +£) 0+ sin(n +%)6“1

cosy et cos0 représentant respectivement x et z. Les facteurs (72 +1)

et VT——‘:) se détruisentaux limites ; on voit de plus que c’est seulement
n{n+1

pourZ = x que P'intégrale W, a une valeur appréciable, 4 cause des
facteurs 4 courte période, tels que cos(n -+ =)y etsin(n + —)v; cette
p ) q 27 2) 73

circonstance permet de faire sortir f(z) de dessous le signe Setdele
remplacer par f(x). Mais alors W, devient le produit de f () par ce
que deviendrait cette méme quantité W, si f(z) était égal a T'unité,
mais dans ce cas W, == 2; on a donc

W, =2f(x)

" et par suite

—f

1 “+1 )
(zz)j'(a‘)zéXoj_' Sz Lodz .. X [ L f(2)ds
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Cette derniére démonstration, comme I’on voit, ne suppose pas que
(%) soit continue de — 1 & + 1 : elle suppose, comme dans la démon-
stration du théoréme de Fourier, que f(z) ne passe pas une infinité de
maxima ou de minima. Si notre démonstration a été trés-rapide, c’est
que nous avons pensé inutile d’insister sur des détails bien connus du
lecteur, qui a présent 4 I'esprit la démonstration rigoureuse du théo-
réme de Fourier.

Nous avons supposé x compris entre — X et + 15 51 & n’était pas
compris dans ces limites, le second membre de la formule (22) ne se-
rait plus égal 3 f(x), mais bien 4 zéro, W, ayant une valeurinfiniment
petite, 4 cause des facteurs finis et & courte période qu’il contient.

IX. — Généralisation des fonctions X,.

La fonction X, s'est présentée comme le terme général du dévelop-

pement de » dérivée d’une racine de I'équation

Vi—2az +a?

-1
2=+

r

En général, si I'on considére I'équation

(23) s =x + «F(z),

F(z) désignant le polyndome

(=24) F(z) = (x — a,)(x — az)...(x — a;)},
on aura
— @ 4o
et )
z + dF o &F .
d-.—r_l R:E—!—?Tz‘"—iz—,-r...,

Bo..
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1 d°F(x)
nl  dx*

I'équation (23); nous désignerons ce polyndme de degré nk — n par
@,(x). Il est évident que, si () est un polyndme de degré inférieur
‘4 n, on aura

est done le coefficient de ¢® dans la dérivée d'une racine de

L‘%@,;Lp(x)dx = o,

i

et que I'équation @, = o aura toutes ses racines réelles et inégales
si 'équation F(z) = o a elle-méme toutes ses racines réelles. Si a;
et a;,, sont réels entre a; et a;, 'équation @, = o aura n racines réelles.
De I'équation

I AP z)
(I)"(x) = 15.3...n de
on conqlut
F/z(z)
(25) (I)n(x) - 27”/—— (z __xln-i-l dZ,

I'intégrale étant prise le long d’un contour fermé contenant le point x._
11 en résulte

&__- n-+I Fa(z) d
dz an y—1J z—ay+
(26) @_(n-x-x)(n-m)f F(z) ds,
de 21:[‘_ (z —z)+

Or, sil'on pose

V o (Z —_— a:)n+l (Z — a2)n+l vee (Z — ak)n-H (Z — x)—(n+k)

ou
V = F+i(2) (5 — x)-0+h,

on a

X = (e DF(E) G (5 @) (o )5 = @) E (2
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ou

dv dF
F =@ — 2y () & (5 — ) + (2 + B F(E) |-
Or, si 'or observe que

(z — z) @*F
1.2 dz* e

F(s)=F(x)+ (5— ) 5% +

d d
L + (5 —x)

a*F (z —a) &F
dz dz dz®

ar T2 de T

on conclut de I’équation qui précéde
v (k4
(27) T =F(@)(r+ KF(®)(s —a) et 4],

Si l'on intégre alors le long d’un contour fermé, contenant le point x,
on a, en vertu de (25) et (26),

&k, an+ k41 dF di@,
dzk 7+ k—1 dv de-t
1 nt-k 74t dPF >,
n+k+p[1.2.3..p 1.2.3...(p— 1)} dxP dz*r

telle est I'équation différentielle linéaire i laquelle satisfait la fonc-
tion @,. Il est clair que ®, n’est qu'une solution particuliére; mais la
méthode méme qui nous a conduit & I'équation (28) permet d’en
découvrir toutes les solutions; en effet, si, au lieu d’intégrer Ia for-
mule (27) le long d’un contour fermé, on 'intégre entre les limites

r -
a; et a;, et que I'on pose

% Fr(z)dz
(29) ==y

= (I),i;i (.Z‘) 3
la fonction @} satisfera encore a I'équation (28). Cette équation (28}
admet donc comme solutions particuliéres les fonctions @, et @

n 3
7,..., O37"%, lesquelles se réduisent évidemment  k distinctes, Ainsi,
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en appelant C,, Ci,..., G;, des constantes, la solution générale de(28)
sera

N L G A C)) ' % Frz)

Co =+ G f; ey dz+ ...+ Cyy e Az

La fonction @3/ est susceptible d’une autre expression; il suffit pour
la trouver d’intégrer par parties la formule (29); on a alors

% da(z)dlz

qagi(x):f ), )

N. B.— M. Berard, commissaire des poudres et salpéires, avait ob-

servé, dés 1863, que le radical 1 — 2z + z* était développable en

série convergente 4 P'intérieur d'une ellipse.




