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MOUVEMENT D' UN POINT PESANT SUR UN PARABOLOIDE. 40]

>

Mouvement d’un point pesant sur un paraboloide ;

Pie M. A. DE SAINT-GERMAIN,

Professeur a la Faculté des Sciences de Caen.

Un point pesant, assujetti 2 se mouvoir sur une surface donnée sans
éprouver de froltements ni de résistances de milieu, peut décrire une
infinité de trajectoires, que M. Resal m’a proposé, dans une conver-
sation parliculiére, d’appeler lignes de thalweg, parce qu’elles figu-
rent le trajet d’un filet liquide, trés-mince et parfaitement fluide, qui
coulerait sur la surface. Pour qu'une ligne de thalweg soit déter-
minée, il ne suffit pas, comme dans le cas d’'une ligne géodésique, de
connaitre un de ses points et la tangente en ce point, il faut encore
tenir .compte de l'orientation de la surface et de la vitesse avec la-
quelle le mobile décrivant passe au point donné : aussi les propriétés
générales des lignes de thalweg doivent-elles étre beaucoup plus com-
pliquées que celles des lignes géodésiques; mais on peut les étudier sur
une surface particuliére, et je me suis proposé de le faire sur un para-
boloide, elliptique ou hyperbolique, dont 'axe est vertical.

En partant des équations ordinaires du mouvement d’un point sur
une surface, j'obtiens une équation du premier ordre a laquelle satis-
font les lignes de thalweg desparaboloides; je montre comment la mé-
thode de Jacobi peut donner la solution du problémne, mais elle est
moins élémentaire que la premiére et i'ndique moins clairement la
valeur des constantes d’intégration. ¥ étudie avec détails la forme des
lignes de thalweg, et je trouve entre autres une propriété analogue it
celle que M. Puiseux a démontrée au tome VII de ce Journal sur la
différence d’aziinut des points ou la hauteur d’un pendule sphérique
est maximum. Enfin, en supposant que 'action de la pesanteur de-
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fo2 A. DE SAINT-GERMAIN.

vienne nulle, ’équation des lignes de thalweg se réduit a celle des
lignes géodésiques du paraboloide; il y a quelque intérét  considérer
ces derniéres directement, au lien de n’en faire qu’un cas particulier
des lignes géodésiques sur les surfaces du second ordre.

Prenons trois axes rectangulaires OX, 0Y, OZ, le dernier dirigé en
sens contraire de la pesanteur, et considérons d’abord le paraboloide
elliptique

2 ?
(1) L4l —az=o,
r q
qui tourne sa convexité vers le bas; les équations du mouvement d'un
point pesant sur cette surface ont une forme bien connue,
d'zx .z dy y dz
(2) F=A;, d_t’=k;’ —d—‘;=—k—g.

Quand le mobile reste trés-prés du sommet, on peut regarder &
comme sensiblement égal 4 — g, et les deux premiéres équations
donnent la loi approchée du mouvement de la projection sur le plan
horizontal, '

x = acos\/ﬁ(t-——t.), ]=bcos\/§(t-— ty);

ces équations, qu'on trouve dans plusieurs questions de Physique,
représentent un mouvement suffisamment connu.
Revenons au cas général, et ajoutons les équations (2) multipliées

-

. r
respectivement par ;, % et —1; nous aurons

x d*x +_r dy dz __ , [z 7 .
sw i~ wm =k ) e
différentions deux fois I'équation { 1) par rapport au temps, et retran-
chons le résultat du précédent, il reste

dz? dy? x? 2
P 9

Vélimine & entre cette équation et celle que j'obtiendrais en multi-
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. .y , . 1 dr oy L Udy
pliant la premiére équfation (a) par ;@ la deuxiéme par 7 @

ajoutant membre & membre, le résultat de I'élimination peut s'écrire

jet,

1dz d’x 1dy d*y  x dx +y dy
pdt df " gde de prde " g dr .
Y dr? It d-yi_, 27 r? =0.
par gdp "8 gt

On apergoit immédiatement I'intégrale de cette équation,
perg 8 q

. I dx? 1 dy? x: 2 -
) Gy vs) g =e

Ecrivons maintenant I'intégrale des forces vives

1 dr*+ dy?’+ dz? -1 dds?
(4) Py e +

il suffit d’éliminer d¢ entre cette équation et la précédente pour avoir

une équation & laquelle satisfait la trajectoire cherchée, ligne de
thalweg sur le paraboloide,

5)  [ath-g2) ("— + ‘Z) +gds=] ('1,'4-’—: +r) = cdse.
' 7 P 9 .

Je désigne par T la ligne de thalweg que je considere; I’équation
de sa projection horizontale s'obtiendrait en remplagant dans {5)z
et dz par leurs valeurs tirées de (1); malheureusement les variables
et y ne se séparent pas dans 1’équation de la projection, 4 moins de
supposer p ou g infini, ce qui fait disparaitre plusieurs termes. Dans
ce cas le paraboloide dégénére en un cylindre paraboligue dont les
génératrices sont paralléles 3 OX ou a OY; T se projette horizontale-
ment suivant une courbe de forme analogue i une sinusoide qui ser-
penterait entre les projections de deux génératrices. Ce cas aurait pu
se traiter sans former I'équation (3): on écrirait que d est propor-
tionnel 4 dx ou a dy, et on le remplacerait par sa valeur dans I'équa-
tion (4). )

Un autre cas simple est celui ot p = g; on peut faire cette hypo-

5a..
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thése dans les formules générales, on, employant des coordonnées
semi-polaires, r, ¢ et z, associer a I'intégrale des forces vives I'équa-
tion alors évidente r*df = cdt; la ligne de thalweg est formée d’une
infinité d'ares égaux touchant alternativement deux paralléles de la
surface.

Quand le paraboloide est quelconque, pour ramener & des quadra-
tures 'intégration de (5), je considére les paraboloides homofocaux
au proposé,

2 =z y

6 S e e = A — 22, —— —
(6) A—p  d—¢q Top—e p—q

=2z — .

Je suppose que I’on ait

A>p>p>q;

les surfaces précédentes coupent le paraboloide donné suivant ses deux
séries de lignes de courbure; celles qui sont données par les surfaces A
se projettent horizontalement suivant des ellipses, et ont elles-mémes
la forme d’un ovale non situé dans un plan; je représenterai par E,
celle qui correspond & une valeur I de . Les lignes de courbure don-
nées par les surfaces . se projettent suivant des hyperboles; elles-mémes
sont formées de deux branches symétriques par rapport au plan ZOX
qu’elles ne rencontrent pas; j'appelle H, celle qui correspond 4 la
valeur m de . On peut voir que H, se réduit a4 la parabole princi-
pale P, située dans le plan ZOX; E, se réduit 4 un arc de la parabole Q
située dans le plan YOZ, arc compris entre les deux ombilics N, N’;
enfin H, se compose des deux parties de la méme parabole qui sont
séparées par I'arc NON'.

A chaque valeur de x, y, z correspondent des valeurs uniques de )
et de p, satisfaisant aux inégalités admises, tandis qu’a des valeurs
connues de A et de p. répondent quatre points de notre surface. Les
équations (1) et (6) donnent, par un calcul bien connu,

pA—r)lp—p) yi= gh—7le—q) , _r+p—r—q,
r—q P—9q 2

xt=

On en tire dx, dy, dz, et, en combinant’ les valeurs obtenues, on
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trouve
A — p)da? w(h — p)da?
heds?t = -~ v b~ .
' A—=p)—q) " p—pile—9q)
ﬁf,@)_ (A—play (X —p)dw
(7) 4(,,"'q TO=p0—a) " p—w)lr—a)
2 }y,
_+._.—+._ —_— —
S

On a tout ce qu'il faut pour transformer 'équation (5) en fonction
des coordonnées curvilignes X et pu; on substitue, on divise par
4(X — p), et, aprés quelques transpositions qui se présentent d’elles-
mémes, on trouve pour équation des lignes de thalweg

2=dDyi _ *dpyn
V=0 =p)(3—q) Vi p—e)le—q)

(8)

en posant, pour abréger,

(9) J(u) =gu*—(2k + gp + gq)u+ cpq.

Pour appliquer la méthode de Jacobi i V'étude du mouvement qui
nous occupe, on exprime la demi-force vive F en fonction des déri-
vées )’ et p’ de X et de g par rapport au 1 temps; la premiére équa-
tion (7) donne tout de suite

T 1()_1‘{)_ 2 1 f‘.(x—f‘) l2_.
F= 00— TS Y

oF ,
on introduit comme variables nouvelles = o ala place de ) et ',

F
o€
et I'on exprime F en fonctionde ), p. etdes variables introduites, qu'on

. a8 08 .
remplace ensuite par 5= et 3.7 ouporte le résultat obtenu daus la re-
lation F + gz == A, et l'on a I'équation aux dérivées partielles

o = pP)(A—gq) (98\ (p—p)lp—gq) (08 dhp—p—gq
W(«»)“ B —p) <0H)+g 2 =k

En multipliant par X — p, on peut aisément dédoubler I'équation
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et obtenir une intégrale renfermant une arbitraire a,

f‘ﬂ\/l (2h-rgp+ge)r—g» _"+fdp.\/ g*—\?/t+gﬁ+gf1 et
A—=p)0—q) (p—e){p—q]

Jacobi a démontré que les intégrales du probléme peuvent s’écrire

dS, _,  dS. .
= b, p=1t+¢

la premiére ne differe pas de I’équation (8) intégrée aprés qu'on a
remplacé cpq par a; la seconde devient, en employant notre fone-
tion f, équation {9),

3

2 -1—1341 f" £y
+ =1
Ji, V=S G—p) 03— 9)  Ju V(P —p) (e —q)

elle détermine la loi du mouvement sur la trajectoire. On I'obtiendrait
en transformant Pintégrale des forces vives & I'aide des équations (7)
et (8), mais la méthode de Jacobi la donne plus naturellement.

Pour discuter la forme des lignes de thalweg, il convient de chercher
les valeurs de = qui annulent f(«). Les équations (3) et (4) donnent
les valeurs de c et de & en fonction de Xy, Yo, Zos L'y; For Tos CESt-i-
dire des conditions initiales du mouvement; les équations (7) permel-
tent de transformer ces expressions en fonction de Xos oy Mogs [hg, €1, €D
les substituant dans {g), on a

—_ ! 1
Slay= g — %) (1 po) = R B ()
po (he — o) s ;
BT Er I L

Or f(1,) est essentiellement positif, car c’est un carré; f (},) est né-

gatif, et f(o0 ) positif; f (#) = 0 admet donc une racine a supérieure
a 7., €t une |8 comprlse enlr“l et o, Nous pouvons ecnre, au jien
de I'équation (8),

o :":d)\“/‘: I id;z J;
vie— M= (A—p)A—g) Wix—pl{(B—pllp—pile g

{10)
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Je dis que les binbmes & — X, A — 3, & — ps, 3 — p. sont positifs;
en effet, I'équation (8) prouve que —Jf(}) et f(1.) ont le méme signe.
Or la somme ‘

SO By =2+ glp+q—r—p] Q- = —p) L

est positive; il en est de méme de f(u) et de — £(2); le coefficient
de «* dans f(u) étant positif, L — a et X — {3 sont de signes contraires,
et ¢’est nécessairement le second qui est > o; p—aet w—FSont le
méme signe, et c’est le signe —, qui convient certainement a P — o

Déterminons encore les angles i, i’ que T fait en un de ses points
avec les lignes de courbure quiy passent; celles-ci forment avec les
deux lignes de courbure infiniment voisines un petit rectangle dont
la diagonale est ds, et les cotés sont les valeurs auxquelles se réduirait
ds sil’on y faisait tour & tour d\ on du. égaux A 2éro; ce rectangle
domne

sin’i_ l().-y.)d)\’ A IL()—y}dp.’ .
sntd (A —pl(A—9q)" P —u)(p—q)’

mais, si dA et du vérifient I'équation (10), ce rapport devient

sintd_ (a— ) (A — p)
(tr) sind (o —p) (B~ p)

1i s’agit maintenant de voir ce que nous donnerait Uintégration de
I'équation (10); les deux signes = doivent étre tels que les deux mem-
bres soient tous deux > o0 ou tous deux <03 je puis faire en sorte qu’ils
soient positifs. Je distingue deux cas, selon que f est < pou >p.
Dans la premiére hypothése, A doit rester compris entre p et «, n.
entre ¢ et 3; 'équation (11) montre que, pour A = a, T est tangente
a E,, tandis que, pour) = p, elle coupe sous un angle fini E,, c’est-a-
dire I'arc de parabole principale NON’: de méme T touchera Hj et
traversera H,, c’est-a-dire P. Notre trajectoire sera inscrite dans le
quadrilatére compris entre E, et les deux branches de Hg. 8i cz est trés-
voisin de p, ou (3 de g, le mobile restera sur une zone trées-étroile; il
oscillera tout prés de P oude Q sans s'en écarter beaucoup; il est
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nécessaire toutefois, pour qu'il reste dans le voisinage de Q, qu'il ne
monte pas plus haut que les ombilics. Les petites oscillations étudiées
dés ’abord rentrent dans ce premier cas.

Quand £ > p, p. peut prendre toutes les valeurs dont il est suscep-
tible, c'est-a-dire varier entre p et ¢; A doit rester entre aet ;T est
comprise dans une zone annulaire entre les courbes E, et Eg quelle
touche tour 4 tour, tandis qu’elle traverse P et Q; elle pourrait méme
se confondre avec une ligne de courbure si a était égal & 5. En les sup-
posant inégaux, étudions le mouvement a partir du moment ou le
mobile a touché E,; alors ) = a et u = p,. Supposons que [ aille
d’abord en croissant ; A décroitra jusqu’a § pour revenir 4 a, tandis que
i, ayant atteint sa limite p, descendra jusqu’a ¢, puis augmentera pour
étre égal a p, au point ott T reviendra toucher E,; or je dis que p,
est > p,, c'est-a-dire que, pendant que le mobile part d'un premier
point de contact avec E, pour revenir le toucher de nouveau, son
azimut a augmenté de plus de 180 degrés.

Remarquons que les deux différentielles qui entrent dans I’équation
{10) sont identiques; les limites de Vintégration différent seules; je
désigne par le symbole | a,b | V'intégrale de 'un ou de Vautre membre
prise entre les limites a et b, en faisant en sorte que lous les éléments
soient positifs. Cela posé, quand 2 varie de « jusqu’a 3 pour revenir
2 «, Vintégrale du premier membre de (10) croit de 2 | fB,a | ; sip,
partant de p, pour arriver a p, diminue jusqu’a g et revient ensuite
seulement jusqu’a o, ou a plus forte raison jusqu’a une valeur moindre
que (%, Vintégrale du second membre croit au plus de

l.uo,pl+Iq,p!+lq,;zol-——2l(/,pl:

cet accroissement est moindre que celui de intégrale du premier
membre, car on a évidemment

Tt " ’—
;ﬁ,a|>f X} — .
Ja V(== =810 —pld—a)
» du vy
EN AR . -

, Vam R
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L'inégalité annoncée résulte de ce que les seconds membres des deux
inégalités ci-dessus sont égaux, en vertu d’une propriété de I'intégrale
elliptique de premiére espéce, que je démontre, du reste, en deux
mots. Dans I'intégrale en p. substituons & cette variable une autre va-
riable p qui lui soit liée par la relation

pe—aqB
[ A S —— J.‘—}‘ 2L
p+a—q—ﬁ(’ ? pra—g—4§

J o P2 B+q)—qb(p+a o,

pe—

I'intégrale se transforme en une autre, identique a I'intégrale en 2.
Il faut que g atteigne non-seulement la valeur p,, mais la dépasse et
soit égal & u, quand X redevient égal 4 «, de sorte que

(I:A) zlﬁ,al—zlq.pl=!{1~o,f’-|l;

p. pourrait étre obligé d’atteindre de nouveau la limite p et de décroitre
ensuite, mais il n’en résulte pas de difficulté. Supposons 3 trés-peu
supérieur a p; quand p est voisin de p, le coefficient de du dans (10)
est trés-grand, et en général nous aurons notre valeur p, satisfaisant 2
I’égalité (12) sans que p. atteigne une seconde fois p; les coordonnées
des points de contact de T avec E, seront pq, by, flay - oy fny Pty = - =3
mais plus p, sera pres de p, moins y,,, devra lui étre supérieur pour
que | fhy, toyy | soit égal au premier membre de (i2). 1 est clair que
les arcs successifs de T se rapprocheront d’abord de plus en plus de la
portion de Q intérieure & E,; mais, au bout d’un certain temps, ils
s’en éloigneront. On pourrait faire en sorte que le mobile oscillat sur
la parabole principale Q, ou que p fit toujours égal 4 p; mais le
moindre écart soffirait pour éloigner la trajectoire de sa position pri-
mitive; il faut, bien entendu, que I'arc décrit primitivement sur Q
dépasse les ombilics.

Quand'le parabolo'ide est derévolution, les points de contact avec E,
sont des points ot la hauteur du mobile est maximum, et I'on a le théo-
réme analogue a celui de M. Puiseux sur le pendule sphérique.

Supposons 5 = p : I'équation (10) ne conduit qu’a des intégrales
elliptiques; il n’est pas nécessaire de les calculer pour avoir la forme

Journ. de Matk, (3¢ série), tome IIl. — DEcemsre 1877, 53
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de T. On fera varier X entre p et «, ;1 entre p et ¢; admettons encore
que, pour A = ¢, & soit égal a s, et aille en croissant vers la limite p;
comme | p,, p | est infini, aussi bien que | p, 2 | , quand y sera égal
ap, A devra arriver 2 la méme valeur, c’est-a-dire que T passera par un
ombilic. La courbe dépassera ce point, X et p. prendront des valeurs
différentes de p, atteindront, le premier «, le second ¢, et reviendront
tous deux vers la valeur p qu’elles reprendront simultanément ; T pas-
sera au second ombilic. La courbe est formée d'une suite d’arcs allant
d’un ombilic 4 I'autre en touchant E,, et sans rencontrer Q autre part
qu’en N et N'; il résulte du paragraphe précédent que les points de
contact avec E, se rapprochent de plus en plus de I'un des sommets
de cette ligne situés dans le plan ZOY, et T tend indéfiniment 2 se con-
fondre avec un arc de Q.

Le mouvement d’un point pesant sur un paraboloide hyperboligque
se déduit aisément de ce qui précéde : il suffit de changer dans les for-
mules g en — q. Il faut aussi remarquer que les deux séries de sur-
faces homofocales qui coupent réellement la proposée sont représen-
tées par les équalions

x? y:

F— _— = 22— U
A—p o kg P—pr gp o

2 étant plus grand que p, et p. < — ¢. Je continue a désigner par E,
et H, les lignes de courbure répandant 4 A = [ ou a u = m, quoique
ces deux systémes de lignes se projettent suivant des hyperboles; les
deux branches de E, sont séparées par le plan YOZ, et celles de H,, par
le plan ZOX; il n'y a plus d'ombilics. L’'équation (10) devient dans
ce cas
(13) s d) X - . Edpya _
PVE=NO=8 0PI D) vl e b =l (g

on démontre, comme dans la premiére question, que tous les binémes
qui entrent dans (13) doivent étre positifs, sauf p. + g, qui est négant
comme u; «et f3sont encore les racines d'une équation du second
degré, la premiére supérieure a ),, la seconde comprise entre 1, et
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to- La ligne de thalweg aura trois formes différentes selon que 3 sera
plus grand que p, compris entre p et — ¢, entin inférieur 4 — q.

Soil 3 >> p; X doit rester compris entre « et B, 1. prenant toutes les
valeurs dont il est susceptible, c'est-i-dire variant de — qga—owo.
T traverse ZOX pour p = — 7, et s'¢loigne indéfiniment de ce plan
de part et d'autre, tout en serpentant entre les branches de E, et de §
qui sont situées d'un méme coté de ZOY; il n'y a qu'un nombre fini de
points de contact, car le symbole| a, | ayant une signification analogue
a ceile que nous lui avons donnée d’abord, | ~ o, —¢q|aunevaleur
finie; p variant de — g — oo, X ne peat aller qu’un nombre fini de
foisde o a .

Quand 8 est compris entre p et — ¢, A varie entre pet a, . entre — g
et — o ; T a une forme analogue 2 celle que je viens de décrire, sauf
qu’elle serpente entre les deux branches de E,, an lien que ce soit entre
nne d’elles et une branche de Eg. Quand [ — g, varie entre
et — o, T touche une fois Iz et s’en éloigne suivant deux lignes qui
serpentent entre les branches de E,.

L’équation (13) conduit a de simples intégrales elliptiques quand
B est égal & p, & zéro oud — ¢; dansles denx premiers cas, la forme de
T se déduit aisément de ce qui précéde et est peu remarquable; ellele
devient pour £ = — q. Je suppose que . augmente 4 partir de p, en
tendant vers — ¢; si lon intégre I'équation (13), le second membre de-
vient | 1, — ¢|etestinfini; il doit en étre de méme de I'intégrale en 2,
et il faut pour cela que X aille un nombre infini de fois de paaetde
x4 p; T oscillant un nombre infini de fois entre les branches de E, se
rapproche indéfiniment de P; sa projection horizontale tend A prendre

. I
la forme de la courbe x = sm;-

Le mouvement sur un paraboloide elliptique qui tourne sa convexité
vers le haut se déduirait de nos premicrs calculs en supposant OZ di-
rigé dans le sens de la pesanteur, ou en changeant dans nos formules
gen — g. Les valeurs « et 3 pour lesquelles f () s’annule sont, la pre-
miére comprise entre 1, et y,, la seconde inférieure A ues f (1) ot
— f () doivent encore étre > 0; mais, comme dans f(«) le terme du
second degré est — gu?, on trouve que X doit étre supérieur a e et a f3,

53..
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4 compris entre ces deux quantités. Il y a guatre cas dans la discus-
sion de T, selon que aZp et 32q. Soit a>p et f<q; A doit varier
entre z et o, pentre pet ¢; T touche E, puis s’en éloigne indéfini-
ment en traversant toutes les lignes H, mais elle ne fait qu'un nombre
fini de circuits autour du paraboloide, | &, « | étant fini. Dans les trois
autres hypothéses, les formes de T se rapprochent de celles qu’on
trouve sur le paraboloide hyperbolique, et je ne les passe pas en revue.

Supposons enfin que la pesanteur disparaisse ou que g s'annule; les
lignes de thalweg deviennent des lignes géodésiques que je désigne
par G; leur équation sur le paraboloide elliptique se déduit de (8) et
peut s’écrire

S diyh <= dp g

(14) e

Vo—2)0—pii—q) Viz—plle—p)ie—1)

o étant égal a i L’'équation (11) se réduit a la suivante :
24

sin?i A—2z . a9 . g
= ———,  Asiv?i - psin®i=a,
sty 2 — @

propriété connue des lignes géodésiques sur les surfaces du second
ordre. Quand o > p, hvarie dezaw ,pudepag; G, aprés avoir tou-
ché E,, s’en éloigne indéfiniment, mais en tournant commne une spirale
autour du paraboloide ; car ici | &, © | (ce symbole ayant une signifi-
cation analogue 4 celle qu'il a eue jusqu’ici) est infini; quand donc A
va de « 4 o , il faut que p. aille un nombre illimité de fois de p a ¢.
Si a < p, G serpente cntre les deux branches de H, qu’elle touche un
nombre infini de fois.

Lorsque a est égal a4 p, (14) pourrait s'intégrer 4 'aide de loga-
rithmes ; mais remarquons que X et ¢ peuvent prendre toutes les va-
leurs dont ils sont susceptibles, et supposons que A croisse d’abord a
partir de },, il augmentera indéfiniment; l'intégrale du premier
membre de (14) deviendra infinie; il devra en étre de méme pour le se-
cond membre, et cela exige que p. tende vers p en méme temps que A
vers o . G a une branche infinie dont la projection horizonlale aurait
une asymptote parallele 8 OY; mais cette asymptote est rejetée a I'in-
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fini. Soit, en effet, p — ¢ la valeur de p correspondant & une trés-
grande valeur X, de }; les intégrales | Xy, X, | et | pyy p — ¢ |, qui sont
égales et trés-grandes, ne différent que de quantités finies, 'une de L.,

i -, .
I'autre de \/piq L é; donc X, = o> R étant > i or, pour les points

a l'infini sur G ou sur sa projection,

. . /.
limx = lim \/'f

Si I'on suit G a partir du point initial dans le sens ou A décroit, on
voit que, quand cette variable arrive a p, il en doit étre de méme de s
G passe par un ombilic, puis s’en éloigne en donnant une seconde
partie dont la projection forme aussi une branche parabolique dans Ia
direction de OY.

Les lignes géodésiques du paraboloide hyperbolique seraient don-
nées par V'équation (14) en y changeant ¢ en — ¢. Si a est > p ou
< —¢, G se compose de deux branches infinies qui partent d’un
point ot elles touchent E, ou H,, et traversent toutes les lignes de cour-
bure du systéme opposé. Quand « est entre p et — ¢, G coupe toutes

les lignes de courbure; si, en particulier, on fait & = o, Véquation (14)
modifiée donne

== d) . =t dp
- -— t
Vii—pi(h4-q) ¥V —Tp—p)(z—+q)
dyt dys

- 1 =
(h—pid+q)  (p—plip+q)

on pourrait intégrer; mais, en se reportant aux équations (7), on
Irouve que cette relation, sous sa forme rationnelle, équivaut a

elle représente les génératrices rectilignes qu’on devait trouver au
nombre des lignes géodésiques. Enfin, quand « est égal 3 pou a — g,
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G coupe encore toutes les lignes de courbure, mais sa projection hori-
zontale est asymplote 8 OY dans le premier cas, 3 OX dans le second.
11 serait aisé de vérifier par le calcul que les lignes géodésiques sur le
paraboloide présentent les mémes propriétés que sur les surfaces a
ceutre, mais c'est leur forme que Je me suis surtout proposé d'in-

diquer.




