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SOLUTION DU CAS IRREDUCTIBLE. 293

Solution du cas irréductible, ¢ est-a-dire du probléme consistant
a exprimer les racines d’une équation compléte du troisiéme
degré comme fonctions algébriques, finies et numériquement
calculables sous forme finie, des coefficients de cette équation,
dans le cas ot ces racines sont toutes & la fois réelles et an
motns une d'elles commensurable [*};

Par M Gumo’ WEICHOLD,

Professeur 2 Zittau (Saxe). -

En désignant par a, &, ¢ les racines de I'équation générale du troi-
sieme degré

(1) X+ Ax® + Bxr+C=o0;

[*] De cette définition da probléme du cas irréductible il résulte évidemment :

1° Que la résolution d’une pareille équation au moyen des fonctions trigonomé-
triques n’est nullement une solution du cas irréduetible, pas plus que la division d’un
angle en trois parties égales au moyen- d’un rapportenr ne serait la solution du pro- -
bléme de la trisection d’un angle, puisque cette résolution revient en dernier lieu i la
consultation de tables, oi les racines de toutes les équations particulitres de ce genre
sont calculées d'avance par approzimation et spécifiées en face de chaque cas parti-
culier. Les racines de I'équation proposée ainsi exprimées au moyen des fonctions
trigonométriques ne sont d’aillenrs ni fonctions algébriques, ni fonctions finies des
coefficients de cette équation;

2° Que le cas ol les trois racines de Péquation proposée sont toutes incommensu-
rables & la fois n’entre pas dans le probléme du cas irréductible, puisqu’il serait aussi
absurde d’exiger que Pon exprimit ces racines numériquement exactes et soas forme
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et par 6 et ¢ les racines cubiques complexes [*] de I'unité, c’est--dire

P e P e

2

on a, en posant

__(2a—b—c)+(6—c)\l-—-_?:=

a +8b +Gc = fs
2
—b—c)— (bl —
(3) o +86 +bc =02 °)2( W3 _ g,
2 , ~ —
o ge— ab) — W
be -+ fac +Grab =Bl ”')2 alb—elV=3_,
' be — ac— ab b—c)y—3
be+ Gac + Oab = 2= =2 )2"'“( o) =g
et en ayant égard aux relations connues, savoir :
‘a+ba+c=—A, ab+ac+bc=B, abc=—C.
'a_;.—A+P+P'__P«-P'u:_23—(Pu+P'-)_____ 3G
- 3 T e+ 24+ (p+¢') Ba-{pts)
b=“A+9’P+OP'____O'P‘“9P’1
3 - 6'p—6p'
3) __aB—(¥ptd) 3c
=T Aoy | B Vet o)
| c——"A+99+9'P'___99--—9'9'.
- 3 - gp — 0'p
. 2B—(Op- 06 3cC
ey ey [ ) M TR R TAY

finie que de vouloir exiger que Y’on extraie une racine d'un nombre entier positif qui
n’est pas une puissance exacte du méme degré d'un autre nombre entier exactement
et ‘sous forme finie, et puisque la détermination approximative des valeurs de ces
racines incommensurables peut étre effectuée par la formule de Cardan, en dévelop-
pant les racines cubiques qu’elle renferme en séries convergentes.

[*1Par conséquent, p, p's p1s /y SOt des fonctions complexes conjuguées de a, b, c,
si Pon entend par quantité complexe toute quantité composée de deux parties, dont
T’une est réelle et Pautre imaginaire.
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o

ou, collectivement,

(4)

Entre les quatre quantités auxiliaires p, p
A, B, C de I’équation proposée, il existe les sept-relations suivantes: . -

(5) L
(6) IL
(7) 1L
(8) 1IV.
(g) V.

(ro) VL

1 I 1 I
a _A+9,$P +6 :p' G';p.-—-9 gp't
0 o) e o
}b = 3 _—lz I
c o Yie—6 ;9’
6! o
4 X
2B—9'§P[—-Hip"
_ 8 8 _ K1H
- 1 1 r} ]
2A+9"p +9§p’ B0 p’-!-ﬂ%p’,»
0 o o) o

po) = A®— 3B=N,

P'P't =B*—3AC =N,

o9y + ¢'pe=AB —9gC=P, :

&+ p"" =3P —2AN=—2A%*+ gAB.— 27C,

67+ ¢} = — 3CP -+ 2BN'=2B* — 9ABC + 27C%,
#*6,+9¢, =3 BN =AP— 3BN= — A?B+ 6B?— 9 AG,

(r1) VH. p?+4¢'p'}=AN+-3CN=2AN—BP= AB? — 6A2C + 9BC,
N, N’, P étant des abréviations pour A*— 3B, B*— 3AC, AB — gC.
En effet, on a

e’

(12)

=0p.6'p' =6 p.0p"=(a+ 6b+6'c)a+0b-+bc)
=@ +ba+6c)b+06a-+lc)

=(c +0a-+6bjlc +6a+06b)
4[(a—b)+<a—c)]2+3<b—c)J*;

H[ib — o) — (@ — B) +3(a —cF}
o) (b — o +3(a—b)}[*]

(a— b= (a—b)@—c) + (a—c)F

(b—cP+ (b —c)a—0b)+ (a—b)?
(a—c)2—(a—c) b—c)+ (b —c)
—-(a+b=’ ¢?) — (ab + ac + bc) = A*— 3B,

I lI I II Il l|

[*] Ces expressions montrent que N et N’ penvent étre réduits dla forme

@+ 35 =2+ py—3)(z—8y—3)

', pi»py et les coefficients
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p1p' = 0py 00, = 6'p(6, = (bc+6ab + & ac)be + &'ab + Gac)
= (ac + Bab +§ bc)(ac + &' ab +6Gbc)
=(ab + Gac + 6 bc)(ab + 6'ac + 6 bc)
=14|[b(a — ¢) +c(a —b)]*+3a*(b —c)?}
file(a— ) —a(b—cj)*+ 38 (a — )| .
£[a(6 — ¢) + bla— )+ 3¢*(a— bP|[']
b* (@ —c)*—be(a—b)(a—c) +c*(a—b)
c*(a — b)Y+ ac(a— b)(b—c) +a*(b—c)
a*(b — ¢)* — ab(b — c)(a —¢) + b*(a — c)?
@ b? + atc*+ b*c® — abe(a + b + ¢) = B* — 3AG,
PPy ~+ §'pi= 0p.0'p'y + 0'p".Op, = &'p.0¢ + 0p’-0'p,
={aq -+ 0b -+ 6'¢c)(bc + 0 ac + Gab)
+(a+6b+6c)(bec + Gac + §'ab)
: =(c + fa + §'b)(ab + 6'bc -+ fac)
(14) +(c+0'a -+ 0b)(ab+ Gbc + Gac)
= (b + 0c + G'a)(ac +G'ab + 6bc)
+ (b +6'c+0a)(ac +0ab +6be)
=6abe + (a*h+ ab® + a’c + ac*+ b°c+ bc?) (6 + 0)
‘ = gabc — (ab + ac+ be)(a+ b+ ¢)= AB — g,
¢+t = (o -+ ¢')(0p + 6'0) (O'p + ) ,
v = (2a—b —¢)(2b —a—c)(2c—a—b)

(15) ? =[(a—b)+(@—e)][(a—e)+(—e)l[la— b) — (b—c)]

U | A

\

= 2(a*+ 8 + ¢?) — 3(ab +ac -+ be)(a-+ b+ c)+-27abe
= —2A’+gAB—27C=3P — 24N,

quand les racines a, b, c sont réelles et entiéres, & Ia forme
w438 («—a— pd—s) (u-.-m/-s)
7 7 \ 7 .
quand elles sont réelles et fractionnaires, et enfin & Ia forme

ot 3@=1_a+ﬁ.ﬁ\/:§x «—BYAy—3
7 v 7

quand elles sont réelles et une d’elles rationnelle et fractionnaire, et les deux autres

' A m--n m—nvp
des nombres irrationnels de Ia forme "/;et Ve
! : 7

des nombres entiers, et z, p et ¢ des nombres entiers positifs.
[*] Poirla note de la page précédente.

3 &, By, m €l n étant
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[ o+ = (o ¢ )00+ 061) (900 + 05))
= (2bc — ab — uc)(2ac — ab — bc)(2ab — ac — be)
=[b(a — ¢) +c(a — b)}[a(b —c) — e(a — b)]
)| - x[a(b—c)+bla—c]
= a(a*B® + a*c* + b c®) — 3abe(ab + ac + be)
X (a-+b+c)+a7a*b?c?
=2B® — gABC + 27G* =— 3CP + 2BN'

e £ = (5050 + (PO 6 = (80P (0'p) -+ (0 (66,)

=(a+ 65+ 6'c)*(bc + 6 ab + fac)
+(a+6'b+0c)(be+Gab+ ¢'ac)

= (¢ + Ga + 6'b)*(ab + G ac + G bc)
+(c+G'a-+6b)*(ab+fac + 6'be)

(+7) — (b -+ 8¢ + 6'a)(ac + 6'bc -+ Oab)
+ (b+ 6'¢c+6a)*(ac+ Gbe + G ab)

= — abe(a + b +¢) + 4(a*b* + a*c* + b c?)
— (a®+ b* + ¢*)(ab + ac + bc)

= — gAC + 6B*— A’B =3N'— BN =AP — 2BN,

el -+ 007 = (6p) (0o )+ (66 (86, )* = (60) (6'ps)* + (99) (G5.)°

= (a+6b+6¢c)(be + bac + G ab)?
+(a+ 65 +0c)(be+ 6'ac+ Oab)*

=(c+ Ga+6b)(ab+ Gbc + G ac)
+(c+Ga+6b)(ab -+ 6'bc + Gac)?

= (b +bc+8a)ac+ 6'bc + ab)*
+ (b +6c+Ga)ac+ Gbc + G ab)?

== — abe(ab + ac -+ be) + fabe (a* + b2+ c*)
—(a+ b+ c)(a*h*+ a*c* + b*c?)

i = 9BC — 6A%C + AB? = AN’ — 3CN = 2AN' — BP.

(18)

De ces relations, on déduit

ogy — ¢'pi = (@a+8b+G'c)(bc+0ac +Gab)
— (@ + 06+ 0c)(bec + Gac + §'ab)
(19) = (a—b)(a—c)(b—c)V—=3=V{sf,+ ¢'¢:) — hoi's: ¢
= PP — 4NN'=8y/—3;

Journ. de Math, (3¢ série), tome V. — SepTesere 1879. ’ 38
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en écrivant, pour abréger, :
4NN' — P
— M

== o=~ )
=3(a — b){a —c)(b — e)y—3=V(g"+ ¢° ) — hs"¢"
{20) =3P —2AN)*— —iN= VoPP—r2APN + 4 A°N*—4N°
' ""\/gP“—4N(N‘—A2N+3AP)_ﬁ'—4N gl

= 3y/PE — 4NN =38y~ 3,
Py — ot -‘(Ptf{%)(&ﬁ—ef‘i)(“ Pi—6°1) -

= — 3abe(a—b)(a—c)(b—e)V—=3=Vpi+¢1) — heie]

= (= 3CP+ 2BN) — 4" ,

=\gC*P? — 12BCN'P + 4B*N"™* — 4N*

= gCP* — [N (NE— B°N + 3BCP)

= VoGP —iN.gC*N = 3€yP*— 4NN = 3CSy= 3,

o2y — '2¢, = (@ + 66 + 6'c)*(be + 6'ab + fac)

- —(a+6b+6c)(be+Gab + 0 ac)

—(a-+b+o)a—8)(a—c)(b—c)=3
(22){ = y(e%010" ¢\)* — 4% p1 /; =V(AP— 2BN)* —4N*N'
= A*P*— {ABPN «+ 4B° N — 4N°NV
= JA*P’— fN(NN' — BN + ABP = yA*P* —4{N.A*N’
| = A VPE 4NN = ASV— 3,
0o — g2 =(a+ 6b+ G c)(lbec+ 6 ab+ Gac)?
—~(a+6p+0¢c)(bc + Gab + §ac)*
= (ab + ac + be){a— b)(a —¢) (b — c)y—3

(23)4 = {ep}+¢7]) — boe'pie’t =V(2AN' —BP)* —4 NN
-= 4 A*N"? — 4ABPN + B*P* — 4NN"*
= \/B*P? — 4 N'(NN’ — A2N'+ ABP) = {/B*P?— 4N".B*N
=BP*— 4NN =BS{/—3,

(21)

d’oﬁ

(a6)] o= 4+ ¢0) + (6, — #o.)]
=4(P +VPTZ4NN) =4 (P +-8/=3),
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@)l o =ij [Cef's + ¢'pa) — Lot — ¢'e) . '
=4(P— P —4NN) =4 (P —8y—3),
(26) @ =1[p*+ %) + (F —¢*)] = £ (3P — 24N + 38y 3),
(2) P =4%[(@ + %1 — (¢ — ¢*)] =4 (3P — 2AN — 35/—3),
(28)  p2=4[(p3+¢Y) +(p} — ¢ D] =4(—3CP-+2BN'+3CS¢—3),
(a9) o'=4% [(91+°'“)—(P?—9’?)]—-i( 3CP -+ 2BN'—3CSy—3),

(30)% o0 =4[(s"p1 + 9¢1) -+ (%0 — 0%))] L
=1(3N'— BN+A\/F7—4TN’)—-—(AP—2BN+AS\/~3),
@nf #7F =2l ) — (e — 77, Wl L
| =i(N—BN—AyP"—4NN)=4(AP—2BN—ASY=3),
(32)‘ P =?[ pi+pe') + (opi — ¢'¢'7)] -
= 1 (AN'—3CN +ByP? — fNV) == 4 (2AN"—BP-+BSy — 3),
(33){9’91=%[(991+9’9’§)—(991—9 o1l o
= L(AN'— 3CN—ByP* —4NN) =1 (2 AN'— BP—BSy —3).

[N 5]

, 7 3 /3 3 3 2 e
Les valeurs de pgyy ¢'pir £% ¢% 03 03 %000 0755 0070 97 sONE
complexes (voir la note de la p. 1), quand @, b, ¢ sont simulta-
nément réelles, comme le montre I'expression

=(a—b)(a—c)(b—c) =\/@

Dong, si 'on voulait déterminer les valeurs de ¢ & 'y a0, oy par Pex-
traction de la racine cubique de

=1(3P — 2AN + 35/=3),
¢?=4(3P — 2AN — 38y —=3),

o2 =1 (— 3CP + 2BN' 4 3CSy/=3),
p'g £(—3CP + 2BN'+ 3Csy— 3),

respectivement, on tomberait sur le cas irréductible, c’est-i-dire on
aurait 3 extraire la racine cubique de quantités complexes, ce quon
ne sait pas encore effectuer sous forme finie et par des opérations élé-
mentaires. Mais les valeurs de ces quatre quantités auxiliaires p, ¢/,

38..
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01, 0 peuvent étre déterminées sous forme finie par une opération
élémentaire autre que Vextraction de la racine cubique, quand les
racines a, b, ¢ sont toutes réelles et une d’elles au moins commensu-
rable, savoir par la détermination d’un facteur complexe commun 4
deux quantités complexes toutes les deux, ou 'une au moins.

En effet, en observant que

, zl L. g et pg, ont le facteur complexe p commun, de méme que p,g, et p'p, le facteur p,
r o
i
!

e e » I » pen B 0 B3
H. pa’ et p? ont le facteur complexe ¢ commun, de méme que pip, et p? le facteur py,
O » N A pd T 2 P
HI. pp' et pp, ont le facteur complexe p commun, de méme que pip, €t p’py le facteur py,
I A » s o E%C v A
IV. 4" et pg? ont le facteur complexe g commun, de méme que p,p;, et pp; le facteur py;
¢ » I » pfe OFL > 0
V. (:,p'| et g,’p,’ -ont le facteur complexe p commun, de méme que {)rf‘- et p’p,l le facteurp,,
P P o » P » TR O TR
I VL pd el pp? ontle factear complexe ; commun, de méme que g'p, et pp] le facteur g,
_ ee feT B » o PP o2 P
VIL pg, el p° ontle facteur complexe p commun, de méme que p'po et pt le facteur py,
gp " . Y P . I B A
VI g5? et * ontle fact. compl. p commun, de méme quepp? etp? lefact pj, d'olip, =V ps o3 b
YN S sof A N O N L PRI TR
IX. p*p etp® ontle fact.eompl. p?, d’oltp = \/ p’p1 | ¢°» de méme que p’py etp} le facteur g,
N T RN LS (5 [ & B LI
7 X. o, ctpp? ont le facteur complexe pp,, d'oit p :-—;Pvp—‘" etp, === E{ﬁ—;,
oo | ppi oo e
P:,P: Prpl: . . PIP, » o= P, PI . ped )
? 7 g — Tag T 71
P ‘ e e e ey

il est évident qu’on peut déterminer ces quatre quantités p, ¢, pi5 ¢,
par la recherche de ce facteur commun, par quelques-unes des com-

"[*] Le signe |  désigne Fopération de la recherche du facteur complexe com-

mun aux deux quantités, qui se trouvent de part et d’autre de ce signe, satisfaisant
¢n méme temps aux sept relations ci-dessus entre p, §’5 pi; ¢+ :
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binaisons ci-dessus spécifides, et satisfaisant en méme temps aux sept

. : g r
relations entre g, ¢, 8, ¢, €t A, B, C.
Au moyen du signe [ on a, en remplacant p, ¢, g, ¢, dans les

expressions des racines:

Y I } 1} 1 T
af A e+ “”"']P" AT BT ATS
5 5 o) _ 6 o
3 - 1 I
e o z e [o8 0 tor' el
(1]
[ 4 ’
(35){ ) 2 )
' ZB_OIP'P'.IP;‘—” lp.ﬂ'.lf"ﬁ
0 o _ 3¢
- 1 T - ) 1 ’
24 4670 5 [0 + 0 1 [ B+ 9050, o1+ 0 0 [5F
x 0 ) 0 of

et ainsi de suife, en employant les autres combinaisons pour la déter-

mination du-facteur commun en question.
En remplagant g¢', p*, ¢°,... par leurs valeurs, ona enfin

AB— gC-+[AB—9gC)’— 4[A*— 3B)(B*—3AC!

(z) . T
b\=§ —A-+§;A*— 3B
cs & T 2
(36) Ly —
o gA,_gB AB—gC—\/(AB—-—QG)’——/;(M—Z&B)(B‘—3AG)]
[y 2

Le procédé de la détermination des facteurs communs désjgnés par
03" | par g | 05 étant essentiellement du ressort de P’Arithmeé-
lique proprement dite, ou il devrait constituer une opération fonda-
mentale, j’ai montré dans les exemples numériques ci-joints qu’il se
réduit 3 un nombre limité d'opérations purement algébriques et

que, par conséquent, ce procédé résout complétement le probléme
proposé. Q. E.F.
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CororLLAIRE. — Les expressions

(l=—Pl—P,'7
p—p
po Vo= (n—p)+(p A V3,
4 J/ s r T
¥p — 6 (p—p)+(p+p)V—3
c=_991—0'9'.:_(P«—p’.)—(r‘-+p'.)~/—3,
' b —6'¢' (p—¢)—(p+p)V—3
e _Pl+p)—(p—p)SV—3
[ S & St 2N ?
o _Plp—p)—(ptp)SV—3
pr— ¢y = o ;

dont les deux derniéres résultent de la combinaison de

P+Sy—3 P—-Sy—3
e =N, 99'1—————2‘/——-’ oo =———

fournissent, par I’élimivation de @, g, py, o — ¢y ps + o1 —p; dune
part, et d’autre part de Byo+psp—pi+praps —f1o les deux
équations

b= 2N 4 (P +8)e ___aN 4+ (P—S8)c
=T oNer(P—8) 7 2Ne+(P+8)
ou, rassemblées,
nl . 2N 4 (P2=8je
(37 6y =  zNe+ (PgS)

au moyen desquelles, une des trois racines a, b, ¢ étant donnée, les
deux autres pourraient étre trouvées en fonction de la racine donnée
et des quantités N, IV, P et S déja calculées pour la détermination de
la premiére racine. ,
ScoriE. — Les considérations suivantes montrent que I'Algébre
méme suggére cette solution du cas irréductible :
1* T’élimination de trois des quatre quantités p, ¢'; p1» ¢ de ¢'s pi, 9
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par exemple, entre les quatre équations
Atp+p 2B—(p: 7)) ,

3 = T SAapwg o =N, o5 =N, o +sp=P,

fournit 'équation finale

aNp* — (3P — 2AN — 38y —3) ¢*
. —N(3P—2AN+3Sy—=3)p+2N>=o,

ou

[26° (3P — 2AN + 38y —3)] (Np — 3R mAN— 38y —3) =o,

en observant qu'on peut écrire au lieu du dernier terme 2N° sen
équivalent '

1(3P — 2AN + 35y —3) (3P — 2AN — 38y —3),
qui peut étre satisfaite en posant

26 — (3P — 2AN 4- 384/ = 3) = o,
ou
Np _ 3P—2AN2—3S‘/—3 —o,

d’otd

s 3P —2AN+38/—3 ot __ 3P —2AN—38/—3
P - 2 ?— 2N

La valeur de ¢® coincide avec celle qui a déja été trouvée précé-
demment.
3P —24AN—38y/—3
2N
deux équations, ne satisfait pas I'équation proposée, tant qu’on prend
les opérations qui y sont indiquées dans le sens ordinaire, ce dont on
peut se convaincre en observant que la valeur conjuguée de p, savoir ¢,

La valeur de p= » fournie par la seconde de ces
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3P — 2AN 38/ —3

serait dans ce cas ¢ = » et par conséquent

2N
,__3P—3AN . —Ad4p4p  3P—4AN
pre=—gy ~ ¢ 4=+—73 =%y
et que x = %ﬁ ne rend pas les deux membres de I'équation

2° 4~ A2 4+ Bx + C = o identiques. Coniment donc interpréter cette
valeur pour qu’elle satisfasse I'équation proposée? Car on ne peut ad-
mettre qu’elle soit contradictoire avec I'équation proposée, puisqu’elle
a été obtenue par une suite de déductions complétement com patibles
avec elle. En observant que le numérateur de cette expression est égal

4 a¢"® et le dénominateur & 2¢¢’, on a

=t
pp

Si Ion attachait 2 la division de ¢® par g/, qui y est indiquée, un
sens plus étendu que celui de la division ordinaire, ¢’est-a-dire anlieu
de la recherche du quotient, la recherche d’une quantité qui divise:
ces deux quantités sans reste, ce résultat signifierait la valeur con-
juguée ¢’ de p, car on voit sans peine que ¢ et pp’ ont p’ pour facteur
commun. Celle interprétation est d'ailleurs justifiée. par le fait que
P’opération de la recherche d’un facteur commun 3 deux quantités ne
peut se manifester comme résultante d’autres opérations tant qu’il
u’existe aucun signe pour Pindiquer, de méme que 'opération del'ex-
traction d’une racine ne pourrait se manifester comme résultante
d’autres opérations si 'on n’avait pas adopté un signe pour Findiquer.
1l est donc a présumer que Fadoption générale d’'un pareil signe pour-
rait conduire & de nouveaux résultats importants. L’Algébre fournit,
outre la valeur cherchée de p, sa valeur conjuguée ¢', ce qui est con-
forme i esprit de I’Algébre etanalogue au cas oi 'on cherche laracine
réelle d'un nombre positif, olt I'Algébre ne fournit pas seulement cette
racive, mais en méme temps toutes les autres, soit réelles, soit com-
plexes qui existent.
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2° Le fait que les valeurs de g%, ¢, o3, ¢'%, savoir :

3P —2AN+4-35y/—3 3P —2AN—35/—3
- ? ?
2 2

— 3CP +2BN'+ 3CSV —3 —3CP + 2BN'—3Csy —3
? 9
2 2

ne sont pas des cubes parfaits sous cette forme générale et que les pro-
duits

SRS IR Tl ST IR o S TR R
de méme que

R YO A TR A S A A Y 4

sont des cubes parfaits dont les racines sont respectivement

. ; __P+SY—3 P—Sy/—3
=N, ppy =N, pg,= s ¢ps =
3N'—BN+ASY—3 . 3N —BN—AS/—3
2 — = P ’
AN' —3CN+-BS /3
pi = P V=4,

2 —_—
o=

est une autre suggestion de ’Algébre qu'il ne faut pass’obstiner 4 vou-
loir déterminer les quantités p, ¢', p,, ¢ par Vextraction de la racine
cubique des valeurs de ¢?, ¢"®, p3, ¢'3; qu'au contraire, quand cetle
opération devient impossible, il convient, pour obtenir les valeurs de
0s @' 01, p1» d’opérer la décomposition en facteurs des racines cubiques

des produits p*¢”, p? o'}, ¢*'p3, . . ., savoir de

pp’'=N dans les facteurs p et o,

24 Pli=N’ » » Py ¥ p'“
P48y —3 ’
f’lt:'—’z—' » P ® Poy

R R R RN IR S X3

Journ, de Math, (3¢ série), tome V. — Sreremeae 1879.
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APPLICATIONS DE LA SOLUTION PRECEDENTE DU CAS IRREDUCTIBLE
A DES EXEMPLES NUMERIQUES.

I

x® — 162* + 932 —go=o0.
A=—16, B=73, GC= —go.
oo’ = A*— 3B=N=37;
o0:0, =N = 1009;

03, + p'ps = AB — gC=P = — 358;
%ﬁ%ﬂ=w—%XW—dw—wr=V@E%:5=&=M;

P 4-p"% =3P —2AN = 1103

03 + ¢’} = 2BN’ — 3CP = 50654;
0%p, + p'° ¢y == 3N — BN = 326;

, DP4Sy—3 :
P?izﬂ_=_l7g+[{2\/—j;

2

o = 5V =2 — — 19— hay=3;
¢® =55 -+ 126/ = 3;
¢* =55 — 126y = 3;
p? = 25327 — 11340y — 3;
¢ = 25327 + 1340y = 3;

?29' - 3N —BN:—AS\/—-S =163 — 67?\/.?3,
. N — BN — —3
9’2pi=3 BNzAS\/ 3:163—!—672\/—3;

092 = — 3077 + 3066y — 3;
P'P'% = — 3077 -+ 3066v —3.
De ce que S est réel et rationnel, on conclut que les trois racines -

a, b, ¢ sont de méme espéce et que, par conséquent, le casirréductible
se présente ici. p, ¢’ ;. 9, ne peuvent doyc étre déterminés auntre-
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ment que par la décomposition des produits ¢', .3, p7, --+ dans
leurs, facteurs, ce que l'on peut effectuer de tant de maniéres, qu’il
serait trés-long d'épuiser toutes les combinaisons possibles; en voici
quelques-unes :

1° Détermination de p par Uopération désignée par op'| o) -

A cet effet on divise : pg, = — 179 -+ 42y — 3 par g’ = 37, ce qui
donne — 5 -+ y— 3 pour quotient et 6 -+ 5y —3= V=3(5—2y=3)
pour reste.

En supprimant dans ce reste le facteur monéme ' — 3, qui n’estpas
commun 4 37 et & — 179 + 42y — 3 et en divisant le diviseur préeé-
dent par ce reste aprés la suppression du facteur V=3, on trouve
pour quotient exact, ¢’est-a-dire sans reste : 5+ 2\/'——1‘5, par consé-

quent — 179+42V:§|37=5— 2y/—3; donc :

37=(5+2y=3)(6—2y—=3)=(—5+42y=3)(—5—2¢/—3).

et
— 179 + 42y =3 = (5 — 2¢—=3)(— 31 — 4y —3)
= (— 5.2y =3)(+ 31 + 4y —3)-

Pour faire disparaitre 'indétermination dessignes, on n'a qu’a com-
parer les cubes de 5 —2y—3 et de —5 -2y —3, 5+3y—3,
— 5 — 2y/ =3 avec les valeurs de ¢* et de g, savoir :

P =554 156y —3 et = 55— r26y—3.
Cette vérification donne

p=—8+2/=3, o=—5—2/=3,

p,=3l-—[n/——3, P'1=31 + 4y —3.
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a° Détermination de ¢, par Uopération indiquée par g, | p. ¢, [*]-

Premicre opération.

proy 1009 7 ___‘1_72__42 —3
oe —179+42\/—§ 37 3 2

ou approximativement en nombres entiers — 5 — y—3. Ce quonent
approximatif conduit au reste

— 124+ 31y=3=y—=3( _*_[Wf?j)'_
Dr.:uxiéme op;i.ratian.
—r79+42d:75 —
“mady—3 = 5+a/=3
.1009f — 199+ 42y —3 =31 + 4y —3.

Aprés une vérification semblable 4 celle du cas précédent, on trouve
donc ¢, = 31 + 4y — 3, et par suite, puisque p est la conjuguée deg,
1 = 31— 4V—-5.

:1:+n\/—3_(m+n\/——__3’)(p—q\/————3)

prev—3 (p+eV=3)(p—aV/=3) A
__(mp-+3qr)+(np—mq)y —3 _mp+3ng np—mq
- Pz+3qz _ p’+3q’, +3qz\/

I

sontre que le quotient de la division d’ane quantité complexe par une autre quantité
complexe est en général une quantité de méme espéce; en désignant la partie réclie
de ce guotient par « ¢t le facteur réel dela partie lmJ"maxre par 3, de sorte que

M——{l—‘—‘g—a—kﬁ\/—?t ona
p+gy—3

__mp--3rq p___np—-mz;.
- pz+3qz 2 '_I,z+3qz7

C'est au moyen de ces formules qu'on a calculé, dans ces exemples, les termes des
quotients de pareilles divisions,
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3° Détermination de p, par I’équation mdzquee par e, o, (e o:-

Premiére opération.

-
13

=

1009 — 163 672 —3
Fp 163—672y—3 1369 BV T
ou appr.oximativ‘e'menvt, en nombres entiers, v— 3; ce quotient ap-

proximatif donne le reste — 1007 — 163 y— 3.

Deuziéme opération.

163 —672\/—3 163 - 697 V=3
—1007 —163y—3 T 1084 1084 ?

ou approsimativement, en nombres entiers, y — 3, ce qui condult au
nouveau reste — 326 - 335/ 3.
Troisiéme opération.

—1007 —163Y—3 163 397 —3
3:6-+335/—3 439  43gY "

ou approximativement, en nombres entiers, 1 + — 3, ce qui donune
lereste 324 — 172y — 3= — 4V— 3 (43 + 27V— 3).
Quatriéme opération.

—326-+335/—3 13 23 —
e N 223
43427y =3 4

‘ou approximativement, en nombres entiers, 3 + 6y — 3, ce quidonne

le reste 31 — 4y — 3.

Cinguiéme opération.
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par conséquent,

1009|163 —-672\/— 3 = 31— 4y—3;

roog = ( 31—4d:_§)( 31+ 4y—3)
= (— 314+ 4y=3)(— 31 — 4/-3),

partant,

et
163 — 672y —3=( 31— 4y—3)( 13—20y—3)
= (=31+4y—3)(—13+ 20y —=3)
= ( 31—4y=3)(— 5+ 2¢y=3)°
=— (=31 +4y=3)(+ 5— 2V=—3)%

Une vérification analogue A celle dun® 1 prouve donc que

P’:-: 31— 4\/—'—4.,

"ot la valeur conjuguée 7
gi=31+4y—3
de ;3 partant,
,9=_5+2\/——3, 9’#—5—-2\/—3
et ) - : :
prf=—10, p+p =062

— oo — S I
p—¢=4V=3, p—¢=-—8y—=3
d’otl, en substituant ces valeurs dans les expressions desracines «, b, ¢,

a=2 b=g9, ¢=5.
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1I.
JUTY R Y B
140 1 140
4 -
=4, po_1, c=k9
A—Iéo, B= l4., —1407
ot as g 333481 r o mEr B A N 571333
3 = A% SB_N—W, Pi'Pt'_'B mjA(‘_N——I—QGOO,
' 572930
g+ o =AB—9C=P=— g >
wi—op __ [AXN—P* . 380292
V—3 3 =¥ gBeo ’
+ _ P-=8y—3  — 286465 +rqo146 V=3
W 2 - 19600 ’
vo, == B8 V—3 __ — 286465 — 1qor{6y —3
W 2 - 1g6oa ’
8 SP—2AN+ 38y —3 __ —1330802r + 79861320 V—3
L 2 - 2744000 ’
o9 3P —2AN-—35y—3 _ — 1338021 — 79861320y — 3
: 2 - 2744000 ?
03 = 82672615 -+ 2447:7902¢/ —3 o3 = — 82672615 — 244717902y — 3 )
vt 2744000 [ 2944000

De ce que S est réel, rationnel et fractionnaire, on conclut que les
racines a, b, ¢ sont de méme réelles, rationnelles et fractionnaires.
Donc le cas irréductible se présente encore ici.

215 ' p1» 7y SONL ici des quantilés complexes et fractionnaires. D’a-
prés la composition de ¢, ¢, p;, ¢, en fonction de a, b, ¢ et le fait que
s etg’y de méme que p, et ¢, sont conjugués, il est évident que ¢ et o'
ont des dénominateurs égaux, de méme g, et |, et que, par suite, le
dénominateur de N = pp’ est égal au carré du dépominateur commun
de p et ¢, le dénominateur de N'= g, ¢, égal au carré du dénominatenr
commun de g, et ¢, celui de pg; et p’p, égal au produit de ceux de g
et p,, celui de ¢® et ¢ au cube du dénominateur commun de p et ¢
celui de ¢? et ¢'? au cube des dénominateurs communs de g, et g,
celui de g*p, et ¢'*¢; au produit du carré du dénominateur commun de
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o et o’ par le dénominateur commun de p, el ¢, et enfin celuide pp} el
o' o'2 égal au produit du dénominateur commun de p et o’ par le carré
du dénominatenr commun de ,, ¢,. Réciproquement, les dénomi-
nateurs communs de p et ¢’ et de p, et ¢, seront donc respective-
ment égaux aux racines carrées des dénominatenrs de N et de N, ou
aux racines cubiques des dénominateurs communs de

o= 3P —2AN+35/—3 et g = 3P —2AN —38/—3

7

2 b3
et de ,
o3 = —3CP4+-2BN'+-3CS/— 3 ot ¢f= = 3CP +aBN'—30SV—3_
1= > = —

Ces dénominateurs étant ainsi déterminés, on peut en faire abstraction
dans la recherche du factenr commun, ce qui réduit la détermi-
nation de p, ¢', gy, py, dans le cas ol les racines a, b, ¢ sont réelles, ra-

tionnelles et fractionnaires, 4 celui ol elles sont réelles, ration-
nelles et entiéres. Dans le cas actuel, le dénominateur commun de p

et ¢ est égal_ 3 /19600 = /o, et celui de p, et ¢, de méme égal &

y1g6oo = 140.

Détermination du numérateur de o par la recherche du facteur com-
plexe commun aux: numérateurs des valeurs de pp’ et pp,, savoir
par Uexécution de Iopération indiquée par

333481| 286465 + 190146y — 3.

Premiére opération..

— 286465 4+ 1go146V—3 __ 286465 & 190146
333481 = — S33p8 T 3sagEi Y O

ou approximativement,en nombres entiers, —1 -+ — 3, ce qui donne
le reste 47076 — 140335y — 3 = — \_/j(140335 + 15692y —3),

ol I'on peut supprimer le facteur — y — 3-

Deuziéme opération,

333481 143335 186p2 —3
143335 + 15692y —3 63817 63817 ’
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ou approximativement en nombres entiers 2, ce qui donne le reste
46811 — 31344 = 3.

Troisiéme opération.

146335 +15672¢/—3 15701 15692 —%
—_— -+ d—— 3,
46811—31344y—3 ~ 15409 * 15409

ou approximativement, en nombres entiers, 1 + y/— 3, ce qui donne
le reste 2492 + 205y— 3.
Quatriéme opération.

46811 — 31344/— 3 o292 _Lﬁ?:‘/—_—_—j
24g2 +205¢y—3 19 9 ’

ou approximativement, en nombres entiers, 15 — 14y—3, ce qui
donne le reste 821 + 469y — 3-

Cinquiéme opération.

2492—{—205@__1_3 —
A AR

821+ 469/ 3 -

ou approximativement, en nombres entiers, 2 — y— 3, ce qui donne
le reste 557 + 557¢— 3 = 557 (x +y/— 3), ot Pon pent supprimer
le facteur 557.

Siziéme opération.

821 + 469 y— 3 . 88
_ i = 559 — 88y —3,
par conséquent

333481 | — 286465 + 190146 = 557 — 88 /= 3.
En élevant 557 — 88— 3 et — 557 + 88y — 3 au cube et en

comparant ces cubes au numérateur de la valeur de p*, c’est-a-dire 4

— /—
133988021 + 79861320 v 3, on conclut que
2944000

_ —557-+88/=3
. 140 !

Journ, de Math. (3¢ série), tome V. — SerteMBre 1879. 4o

“celuide g® =
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© partant, ¢’ la valeur conjuguée de p,

,_ —555— 88y—3
= t4o i

oo s 7 — 286465 _6-\1—3 -
et la division de pg, = —— 46 ;:égm!* par- .

9__—55;;-!-88,'[—:—3

140
fournit la valeur de ¢, = 619—-_—:2# » partant, la valeur conjuguée
de ¢, savoir :
629 - 242 V=3
=T -
par suite ' : - ,
554 , 88 b —=
pH =g P TGV = —2V—35
et : :
- S ,  of2 —% _¥21 —=%
pRf= g BT A= —3= V-3

Substitnant ces valeurs dans les expressions des racines a, b,c,on
trouve

Remarque. — Le cas ol p et ¢', de méme que p, et ¢, auraient res-
pectivement les facteurs d et d’ communs (qui pe sauraient étre com-
plexes, puisque p et¢’, de méme querp, et ¢, sont des quantités complexes
conjuguces), peut étre traité d’'une maniére analogue 2 celui ot ils ont
des diviseurs communs réels, ¢’est-a-dire en supprimant d’abord- dans

P+Sy—3 , __P—SJy—3
PHOV—3a =2V
2 2

' =N,00, =N, o0, = s respeclivement

o'pe
d?,d”,dd, ..., et en appliquant ensuite la méthodeexposée ci-dessus
4 la recherche de %, %',et ‘%i,, %’l,, que I'on multiplierait ensuite par d et
d’ respectivement pour avoir les yateurs de p, ¢', g4, ¢ -
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I1I.
81 181 3
3 —
e = 55.%' -+ 385-1' + = 0
81 181 3
A — —a B == %75'9 C = 7—7-’
16062 - 112434 N — 7246 P— 50652 §— 932 V266
= o1175 ~ 148225’ - 1482257 T 148225° 148225
25326 4+ 466 /266 y— , 25326 — 466 /266 Y —
o= 148225 Poe= 148225
5 _ — 34498548 4 538230 V266 v/ —
v 57066625
o"’.= — 34499548 — 538230 /266 \/—
; 57066625
4 171856 + 20970 V266 V—3 __ 171856 — 20970 V266 y—3
f1= 57066625 A 57066625

De ce que S est réel, mais irrationnel et fractionnaire, on conclut
que les racines a, b, ¢ sont réelles, mais ou toutes les trois irration-
nelles ou 'une d’elles rationnelle et fractionnaire et les denx autres
irrationnelles. Comme ce dernier cas n’entre pas dans le cas irréduc-
tible, il convient d’examiner si le premier cas a lieu ici. La composi-

. P-+Sy—~3
tion de N =gy, N'= 5, ¢¢, = Rosy=3
montre que dans ce cas N et I’ sont susceptibles d’étre ramenés a la
- 3082 +Byry—3 —_— 3
z B ﬁ\/ V= +2 BVAV—3 (A étant le nombre posi-

2

» en fonction de 4, b, ¢,

forme
tif qui se trouve sous le radical du facteur irrationnel de S et «, 8
et ; des nombres entiers), et, en effet, on trouve aisément que dans le
cas actuel

:—2—6-5.2+."5.266.:2 126+ rrr V266 V—3 _ 126 —11/266y—3

N=0pd = — = : P
# o5 385 385
R — 126 —11y266 y—3 < — 126 <11 V266 V— 3
= 355 . 385
, . _ §-+3.266.3" _ 8-+3366./—3 8 —3266./—3
N'=pip1="—"7= 385 355
385 _
_ —8—3y266y—3 —8+3y/266.Y—3,
= 355 385

4o..
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126 — 117V/266 -\/—3 126 11V266./—3 -

Comme lescubes de 355 355 ainsique
—8—3y266.V— 3, — 843 y266.y—3 . .
de 255 395 sont respectivement égaux

aux valeurs ci-dessus de p’, ¢ el pl,ona évidemmeut

mG—-nv‘ = 3 x26+ns/26 W= 3

385 : 385
_ —8—34266.V— 3 ;_—8v+3\/266.\/—_-§
fy— 385 [t T 385 7.
et, par conséquent,
4.63 4 ., . n\lzbﬁg/—
e =3 = P TF=" 355,
, 16 , 6y266.V—3_
P+ 1= — 335’ P f=—""3g

En substituant ces valeurs de p+-¢'; o — ¢, s + Pys s —py dans les
expressions des racines @, b, c, on ohtieut pour valeurs de celles-ci

5. 5 _3VItyE, 3%

a = — —3 = ot

T5G 5v7
1v.

x‘“—(8+y"5-)w'-‘+(19+6\/§)w_—7(2+\/§)=o, :
A=—(8+5), B=Ig+6\[5-, C=—17(2+5),
N=of=2(6—y5), N'=p¢, =2(5049gv5),
P = o, + o = —4(th + V5),
Qv Cmaea
i =28 ag 2y a2 (B —2) V=3

S, étant réel, mais xrratxonnel montre que les racines de celfe équation
sont toutes les trois réelles et irrationnelles. On pourrait les détermi-
ner approximativement par la formule de Cardan [voir la note (2°),
p. 293] en développant les deux racines cubiques en séries conver-
gentes, car dans la somme de ces deux séries les termes imaginaires
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s

s'entre-détruisent; mais on obtient ces racines beaucoup plus promp-
tement et sous forme finie, mais implicite, c’est-a-dire sous une forme
ou il reste 4 exécuter 'opération qui rend ces racines irrationnelles,
qui y est seulement indiquée, d’aprés la méthode précédente, en ob-
servant qu’on peut réduire la quantité N = g 4 la forme

@ + 3= (a+ By =3) (a — By =3).
En effet,
N=r12—2{5=(1 —V5)°+6 =(1 —5)*+3(y2)°
={r =5+ y2¢y=3) (1 =5 —y2y=3)
=[— (1~ v3) —vay=3] [~ (t = vB) + V2y=3];
par la vérification connue on fait disparaitre I'indétermination des
signes, et Fonrrtrouve '

o= —(1=yB) —yay=3, ¢=—(t—y5)-+yay—=3,

et, par la division de pg, = — 28 — 25 + 242 (Y5 — 2)/=3 par
g=—(1—yB) —yay=73,

oo =1—3+ya(2+VB)Y=3, ¢, =1—3y5—a(2+y5)y—3;
par conséquent, o

e+ =—200—yB), p—¢=—2y2y=3,
P!+F’i=2(“3\/§)a o — ¢y =2v2(2+VB)yV—3,

60 +p 0= 1+3y2— 5,

p0—¢ 0 =—(—vb—y2)y=3,

00 -+ ¢, 6= — 1+ 35 — 6y2— 325,

06 — ¢, 6= (1—3y5— 2y2—y2y5)y=3,

p & +¢ 0 =1-3y2—V5

p & —¢ 6="_(—y5+y2)y=3,

20" 4+ ¢,6 = — 133 - 6y/2 4 325,

916'_'9,16:"("_'3‘/3""2\/5‘!‘\/;\/5)\/:3;
partant
k a=2+\/3, 6=3+VG, c=3—\/3.
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o e e R S S

hog==0'g-.6 log= 68 wbo=;6'g~tL|6he=:6¢+ gge= 8¢5 |0g=5'g~+c¥ gu== g -+ g | Lhe=6'g .0 bye==,6'g -1 mwmx,lnna.mlT-c 6=¢

glos= g e -+ 609Gt = 18'g 8| 1h6== ' g -+ oL |90 18 g0 | L16 =208 g oG 800=18¢ ~+iY | 105==e8'E ik 001=," g+ 56| 401== 4 g 1| 6G1==8'¢ 0
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.

6gr=0°g+6|0l1=,9'g~+:8]Lg1=10"¢ -+l VY1 =1c0'E 1| EET=29"¢ +af Yo1==ggrg -ty | L1mm 90 g o | 8115240 8 001 =2 1" 41180172 (0 O
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go1Em0 g -30[16 =p'g+gol =g gel|g =og'e-i0|ss =:etgle) =g Y98 =B IE ToL'E b Lo ==,g'g=+;0
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