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SOLUTION DU CAS IRRÉDUCTIBLE. ag3 

Solution du cas irréductible, c est-à-dire du problème consistant 
à exprimer les racines d'une équation complète du troisième 
degré comme fonctions algébriques, finies et numériquement 
calculables sous forme finie, des coefficients de cette équation, 
dans le cas où ces racines sont toutes a la fois réelles et au 
moins une d'elles commensurable £*] ; 

PAR M. GUIDO WEICHOLD, 
Professeur à Zittau (Saxe). 

En désignant par a, b, c lès racines de l'équation générale du troi-
sième degré 

(0 x* -+- Ax2 -4- Bx-h C = o, 

[*] De cette définition du problème du cas irréductible il résulte évidemment : 
i° Que la résolution d'une pareille équation au moyen des fonctions trigonomé-

triques n'est nullement une solution du cas irréductible, pas plus que la division d'un 
angle en trois parties égales au moyen- d'un rapporteur ne serait la solution du pro-
blème de la trisection d'un angle, puisque cette résolution revient en dernier lieu à la 
consultation de tables, où les racines de toutes les équations particulières ile ce genre 
sont calculées d'avance par approximation et spécifiées en face de chaque cas parti-
culier. Les racines de l'équation proposée ainsi exprimées au moyen des fonctions 
trigonométriques ne sont d'ailleurs ni fonctions algébriques, ni fonctions finies des 
coefficients de cette équation ; 

2° Que le cas où les trois racines de l'équation proposée sont toutes incommensu-
rables à la fois n'entre pas dans le problème du cas irréductible, puisqu'il serait aussi 
absurde d'exiger que l'on exprimât ces racines numériquement exactes et sous forme 
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et par θ et ô' les racines cubiques complexes [*] de l'unité, c'est-â-dire 

5=-Γ-|-ν/~3 ô' = -

on a, en posant 

(2) 

(a +6b +6'c 

α ±Q>b
 +

Qc
 ==

(«α-*-.)-(*-
ί

)^Γ3
 = pS 

g
c
 + <?

ac
 + 5'

Λδ
 = {*hc-*c-ab)-a{b-cy-î

 = ρι t 

fe + 5'ac + (5*4 =
 +

 = p

,
 5 

et en ayant égard aux relations connues, savoir : 

a -h b -h c = — A, ab +- ac -h be — B, abc = — C. 

ί' '—A.-h ρ -h pf Pi — p'i sB — (p, -4- p't) 3C 

l , —A G'ρ H- Gp' ôrpi—Gp, 

/o \ ) 2B — (Qfpi "Qp t ) __ 3C 

I — — A -H 8p H- 9V __ flp, — oy, 

aB — (Ορ,Η-ay,) 3C3 

finie que de vouloir exiger que l'on extraie une racine d'un nombre entier positif qui 
n'est pas une puissance exacte du même degré d'un autre nombre entier exactement 
et sous forme finie, et puisque la détermination approximative des valeurs de ces 
racines incommensurables peut être effectuée par la formule de Cardan, en dévelop-
pant les racines cubiques qu'elle renferme en séries convergentes. 

[*] Par conséquent, ρ, ρ', ρ,, ρ', sont des fonctions complexes conjuguées de a, b, c, 
si l'on entend par quantité complexe toute quantité composée de deux parties, dont 
l'une est réelle et l'autre imaginaire. 
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on, collectivement, 

(4) 

" | - A -H 9' | ρ -f- 9 | p? 0r | p| — 9 j ρ t 

Γ 5 =~τΓ~ΎΓ 

2Îï — 9' i pi — 9 | p', 

2Α + Θ'|ρ -1-9 Ipf B-M'jp'-f-S ip', 

Enlre les quatre quantités auxiliaires ρ, ρ', ρ,, ρ', et les coefficients 
A, Β, C de l'équation proposée^il existe les sept-relations suivantes : 
(5) I. P?'=Α2-3Β=]ΝΓ, 
(6) IL p,p'

t
 = B2 — 3ACL = N', 

(7) ΠΙ. pp'
J
+p'p, = AB-9C = P, 

(8) IV. p3 -f- p'3 = 3P—2AN = —2A* -H gAB — 270, 
(g) V. pf -+- ρ* = — 3CP -f- 2BN'= 2B3 — gABC-h a7C2, 
(ro) VI. p3p

l
-hp'2p'

t
=3R'—BN =AP— aBN= —A2B-+- 6B2 —gAC, 

(11) VII. P
2-hp'pl=AN'-h3Ç]S:=2AlS,-BP = AB2— 6A2C-l-9BC, 

Ν, Ν', Ρ étant des abréviations pour A2 — 3B, B2 — 3AC, AB — gC. 
En effet, on a 

: ρρ' = 6ρ.β'ρ' = 5'p.0p'= (a -+- Qb -t- ô'c)(a+ 6'b -h&c) 
= (b -f- θ ci -f- θ c)(b -ί~ Θ'λ -i— 
— (c -+- θ a Θ' b){c -t- θ' a -(- 6 b) 
= i|[{a- b) -t- [a - e)]2-+- 3(b - c)]2) 

fio) =î\[
K
b-c)-{a-b)Y+^a~cf) 

k 1 = I ί [(« ■- ο) + (b - c)]2 + 3(a-bf\ [*] 
= (a — b)2 — (a — b)(a — c) -t- (a — c)2" 
= (b — c)2 -+- (b — c)(a — b) + (a — b)2 

= [a — e}2 — (a — c) b — c) -t- [b — c)2 

= {a+ b2-t- c2) — [ab -f- ac-t- be) = A2— 3B, 

[*] Ces expressions montrent que Ν et N' penvent être réduits àla forme 

cc*-t- 3£3 = + — 3) (« — — 3) 
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!ρ,ρ\ = Op, 0'p'i = 6'p,ep'l = (bc+6ab 4- 0'ac)\bc 4- O'ab -f- Oac) 
• = (ac 4- Oab -f-O'bc)(ac -f- O'ab -h Obc) 

=(ab-t-9ac+ 0'bc)[ab-t-O'ac-t-Obc) 
= i I [*(« ~ c) 4- β(β - δ)]2 4- 3α2(δ - c)2 j 
= τ!Κ« - *) - «(ft — c)]2 -f- 3b3(a - c)2 j 

= *{[«(& - c) 4- b{a-c)]3 + 3c"-(a - δ)2|[*] 
— b3(a — c)3 — bc(a — b)(a — c) -hc3(a —b)3 

= c3(a — δ)24- ae(a — b)(b — c) -+-a3(b — c)3 

a3[b — c)3— ab[b — c)(a — c) 4- b3(a — c)3 

= a3b3 + a3c3-b b3c3 — abc(a 4- b 4- c) = Β2 — 3 AC, 
pp\ 4- ρ'pi = β p.6'p\ -4- θ'ρ'.θρ, = ΰ'ρ.θρ', -4- Op'.O'p, 

= (a-\-0b-\-O'c)(bc + 0'ac + Oab) 
4- (a + O'b 4- Oc){bc 4- Oac 4- O'ab) 

— (c 4- θα -t- 0'b)(ab 4- O'bc 4- Qac) 
(14)< 4-(e4- O'a 4- Ob)(ab 4- Obc -+- O'ac) 

= (b -t- Oc 0'a)(ac -{-O'ab 4» Obc) 
-4- {b 0'c 4" 9a)(ac 4- Ocib 4~ O'bc) 

— 6 abc 4- (a3b 4- ab3 4- a3c -t- ac2 +b2c+ bc3) (θ h- 0') 
= gabc — (ab 4- «<? 4- bc)(a 4- b4- c) = AB — gC, 

/ p3 + p>== (p 4- Pr) (6p 4- O'p') (O'p + Op') 
ι = (sa — b — c)(zb—a — c)(ac — a—b) 

(15)| = [{a—b) 4- (a—c)] [(a—c)-h(b — c)] [{a — b) — (b— c)] 
1 = a(rt34- b3 4- c2) — 3 {ab 4- ac 4- bc) (a 4- b 4- c) 4- 2.7 abc 
1 = — aA34-9AB — 270 = 3P-2 AN, 

quand les racines a, b, c sont réelles et entières, à la forme 

a*-h3P'_fa-hpi/^\ Ac —j3yCT3\ 

quand elles sont réelles et fractionnaires, et enfin à la forme 

a7-b 3β3λ —3 α——3 

quand elles sont réelles et une d'elles rationnelle et fractionnaire, et les deux autres 

des nombres irrationnels de la forme — et 5 κ, p, y, m et η étant 

des nombres entiers, et x,p et q des nombres entiers positifs. 
[*] Voir la note de la page précédente. 



SOLUTION DU CAS IRBÉDUCTJBLE. 297 

ι ?! + p'î — (p< Pi)(0?< + ô'?i)($,Pi ·+■ ô?'t) 
1 = (abc — ab — ltc)(aac — ab — bc)(aab —ac — bc.) 

1 = [b(a — c) 4- c(a — b)}\a(b — c) — c(a — b) 1 
(16) | . χ [a(b— c) 4- b(a — c)] 

j = a(a?b3 a3c" 4- b3c3) — 3abc(ab 4- ac 4- bc) 
I X (îî4-î + c)+ vja2b2c2 

\ = aB3— gABC 4-27c3 =—3CP 4-2BN' 

f p2p. + ?'2ρΙ = (5ρ)2(^.)+(δ'ρ')2(δ'ρ'1)=(0'ρ)2(5'ρ1)+(¥)2(¥.) 
= (a 4- 5b 4- b'c)2(bc -+- b'ab 4- bac) 

4- (a 4- b'b 4- bc)2(bc 4- bab 4- b'ac) 
= (c 4- θα 4- b'b)2(ab + b'ac 4- 6bc) 

. 4- (c 4- b'a + bb)2(ab + bac 4- S'bc) 
= (b 4- Oc-h b'a)2(ac 4- O'bc 4- bah) 

J 4- (b 4- b'c -hba)2(ac 4- bbc 4- b'ab) 
I = — abc(a 4- b 4- c) 4- k(a2b2 4- a2c2 4- b2c2) 

ι — (a24- b2 4- c2)(ab 4- ac 4- bc) 
1 = — 9AC 4- 6B3— A*B = 3N' — BN =AP — aBN, 

ρ?2+?'p'f=wm\f 
= (a 4-6b 4- b'c)(bc 4- bac 4- b'ab)2 

4- (« 4- O'b 4- Oc)(bc 4- b'ac 4- bab)2 

= (c4-5«4- O'b)(ab-\-bbc 4- b'ac)2 

: g \ 4- ( c 4- b' a 4- 0 b ) ( ah 4- b' bc 4- b ac )3 
= (b 4- bc 4- b'a)(ac 4- b'bc 4- bab)2 

4~ ( b 4~ b' c -f b a) (ac 4- b bc 4- b' ab)2 

== — ahc(ab 4- ac 4- bc^j 4- 4abc (a2 4- b2 4- c2) 
— (a 4- b 4- c)(a2b2+ a2c2 4- b2c2) 

— 9BC — 6A2C 4- AB2 = AN' — 3CN = 2AN7— BP. 

De ces relations, on déduit 

!P?'i — p'Pi = (a-h bb-h b'c)(bc-h b'ac-h bab) 
— (a 4- b'b 4- bc)(bc 4- bac 4- b'ab) 

= (a—b)(a—c)(b—c)\[^î==\l(wl+ p'pt)a — 4pp'p« p't 

= VP2 — 4MJN'5=SV^=3; 

Journ. de Math, (3
E sérié), tome Y.— SEPTEMBRE 187g. 38 
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en écrivant, pour abréger, 
/4NN' —Ρ2·_„ 

ί ρ' - p'3 = (p — eWf ~ -¥) 
\ =3(a-è)(rt-c)(5-ç)

N
/^B =

 V

/
(p

3
+p'

3
)
a
-4p

3
p'

3 

(20) j = φΡ — 2 AN)2—4N3=v/gP2-12 APN H-4A'»*— 4N3 

j = V9P2 — 4 N(Na — AaJM -i- 3 AP) = s/
9

P- — 4S.9N' 
l ·-= 3 ν/Ρ- - 4NN' = 3Ss/^3, 

/pî-p>î=(p«-p'i)(^-®'p'1)(«'p,-.W 
I = — 5abc{a—b)(a—c){b—c)\l — '&—\lf

t
->r?'Xf— 4?îp'i 

^ J = V( - 3 CP -h 2 BN')2 — pp* 
= V9C2Pa — i2BCN'P -+- 4B2N'2 — 4N'3 

J = \JgC2P*— 4N'(N'-- Β2W-h 3BCP) 
Γ = v/gC2 Ρ2 - 4N. 9 C2 Ν = 3 C ν/Ρ- - 4NN' = 3 CS 

/ p2?i — p'2p'i — (a + ûb-l·- 6'c)2(ba-i- Ô'ab -h Bac) 
!—(a-i-Q'b-±-θ c)2 (be-h θ ab-h Θ'ac) 
= (e + i + c)(a·— A) (λ — e) (4 — c)\f—3 

= V(p*P. +P'2 Pi)2 - 4 pV2p, Pi =V(AP-aBN)*-4N*N' 
= \/A2P2 — 4 ABPN H- 4B2:PP— 4N2N' 
= s/A2P2-4N(W - B2N + ABP = v/A2P2 ~4N.A2N' 

\ = A y/P2 — iffl' = AS \/^l, 

( PPi — p'p'f =(a + 6b -h B'c)(bc -t- 5'aé -t- 5rte)2 

l — (« ·+- B'p -+- θ c) (bc -+- θ ab -t- ô'ac)2 

1 — (ab-¥ acbc)(a — b)(a — c)(b — c)^— 3 
(23)1 = V(p?î+p'p'ï)

2 - 4pp'pïp'f=n/(2AN'-BP)2-4NN'2 

j -=V'4A2
N'

2
-4ABPN' + B

2
P
2
-4NN'

2 

I = v/B2P2 - 4N'cNN' - A2N'+ABP) = s/B2P2-4N'.B2N 
\ = Β ν/Ρ2 — 4NN'=ES \J—3, 

d'où 

fa4) i 9?'' ~ ^ ^ + P'P'^ + (M'1'~ Ρ'Ρ,Ή 
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,,ιη (. P« ?' = i Κ PPi P'PO - (ρρ'ι - P'P.) 

lJj. =i(p-^_4W)=i(P-Sp), 
(26) p3 = |[(p3 -f- ρ'3) + (p3 - p'3)] = £ (3P -2

AN + 3S *p3), 

(*7) P'3 = i[(p3 + P'3 > - (Ρ3 - Ρ'3)] = £ (3P - sAN - 3Sy^3), 
(28) p|=i[(p3 + p'3)+(pf- ?-)]

=
I(-3CP + 2BN'H-3GSV/^3)

) 

(29) p' — £[(pï+ ?'ï) —(pf— P'î)] =i(— 3CP + 2BN'—3CSV—3), 
P2Pj —M(p2P< + ?'2?'i) ■+" (P2P« —= P'Vi)] 

1 = !· (3Ν'-ΒΝ + A ν/Ρ2— 4NN') =|(ΛΡ ~ aBN -h AS*/- 3), 
/aM p'2?'i=î[(p2p. + p'2p'i) — (p2p. — p'Vi)] 

1 ;{ =:|(3N'-BN —Av/P2 —4KN')=|(AP-2BN —ASv/~3), 
/2„)f PP2 = i[(pp2 + P'p1)+(PP?— P'P'?)] 

V j| —-|(AN'—3CN + B^/P2 —4NiN') =|·(2Αΐί'—BP-t-BS^—3), 

( P'P'? = i[(PP? H-P'P'?) - (PP? - P'P'?)] 
1 ;( =i(AN'-3CN—BVP2-4NJN')=|(2AN'--BP-BSV/-3). 

Les valeurs de pp',, p'p,, p3, p'3, p3, p'), p2p,, p'2p't, pp?, p'p'? sont 
complexes (voir la note de la p. 1), quand a, b, c sont simulta-
nément réelles, comme le montre l'expression 

S = (a - b)(a — c){b - c) = 

Donc, si l'on voulait déterminer les valeurs de p, p', p,. p', par l'ex-
traction de la racine cubique de 

P3 = |(3P — aAN + 3S f-Â), 
p'3=i(3 Ρ - 2AN - 3S v/"^), 
p3 = x (_ 3 CP -ρ- 2BN' + 3CS if-ï), 

p',3^- 3CP-t-2BN'-f-3CS v7^), 

respectivement, on tomberait sur le cas irréductible, c'est-à-dire on 
aurait à extraire la racine cubique de quantités complexes, ce qu'on 
ne sait pas encore effectuer sons forme finie et par des opérations élé-
mentaires. Mais les valeurs de ces quatre quantités auxiliaires p, p', 

38.. 
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ρ,, p'
t
 peuvent être déterminées sous forme finie par une opération 

élémentaire autre que l'extraction de la racine cubique, quand les 
racines a, h, c sont toutes réelles et une d'elles au moins commensu-
rable, savoir par la détermination d'un Facteur complexe commun à 
deux quantités complexes toutes les deux, ou l'une au moins. 

En effet, en observant que 

I. 00 et pp', ont le facteur complexe ρ commun, de même que p,p', et p'p, le fadeur p„ 
pp'- p'p, » ο » » ρ,ρ', ρ', · ρ',; 

II. pp' et ρ* ont le facteur complexe ρ commun, de même que p,p', et p3 le facteur p„ 
PP1 p'3 » ρ' * » p,p', p'î .» p',; 

III. pp' et p'p, ont le facteur complexe p commun, de même que p,p', et p'p, le facteur p„ 
pp' p/y, »> » p' « » p,p', p'V, » p',; 

IV. pp' et pp' ont le facteur complexe p commun, de même que p,p'
f
 et ppjf le facteur ρ,, 

pp' p'p" » » p' » » p,p', p'p" » p', ; 
V. pp*, et p'p, ont le facteur complexe p commun, de même que p'p, et p'p, le facteur ρ,, 

p'p, p"p', » » p' » * pp'i P>'|
 u

 p't ; 
VI. ρρ'_ el pp' ont le facteur complexe p commun, de même que p'p, et pp ; le facteur p,, 

p'p, p'p'* - » p' » » pp, p'p" - » p'· ; 
VII. pp' et p? ont le (acteur complexe p commun, de même que p'p, et pf le facteur ρ,, 

pp> p » » P " * pp, p , » p,j 

VIII. pp? et 3 ontlefact-compl.p commun, de même que pp' etp3 lefact.pj, d'oùp, = Vppî Ipl Γ 

p'p? p'3 » » p' » » p'p? p? ·' p?, » p', = VpVTp? 

IX. p'p, c-t p3 ont le fact, compl. p', d'oùp = γ p'p, | p3, de même que p'p, et p3 le facteur p,, 

pY, ρ" » p'! » p' — Vp'V,Ip"j " p"p| p? 3 p'·; 

X. p2pi pp* ont le facteur complexe ppt, d'où p ===== et p, =;—-— 

P'V' p'p? " " p'p'" " p'=7yfY? p'' =?Wp?' 

il est évident qu'on peut déterminer ces quatre quantités ρ, ρ', ρ,, p'
t 

par la recherche de ce facteur commun, par quelques-unes des com-

[*] Le signe j désigne l'opération de la recherche du facteur complexe com-
mun aux deux quantités, qui se trouvent de part et d'autre de ce signe, satisfaisant 

en même temps aux sept relations ci-dessus entre ρ, p', p„ p',. 
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biiiaisons ci-dessus spécifiées, et satisfaisant en même temps aux sept 
relations entre p, pf, p1, p', et A, B, C. 

Au moyen du signe--] on a, en remplaçant ρ, ρ', p,, p', dans les 
expressions des racines : 

a I — ά + δ ■ p< | ρ3 + ο [ pp' | a'3 ο V ρ p't | p3 _ ο V p.p'( | r,'3 

e\ . e'[pp'lp3~~6 PP'IPÎ 

J aB — β >p,p't | ρj — β I p.p _ | ?\* 

1 2·^·pp'lρ'+ ® ιρρ' 1 ρ'3 ® + 5'[P'p't Ipi^(ρ·?·!piJ 

et ainsi de suite, en employant les autres combinaisons pour la déter-
mination du facteur commun en question. 

En remplaçant pp', p3, p'3,... par leurs valeurs, on a enfin 

ί l ί = i Γ_ A ^ l h3- 3B AB-9C-iV(AB-gC)'-4(A?--3B)(B'-3AC} 

'J (a^-RR AB-9C-y/(A&-90p-4iA2 —3B,)tB'-3ACj [ 

'J (a^-RR AB-9C-y/(A&-90p-4iA2 —3B,)tB'-3ACj [ 

Le procédé de la détermination des facteurs communs désignés par 
pp' | p

3
, pp' ] p",... étant essentiellement du ressort de l'Arithmé-

tique proprement dite, où il devrait constituer une opération fonda-
mentale, j'ai montré dans les exemples numériques ci-joints qu'il se 
réduit à un nombre limité d'opérations purement algébriques et 
que, par conséquent, ce procédé résout complètement le problème 
proposé. Q. E. F. 
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Coroelaire. — Les expressions 

a=P~P 

£ __ e'p, — 8p*, _ _ (p. — p'i) + (p. H- p',) 3 

c_ 6p, — oy, _ (ρ·— p',) — (p.-t-p', W— 3 

. , _ 5(p+p') —(p—p')s/--3 

, Pfp — pr)~[p + p')S\T-3 

dont ies deux dernières résultent de la combinaison de 

pp = Ν, PPi — f » PP. = î 

fournissent, par l'élimination de a, p, p'
t

, p — p', p, -f- p'
t

, p, — p', d'une 
part, et d'autre part de b, ρ -4- ρ', p — ρ',ρ, -+- ρ",, p, —les deux 
équations 

, a.H' + (P + S)c _ 2N' + (P — S)c 

ou, rassemblées, 

(37) "j _ aN'-HP=fc:S)c 

au moyen desquelles, une des trois racines a, b, c étant donnée, les 
deux autres pourraient être trouvées en fonction de la racine donnée 
et des quantités Ν, Ν', P et S déjà calculées pour la détermination de 
la première racine. 

Scolie. — Les considérations suivantes montrent que l'Algèbre 
même suggère cette solution du cas irréductible : 

i° L'élimination de trois des quatre quantités ρ, p', p
(
, p', de ρ', ρ,, p', 
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par exemple, entre les quatre équations 
3o3 

—k—ί~= -
 3A + p + p' ' p?

 =1S
' = ?Ρι + ?Ρ< = ρ> 

fournit l'équation finale 

aNp4 - (3Ρ - 2AN - 3SV— 3) P
3 

— Ν (3P — 2 AN H- 3S\T-^3)p +-2N3 = o, 
OU 

[ap'-^P-aAN-f-SSV-S)] (^Np -
 3P aAN

a

 3sVr~1 j _
 Q> 

en observant qu'on peut écrire au lieu du dernier ternie 2N3 son 
équivalent 

\ (3P - 2AN -+- 3Syj - 3) (3P — 2AN - 3Syj - 3}, 

qui peut être satisfaite en posant 

af* — (AP - 2AN + 3Sy/- 3>= o, 
OU 

Np ï =0, 

d'où 

ρ3 = - et ρ = s " 2 r aN 

La valeur de p3 coïncide avec celle qui a déjà été trouvée précé-
demment. 

La valeur de p = — , fournie par la seconde de ces 

deux équations, ne satisfait pas l'équation proposée, tant qu'on prend 
les opérations qui y sont indiquées dans le sens ordinaire, ce dont on 
peut se convaincre en observaut que la valeur conjuguée de p, savoir p', 
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serait dans ce cas ρ' = 
3P — aAN-i-3SV—3 

2N 
■) et par conséquent 

p-hP' 
3P—aAS 

2PJ et a = -h — A -f- p -f- ρ' 3 Ρ — 4 AN 

et que χ = ̂  6s ̂
 ne reni

^ P
as

 ^
es deux membres de l'équation 

x3 -h A* -h Έχ + C == ο identiques. Comment donc interpréter cette 
valeur pour qu'elle satisfasse l'équation proposée? Car on ne peut ad-
mettre qu'elle soit contradictoire avec l'équation proposée, puisqu'elle 
a été obtenue par une suite de déductions complètement compatibles 
avec elle. En observant que le numérateur de cette expression est égal 
à a p" et le dénominateur à ζ pp', on a 

04=t;. PP 

Si l'on attachait à la division de p'3 par pp', qui y est indiquée, un 
sens plus étendu que celui de la division ordinaire, c'est-à-dire au lieu 
de la recherche du quotient, la recherche d'une quantité qui divise 
ces deux quantités sans reste, ce résultat signifierait la valeur con-
juguée p' de p, car on voit sans peine que p" et pp' ont p' pour facteur 
commun. Cette interprétation est d'ailleurs justifiée, par le fait que 
l'opération de la recherche d'un facteur commun à deux quantités ne 
peut se manifester comme résultante d'autres opérations tant qu'il 
n'existe aucun signe pour l'indiquer, de même que l'opération delex-
traction d'une racine ne pourrait se manifester comme résultante 
d'autres opérations si l'on n'avait pas adopté un signe pour l'indiquer. 
Il est donc à présumer que l'adoption générale d'un pareil signe pour-
rait conduire à de nouveaux résultats importants. L'Algèbre fournit, 
outre la valeur cherchée de p, sa valeur conjuguée p', ce qui est con-
forme à l'esprit de l'Algèbre etànalogue au cas où l'on cherche la racine 
réelle d'un nombre positif, où l'Algèbre ne fournit pas seulement cette 
racine, mais en même temps toutes les autres, soit réelles, soit com-
plexes qui existent. 
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2° Le fait que les valeurs de ρ3, ρ'3, p3, p'f, savoir : 

3 Ρ — 2 AN —l— 3 S 3 Ρ — ι AN — 3 S y/ — 3 

— SCP+aBN'+SCSi/^l — 3CP -ι- 2BN'— 3CS^~^3 

11e sont pas des cubes parfaits sous cette forme générale et que les pro-
duits 

p'xp". p'xp'ï. p'Xp'i. p'3XPii 

de même que 
p'xpî. ρ'8 x 'PiJ Ρ3 X Pi» p'3xp'î, 

sont des cubes parfaits dont les racines sont respectivement 

pp' = N, p
lPl

=N, pPl = — » p'p, = j 5 

Ρ Pi = â : ' Ρ Pi ~ 1 * ' 

PPÎ= 5—-—» 

est une autre suggestion de l'Algèbre qu'il ne faut pas s'obstiner à vou-
loir déterminer les quantités p, p', p,, p'

t
 par l'extraction de la racine 

cubique des valeurs de ρ3, ρ'3, ρ®, p'3 ; qu'au contraire, quand cette 
opération devient impossible, il convient, pour obtenir les valeurs de 
ρ, ρ', p,, p't, d'opérer la décomposition en facteurs des racines cubiques 
des produits p3p'3, pf p'f, p3'pf, ..savoir de 

pp'=N dans les facteurs p et p', 

P.p'i = N' » » p, » Pi, 

PPi — 7 » P * Pu 

............................. 

Journ. de Hath. (3® série), tome V. — SEETEHBEE 1879. 39 
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APPLICATIONS DE LA SOLUTION PBÉCÉDENTE DU CAS IBHÉDUCT1BLE 

A DES EXEMPLES WUMÉaiQUES. 

I. 

χ3 — ι6λ.·2 -t- — 90 = o. 
A = — 16, Β = 73, C = — 90. 

pp' — A.2 — 3 Β = N = 37 ; 
ρ* Pi =N' = 1009; 

ρρ', -ι- p'p, = AB — 9C = Ρ = — 358 ; 

e?
'f=ri' = (a~ bKa - c)(6 - c) = \/4ws^~ P' = S = »4 ; 

p3-t-p'3 = 3P — α AN = 110; 

?J ρ'3 = 2BN' — 3CP = 5o654; 
ρ2 ρ^ +p'2Pi = 3 W — BN= 3a6; 

??f + p'p'î — AN' — 3CN = - 6i54; 

PPI = = _
 179

 -4- 4A /H3 

p'p,
 =

 £±^ΞΙ
 =

 _ 1
79

 _ 42v/33 ; 

p3 = 55 -f- 126^/ — 3; 
ρ'3 = 55 — τ 26 — 3 ; 
pf —25327 — H34O\^ — 3; 

p'i = 26327 -f- π34ο\/-τ- 3; 

plfi = «-BN^SjEÏ
 = l63

 _ ̂ —3. 

f„ ̂  = =, 63 + 6? a ̂ . 

ppf = — 3077-f-3o66\/—3; 
p'p'2 = — 3077 -t- 3o66\/ — 3. 

De ce que S est réel et rationnel, on conclut que les trois racines 
a, b, c sont de même espèce et que, par conséquent, le cas irréductible 
se présente ici. ρ, p', pi.p'i ne peuvent dope être déterminés autre-
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ment que par la décomposition des produits pp', ρ, o\, pp'
A
, ... dans 

leurs, facteurs, ce que l'on peut effectuer de tant de manières, qu'il 
serait très-long d'épuiser toutes les combinaisons possibles; en voici 
quelques-unes : 

i° Détermination de ρ par l'opération désignée par pp'J pp',. 

A cet effet on divise : pp', = — 179 + 42^—3 par pp' = 37, ce qui 
donne — 5 -4- — 3 pour quotient et 6 -t- 5\j — 3= \/ — 3(5 — 2^ — 3) 
pour reste. 

En supprimant dans ce reste le facteur monôme \/ — 3, qui n'estpas 
commun à 37 et à — 179 -t- IfesJ— 3 et en divisant le diviseur précé-
dent par ce reste après la suppression du facteur \/ — 3, on trouve 
pour quotient exact, c'est-à-dire sans reste: 5 -h 2y—3, par consé-

quent — 17g + 42 y1 — 313*7 = 5 — 2 y — 3 ; donc : 

37 = (5-t- 2y/ — 3)(5 — 2^—.3) = ( —5-t-2y — 3)(— 5 — n\J — 3)· 

et 
—179 -t- 42 y — 3 = (5 —

 2
y—3)( — 3i — 4V

 —■ 3) 

— (— 5-+- a.\j — 3)(-f- 3i -t- 4/—3). 

Pour faire disparaître l'indétermination des signes, on n'a qu'à com-
parer les cubes de 5 — i\j — 3 et de — 5 -h 2 y — 3, 5 -t- 2\J — 3, 
— 5 — 2\/ — 3 avec les valeurs de p3 et de p'3, savoir : 

p3 = 55-t-ii6\/—3 et p'3 = 55 — 126\/ — 3. 

Cette vérification donne 

p =—5-t-2\/ — 3, p' = —5 — 2y—3, 
ρ, = 3i—4 ^— 3, ρ',= 3ι+4^. 
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a° Détermination de par l'opération indiquée par pp'
±

 ) p, p'
t
 [*]. 

Première opération. 

ρ·,°'ι __ 1009 _ _ 179 _ il JZZs 

ou approximativement en nombres entiers —5 — V— 3. Ce quotient 
approximatif conduit au reste 

— 12-h 3ry/— 3 = V — 3(St + 4V —S). 

Deuxième opération. 

31 + 4/^3 --5 + ay-J 

.·· 1009f — i7^+4W — S = 3i 4-4V — 3· 

Après une vérification semblable à celle du cas précédent, on trouve 
donc p'j = 3i + 4\/ — 3, et par suite, puisque ρ est la conjuguée de p',, 

p. = 3i — 4V — s. 

r^ra + ny/~^3 (ra+«y/ — 3)(p — q\j — 3) 

(mp-h 3qn)-h (np— «g) V — 3 mp + 3nq np — rag 

montre que le quotient de la division d'une quantité complexe par une autre quantité 
complexe est en générai une quantité de même espèce; en désignant la partie réelle 
de ce quotient par « et le facteur réel de la partie imaginaire par (3, de sorte que 

p + q<J~ 3 

mp-\-3nq D np — rag 

c'est au moyen de ces formules qu'on a calculé, dans ces exemples, les termes des 
quotients de pareilles divisions. 
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3° Détermination de p, par l'équation indiquée para,?', [ ρ2 ρ,. 

Première opération. 

fif, _ iQQfr _ l63 672 g 

ou approximativement, en nombres entiers, \/— 3; ce quotient ap-
proximatif donne le reste — 1007 — ι63 γ— 3. 

Deuxième opération. 

—1007 —163 v^—-Û ïoS4 T084 

où approximativement, en nombres entiers, \j— 3, ce qui conduit au 
nouveau reste — 326 -+- 335 f— 3-

Troisième opération. 

— 1007 —163 \l— 3 i63 ^ 397 ι g 

ou approximativement, en nombres entiers, 1 -l- \j— 3, ce qui donne 
le reste 324 — 172 \j— 3 = — 4 V— 3 (43 -1- 27 \/— 3). 

Quatrième opération. 

43 + 27 ν' — 3 4 4 

ou approximativement, en nombres entiers, 3 -t- 6 \/— 3, ce qui donne 
le reste 3i — 4 V— 3. 

Cinquième opération. 

43 + 27^3 = f 3 
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par conséquent, 

1009] i63 — &ηζ\)~ 3 = 3i — k\f— 3; 
partant, 

ioog = ( 3i — 4V—3)( 31 + 4^—3) 
= (— 3x -+- 4\/—~3) (— 3i — 4v/-r3)i 

et 
ι63 — 6η2\/—3= ( 3r — 4 V'—3)( i3 — 20^—3) 

= (—3i -t- 43)(— i3 -+- io\j— 3) 

= ( 3i — 4\/—3)(— 5+ 2 ^ — 3)" 

= — (—3i -f-4\/—~3) (+■ S- aV=3)*. 

Une vérification analogue à celle du n° 1 prouve donc que 

ρ'=3τ — 4\/—4, 

d'où la valeur conjuguée 

Pi = 3i + 4V — 3 
de ρ, ; partant, 

et 
P = — 5 -t- 2 \/ — 3, p' = — 5 — 2 \J — 3 

p -t- p'= — jo, p< Pi = 6a, 

p— p'=4V-3, Pi— p'i = — 8γ'— 3, 

d'où, en substituant ces valeurs dans les expressions des racines rt, /2, c, 

a = 2, A — g, c = 5. 
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II. 

Xs -r -7- X- — H X + = a. 

A =*L, B=-2?, C = i£, 

??' = A2 — 3B = Ν = 3-^l, ρ ρ' = Β2 - 3 AG = IT = 

??\ + ρ'ρ, = Λβ - 9C =: Ρ = -

ρρ. — ρ'ρ· _ . /4^''— Ρ' _ c _ "80292 

» P-f-Sy/—3 — 286465 -ί- r 90146 tj—3 

» P-f-Sy/—3 — 286465 -ί- r 90146 tj—3 

3P — 2AN -4- 3Sv/ — 3 — i33q8o2r-i-79861320 y — 3 

,3 3P — 2AN — 3S v/ — 3 _ — i33g8o2i — 79861320 <J — 3 

3 —82672615 -f- 24471Ί902·)/—3 ,3 —82672615 — 2447 T7902 v' — 3 

De ce que S est réel, rationnel el fractionnaire, on conclut que les 
racines α, b, c sont de même réelles, rationnelles et fractionnaires. 
Donc le cas irréductible se présente encore ici. 

ρ,, ρ', p,, p'
t
 sont ici des quantités complexes et fractionnaires. D'a-

près la composition de ρ, ρ', p,, p't en fonction de λ, b, c et le fait que 
ρ etp', de même que p, et p',, sont conjugués, il est évident que p et p' 
ont des dénominateurs égaux, de même p, et p'

1?
 et que, par suite, le 

dénominateur de Ν = pp' est égal au carré du dénominateur commun 
de p et p', le dénominateur de N' = p, p', égal au carré du dénominateur 
commun de p, et p'

I5
 celui de pp'

t
 et p'p, égal au produit de ceux de 0 

et ρ,, celui de p3 et p'3 au cube du dénominateur commun de p et p', 
celui de p3 et p'3 au cube des dénominateurs communs de p, et ρ',, 
celui de p2 p, et p'2 p'

±
 au produit du carré du dénominateur commun de 
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P el p' par le dénominateur commun de p
(
 el p'

4
, et enfin celui de ppf et 

p'p'J égal au produit du dénominateur commun de ρ et p' par le carré 
du dénominateur commun de p,, p'

t
. Réciproquement, les dénomi-

nateurs communs de p et p' et de p, et p'
t
 seront donc respective-

ment égaux aux racines carrées des dénominateurs de Ν et de IÏ', ou 
aux racines cubiques des dénominateurs communs de 

, 3P— 2A8 -+- 3S »/—-3 - ,, 3P — 2 AN — 3S J— 3 

et de 

PÏ = ; et p- = 

Ces dénominateurs étant ainsi déterminés, on peut en faire abstraction 
dans la recherche du facteur commun, ce qui réduit la détermi-
nation de ρ, ρ', ρ,, ρ,, dans le cas où les racines a, b, c sont réelles, ra-
tionnelles et fractionnaires, à celui où elles sont réelles, ration-
nelles et entières. Dans le cas actuel, le dénominateur commun de p 
et p' est égal à y/19600 = i/jo, et celui de p, et p'

t
 de même égal à 

y/19600 = i4o. 

Détermination du numérateur de p par la recherche du facteur com-
plexe commun aux numérateurs des valeurs de pp' et pp'

1}
 savoir 

par l'exécution de l'opération indiquée par 

33348r[286465 190146\J— 3. 

Première opération. 

— 286465 -1- 190146 y/— 3 286465 190146 / 5 

ou approximativement, en nombres entiers, —H- V— 3, ce qui donne 
le reste 47076—i4o335\/—3 = — \/—3 (x4o335 -t~ 156g2 y/ — 3), 
où l'on peut supprimer le facteur — y'— 3· 

Deuxième opération. 

33348i i43335 15672 j g 
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ou approximativement en nombres entiers 2, ce qui donne le reste 
46811—3i344 v'— 3· 

Troisième opération. 

i46335 +15672 y/— 3 15701 j 15672 y g· 

ou approximativement, en nombres entiers, r + sj — 3, ce qui donne 
le reste 2492 + zo5\j— 3. 

Quatrième opération. 

46811 — 3i344 \/—3 ' 292 263 / g 

ou approximativement, en nombres entiers, i5— i4V—3, ce qui 
donne le reste 821-+-469 V—.3· 

Cinquième opération. 

î492 H- 2o5 \j — 3 7 3 1 0 

ou approximativement, en nombres entiers, 2 — y/— 3, ce qui donne 
le reste 55η + 55η \J —'$ = 55η {τ-t-sj—3), où l'on peut supprimer 
le facteur 55·]. 

Sixième opération. 

821+469^-3 _ 55 _ g8 r—g 
par conséquent 

33348i | — 286465 + 190146 = 55η — 88 y'— 3. 

En élevant 55η — 88 \J— 3 et — 55η + 88 \f—H au cube et en 
comparant ces cubes au numérateur de la valeur de p3, c'est-à-dire à 

celui de p3 = 7+^ !, on conclut que 

— 557 + 88 y/—3 
Jou.ru. de Math. (3E série), tome V. — SEPTEMBRE 1879· 40 
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partant, p' la valeur conjuguée de p, 

Ρ = 145 

et la division de pp£ = —— —- par 

— 557 -1-88 */="3 

fournit la valeur de p'
t
 == partant, la valeur conjuguée 

de p'£, savoir 

62g -i- 2421/— 3 
par suite 

0,Q,_ 557 88/—* 44 /—=T 
et 

= p.-Pi = -^^-5= 35 V-3-

Substituant ces valeurs dans les expressions des racines u, δ, c, on 
trouve 

«=—r5 0 = —} c = =-

Remarque. — Le cas où ρ et p', de même que p, et p'
t
, auraient res-

pectivement les facteurs d et d'communs- (qui ne sauraient être com-
plexes, puisque p etp', de mêmequep, et p'

£ sont des quantités complexes 
conjuguées), peut être traité d'une manière analogue à celui où ils ont 
des diviseurs communs réels, c'est-à-dire en supprimant· d'abord dans 

pp = W, ρ, p
£
 = N

r
ppj = ^, p pi = ^ , respectivement 

d*, d,a, dd',..et en appliquant ensuite la méthtode~exposée ci-dessus 

à ta recherche de ^ et jpj que l'on-multiplierait ensuite par d et 

d'respectivement pout avoir les yaleurs de ρ, p', p, , p't. 
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III. 

, 81 „ 181 3 

a —τ> _ 181 r — 3 

w 16062 _ 112434 w, 7246 ρ 5O652 g32 v/266 

j 25326 + 466 \Ji&i \J— 3 , 25326 — 4^6 \[ÔE& \J—3 

_ — 34498548 + 53823ο \[i66 

— 34498548 — 53823ο y/^66\J-—Z 

3 171856 -4- 20970 v/266 \/— 3 ,3 171856 — 20970 ^266 ν'— 3 

De ce que S est réel, mais irrationnel et fractionnaire, on conclut 
que les racines a, b, c sont réelles, mais ou toutes les trois irration-
nelles ou l'une d'elles rationnelle et fractionnaire et les deux autres 
irrationnelles. Comme ce dernier cas n'entre pas dans le cas irréduc-
tible, il convient d'examiner si le premier cas a lieu ici. La composi-

tion de Ν = ρ?', N'= pp'j, pp'j = P -t-Sv/—3^ f
onct

}
on

 ,j
e
 c, 

montre que dans ce cas Ν et Ti' sont susceptibles d'être ramenés à la 

forme —- = v 1 (λ étant le nombre post-
tif qui se trouve sous le radical du facteur irrationnel de S et a, β 

et γ des nombres entiers), et, en effet, on trouve aisément que dans le 
cas actuel 

, 126 +3.266. ir 126 + ir v/266\j— 3 126—11 ^266v^— 3 

— 126 —11 ν/?·66 v/— 3 w — 126 + 11 /266 \j— 3 

, 8J + 3.266.3' 8 + 3 y/266·\f—8 v, 8 — 3 ^/266.\j— 3 

— — 8 + 3^266 

4o.. 
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Comme les cubes de —y- , — —-—-ainsi que 

de g85— » ï[85 sont respectivement égaux 

aux valeurs ci-dessus de p3, p'3, pj, p'J, on a évidemment 

126— 111/266.V—3 , 126 + 111/266.1/— 3 

—8— 3V566·!/—3 , _ — 8 + 3 4/266.4/^li 

et, par conséquent, 

P +P - 385 -15 ' p—— 385 ' . 

,16 ,6 4/265. v'—3 

Eu substituant ces valeurs de p + p'
r

 ρ — ρ', ρ, + p'
x
, ρ, — p'

t
 dans les 

expressions des racines a, b, c, on obtient pour valeurs de celles-ci 

3 1 34/7 + 4/38 54/7 — 4/38 

IV. 

.r3 — (8 + \β)&-+ (19 + 64/5) a? — 7 (2 + 4/5} = o, 
A =-- — (8+4/5), 6=19 + 6^, €=-7(3 + 4/5), 
S = pp'.= 2 (6 —\/5), N'=p, =2(50 + 94/5), 
Ρ = pp'i + p'p, = "— 4(l4 + 

s =
 v
/fflS=4^(^-

a
), 

pp'i —
 p +

 ̂  ^ = — 28 — 24/5 + 24/2(4/5 — 2) 4/ 3. 

S, étant réel, mais irrationnel, montre que les racines de celte équation 
sont tontes les trois réelles et irrationnelles. On pourrait les détermi-
ner approximativement par la formule de Cardan [voir la note (20), 
p. 2933 en développant les deux racines cubiques en séries conver-
gentes, car dans la somme de ces deux séries les termes imaginaires 
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s'entre-délruisent; mais on obtient ces racines beaucoup pluspromp-
tement et sous forme finie, mais implicite, c'est-à-dire sous une forme 
où il reste à exécuter l'opération qui rend ces racines irrationnelles, 
qui y est seulement indiquée, d'après la méthode précédente, en ob-
servant qu'on peut réduire la quantité Ν = pp' à la forme 

a? ο β- = (κ + β y' — 3) (ce — β \j — 3). 
En effet, 

Ν = 12 — 2 y/5 = (ι — y/5)2 -t-6 = (r — y/5)2 H-3 
= (i — y/5 -+- y/à y/'—3) (ι — y/5— y/a y/— 3) 

= [- (ι - y/5) - y/ày/— 3] [-- (i — v'5) -t- y/à 

par la vérification connue on fait disparaître l'indétermination des 
signes, et l'ontrouve 

p = — (i — y3) — p'= — (i — y/5) -r-y/2V — 3, 

et, par la division de ??',== — 28 — 2 y/5 -4- 2 y/2 (y/5 — 2}^— 3 par 
ρ = — (1 — y/5) — y/a yP3, 

ρ, — 1 — 3y/5-+-1/2(2 -4-y/5) y/— 3, p'
t
 = I — 3y/5 — ^à(2-i- i/5)y/— 3; 

par conséquent, 

p-4-p' = — 2(1 — y/5), ρ — ρ'= — 2 y/2 y/— 3, 
Pi + p'i = 2 C1 — 3 \/5), p,j- p't = 2 y/a (2 -t- y/5)y/— 3, 

ρ G -+- p' G' = 1-4-3^2 — 
ρ G — p' G' = — (1 — v'5 — y/2) y/— 3, 
p, G -t- p. G' = — r -f- 3 y/5 — 6 y;2 — 3 y/2 y/5, 
p,G —p'

t
G'=(i — 3y/5 — 2y/2 — y/a y/5) y/— 3, 

p G'"-+- p' G = r — 3 y/à — v'5, 
p G'— p'G = (1 — y/5 -t- y/2)^— 3, 

p«G'-t- pi G = ■—1 -f- 3yà> -f- 6^2 -t- 3y/2y'5, 
p. G' — p'

t G = — (1 — 3 y/5 -t- 2 y/2 -4- y2 v'5)y/—.3; 
partant 

fl = 2 + y/5, 5 = 3-4- y/à, c = 3 — y'à. 
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