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EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES SOLIDES ELASTIQUES. 329

Complément & une étude de 1871 sur la théorie de Iéquilibre
et du mouvement des solides élastiques dont certaines dimen-
sions sont trés-petites par rapport & d’autres ;

‘Pan M. J. BOUSSINESQ.

surte [*].

IV. — EquaTioNs D'EQUILIBRE D'UNE PLAQUE.

19. Les modes d’équilibre d’un prisme qui servent de type 3 ceux
d'un trongon de plaque, en ce sens que ces derniers en différent d’au-
taut moins que la plaque est plus mince par rapport & sa Jongueur et
4 sa largeur, sont ceux dans lesquels, nulle force extérieure n’étant
appliquée aux bases du prisme ni & sa masse, la constitution de la ma-
tiére, les forces N, T et les déformations?, g sont les mémes aux divers
points d’un feuillet quelconque paralléle aux bases. Nous suppo-
serons normal i celles-ci I'axe des z du systéme local de coordonnées
qui sera propre au trongon,

Les trois équations indéfinies ordinaires de 1’équilibre d’un prisme

dN, dT, dT, dT, dN,  dT, dT,  dT,  dN; o

B+ rz =0 Ggrry+tg=0 g+rg+g=

. s see d(N,T ra e
deviendront, grice anx conditions Tig,y)) = o0, caractéristiques du genre
"9

*] Voir la premiére Partie 2 la page 163 de ce volume.
p Pag
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330 3. BOUSSINESQ-
d’équilibre considéré,
i, AL, A%
dz ' ds ' dz

=aQ:

combinées avec les relations T, = o, T, = 0, N, = 0, spéciales 4 cha-
cune des deux bases, elles reviennent a dire que les trois composantes
T,, T,, N, de l'action mutuelle de deux feuillets quelconques sont
nalles partout. '
d(%, T)
. d(z,y )
vraies dans un troncon de plaque qu’a une premiére approximation,
on ne cessera pas d’avoir un probléme abordable, pour le cas ordi-
naire o la contexture est symétrique par.rapport-aux faces des. feuil-
_ Jets, et l'on atteindra, dans le méme cas, 2 une approximation plus
élevée pour une plague plane, pareillement i ce qu'ona vt au n° 4 pour
un trongou de tige, si 'on annule senlement : r° les dérivées secondes.
oN, dN, I, 20 les dérivées premiéres en x, ¥ des forces
dy* " dxt’ dx*ydxdy;dy? ?
Ta, T, qui étaient nulles 2 une premiére approximation. Rien n’empé-
chera méme d’ajouter aux premiers membres des deux premiéres équa-
tions (43) les composantes respectives, suivant les x et suivant les 7,
d’une action extérieure rapportée i I'unité de volume, pourvu que les
dérivées en x et en ¥ de ces petites composantes soient insensibles.
En effet, les deux premiéres équations (43), différentiées chacune

20. Mais, sans faire loutes les hypothéses = 0, qui ne sont

. : atal :
par rapport a Xx- et par rapport a ¥, donneront T, dzdy = Oy

@ N, . _ TR :
Frop =l en sorte que tomesvles dérivées secondes em & et y de
. s (3. s d
Ny, N,, T, seront nulles. La troisiéme (43), réduite & —;11% = o, don-

nera également N, =o, en fenant compte d’une condition spéciale
aux bases du prisme. On aura donc, en somme;

— dl(Nu N, T‘s) — d(T2’Tl) e - °
(44) No=0, gozmad O Azr) O

On voit que l'action mutuelle de dewx feuillets contigus dela plaque
se réduit & ses deux composantes fangentielles T,, T,, ou r'a pas de
composante normale sensible N. -



EQUILIBRE ET MOUVEMENT DES SOLIDES FLASTIQUES. 331

Dans ce numéro, je suppose la contexture du prisme symétrique‘ par
rapport au plan des xy, ce qui revient a dire : 1° que N, N,, N;, T,
dépendent seulement de 3, 3,5 3,5 gay; 2° que Ty, T; dépendent sen-
lement de g.;, gz Chaque feuillet du prisme étant d’ailleurs homo-
gene dans toute son étendue, annulation des dérivées secondes en &
et y de Ny, N;, N,, T, équivaut a poser

- d?(dzy Ay 3z, By) _
(43) a, dedy, dyt O

et celle des dérivées premiéres de T,, T, en x et y donne 4 son tour

= 0.

d(ges g]")
(46) Az 7]

Enfin, vo la formule de Nj, la relation N; = o est une équation
qui permet d’exprimer linéairement 3, en fonction de 3, 3,, gy, puis
de porter cette valeur de 9, dans les expressions de N,, N, T,.
Celles-ci deviennent alors de la forme

(47) Ny = C{B2%+ % + f'8y)y No=ClB:+ 3, + f8a)
: Ty = C(Pz + 7% + 7'8ay)
elles ne dépendent que des déformations 3, 2,, g, éprouvées, au point
{2y ), par le feuillet qui y passe et dans les sens paralléles a son
plan tangent. Nous supposerons que le coefficient positif d’élasticité C
puisse seul varier d'un feuillet & T'autre, ou que les coefficients
B. f'5-.., ¥ soient indépendants de z; cela revient & admetire que,
pour d'égales déformations 3., d,, 8., éprouvées par tous les feuillets
(supposés isolés) dans leurs propres plans, les forces déformatrices N,

N., T, conservent, chez tous, les méines rapports. ]
. de  do
Les quatre relations (46), en y rewplagant g.,. g, jar + T

4 dw . s .-
& + =, puis ajoutant deux résultats, donnent
dz =~ dy

d.,  dw 4,  dw d (du da) ou dg., droe

4 e, Y2, 2=, pii- L QU .
(48) dz dz*’ da dy? 2 dy ' dzx dz 2 drdy

Les seconds membres de celles-ci sont continus quand z varie ou

42.
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que’on passe d’un feuillet & unantre; car le déplacement w a d’'égales
valeurs pour deux feuillets contigus du prisme, méme hétérogenes, et
par suite les dérivées de ces valeurs en - et y sont aussi égales. Or,
ces trois seconds membres des équations (48), différentiés par rap-
porta z, donnent zéro pour résultal, parce que trois des rela-
d*d,

da’y dy?, dx dy
fixer les idées, on appelle w, le déplacement transversal w pour la
couche (tangente & un feuillet. du trongon) qui a été choisie dans sa
position primitive comme plan local des xy, on peut remplacer w
par w, dans les équations (48).

Désignons en outre par 32,2, g les valeurs de 3, 3, g SUr le
méme feuillet tangent au plan des xy; les équations (48), multipliées
par dz, puis intégrées, donneront :

tions (45) ne sont autres que =o0. Si donc, en vue de

dw, a2, - iy

S _ _.. cA = g? oy
(49) 3z =3 — 3% By—bz‘—'jﬁﬂa Boy = 8y T 2 gy *

Ainsi, les déformations 3,3, g.,, éprouvées par les feuillets dans
les sens paralléles & leurs plans, varient linéairement le long d'une
normale ¢ la plaque. ' A

Yappellerai feuillet moyer la surface matérielle, sensiblement parai-
léle aux deux faces de la plaque ou aux bases du prisme, qui con-
tiendra les centres de gravité des normales menées 3 cette méme sur-
face et d’'une base & Vautre dans I'état primitif, les centres dont il
s’agit étant détérminés d’apreés la supposition que chaque élément dz
des normales ait une masse, par unité de longueur, égale 4 la valeur
du coefficient d’¢lasticité G sur cet élément. Le plan local des ay sera
supposé constamment tangent au feunillet moyen du trongon ou du

prisme, en sorte qu'on aura, si f désigne une intégrale prise sur toute
: /3

’épaisseur & de la plaque,
(50) o ﬁ(ﬁzdz =o0.

" Tappellerai en outre ¢’ la valeur moyenne de Csur toute Pépaisseur
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h’ - . 1 )
k, et C” —le moment d’inertie d'une normale par rapport & son centre

de gravité : en d’autres termes, je poserai
(50bis) Ch =dez, ck = sz”rlz.
13 LEN

Ou remarquera que, dans le cas d’'une plaque homogeéne, pour la-

quelle le coefficient Cest constant, ces formules (50 bis) reviennent a

. b,k
prendre C' =G, C” = G, vu qu’alors z varie de — ;‘ 4z

2

21. 4 unepremiére approximation, les formules dunnméro précédent
subsistent dans le cas général ot la matiére ne posséde aucun plan de
symétrie de coniexture. En effet, d’une part, les trois égquations T, = o,
T, = 0, N;= o trouvées plus haut y donnent g, g,., 9. en fonction
linéaire ded,, 3, g.; ce qui rameéne les expressions de N,, N,, T; aux
formes (47), oit nous admeltrons toujours que f3, f', ..., 7" soient
indépendants de z. D’antre part, la nullité supposée des dérivées
des N, Ten x et y entraine celle des dérivées pareilles des 3, g; et
les relations (45), (46), (48), (49) ne cessent pas non plus d’étre ad-
missibles. ‘
~ Evaluons maintenant, & ceite premiére approximation, les actions
totales exercées par unité de longueur & travers deux sections faites
dans la plaque svivant deux sarfaces matérielles primitivement per-
peodiculaires an feuillet moyen et entre elles : nous supposerons la
premiére section primitivement normale 4 I'axe des x, la seconde
primitivement normale i 'axe des y.

Les forces T,, T, se trouvant négligeables, la pression exercée sur
un élément plan de la section normale aux x n’a que les deux compo-
santes N,, T;, dirigées respectivement suivant les & et suivant les y;
de méme, la pression exercée surun élément de la section normaleaux y
n’a que les deux composantes T;, N,, dirigées'aussi suivant les x et
les y. Cherchons la valeur statique totale de ces forces, pour toute
une bande comprise entre deux normales au feuillet moyen, menées,
trés-pres I'une de T’autre, dans chaque section.

A cet effet, portons les valeurs (49) de 3, 3,, g., dans les expres-
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sions (47) de Ny, N,, Ty, et posons, pour abréger :

n = Bo% -+ BOL 4 Brgh, mh =R+ f0 + Bl

51
51) £y = P+ 70 + 718
d*w d2w 2w,
m=Fg5+F 5w+ 20 g
. diovy r e, n @y
(52) 722:@, dz? +ﬁ1 dy +2ﬁl dzdy’
., T wy ,
=Y gtV gp V2V dray
1l viendra

(53) N, =C(n; — zny)y No=C(n; —znms), Tz= Clz: — zt,).

Occupons-nous d’abord de la bande de section normale aux 2.

Les parties Cn} de N, sont des forces paraliéles-et de mémes sens
sur les divers éléments de cette bande, et il en est de méme des par-
ties C2¢ de T,. Elles éqnivalent en tout & deux forces appliquées au
centre de gravité de la bande, ¢’est-a-dire & un point de son intersec-
tion par le fenillet moyen; la premiére est paralléle aux x ouperpendi--
culaire 4 la bande, la seconde paralléle aux y ou dirigée suivant I'in-
tersection de la bande par le feuillet moyen. Leurs valeurs lotales,
rapportées a 'unité de largeur de la bande ou & P'unité de longueur
de la section, sont respectivement

n dez, £ f, Cdz, ou Chn:, Cht.
13 o

Au contraire, les parties — Cn,z, — Clyz de N, T, changent de
signe avec z et ont leurs valeurs moyennes nulles d’aprés la rela-
tion (50). Elles équivalent dong 4 deux couples, dont les moments
totaus, rapportés i I'unité de largeur de la bande et supposés positifs
quand ils tendent & imprimer & celle-ci une rotation, autour de son

centre, daps le sens des x ou des y posilifs vers les z positifs, sont
e

. ) . g i
respeclivement | z.Cn,zds, | 2.Ct32d3, cest-a-dire ¢’ —ny, C'—13.
p A i > Ji 3 2 Vg R

Le premier de ces couples est perpendiculaire & l'intersection de la
bande par le feuillet moyen, le second est paralléle i la bande.
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De méme, les forces exercées sur une bande ou section perpendi-
culaire aux y équivalent par unité de longueur: 1° & deux forces
C'ht;, Chni, I'une tangentielle, I'autre normale, appliquées a son
centre de gravité, point situé sur lmtersectxon de la bande par le

1

fenillet moyen; 2° & deux couples C”—ta, c ——nz, qui se trouvent, le

premier, paralléle 4 la bande, le second, perpendiculaire 4 Pinter-
section de [a bande par le feuillet moyen.

22. Ces résultats ne sont exacts qu'a une prewmiere approximation,
c’est-r-dire dans I'hypothése multiple que la constitution et 'état de la
matiére soient Ies mémes, & I'intérieur du trongon, sur toute 'étendue
d’'un feuillet quelconque paralié¢le au feuillet moyen, que ces feuil- -
lets soient plans 4. I'état naturel, et que ni les bases ni la ma.se du
trongon ne supportent aucune action extérieure. En réalité, les pres-
sions, quelles qu'elles soient, ‘exercées sur une bande ‘infiniment.
éiroite, primitivement perpendiculaire 4 une ligne matérielle dun
feuillet moyen et comprise entre deux autres lignes matérielles d’a-
bord normales & ce feuillet, équivalent en tout: 1° & trois forces
appliquées en un point de D'intersection de la bande par le feuillet
moyen et dirigées, I'une suivant la ligne primitivement normale & la
bande, la seconde suivant I'intersection de celle-ci par le feuillet
moyen, la troisiéure suivant la normale aux deux premiéres; 2° 4 deux
couples respectivement perpendiculaires, le premier, 2 I'intersection de
Ia bande par le fenillet moyen, le second, & la ligne qui était primitive-
ment normale i la bande. Il n’y a pas 4 considérer un troisiéme couple
paralléle au feuvillet moyen, parce qu’il serait de | ‘ordre du carré dela
largeur dela bande, et par conséquent négligeable, comme composé _
de forces comparables 2 cette largeur et ayant des bras de levier
également de l'ordre deé la méme largeur. Ce qui précéde montre que,
pour les bandes ou sections primitivement normales aux x etaux y, les
composantes, suivantleursintersections mutuelles par le feuillet moyen,
des forees totales qu’elles supportent, ont, par unité de longueur pri-
mitive des sections, des valeurs peu dlfferentes respectivement de

r . . . 0
=Chn?, =Cht}; &=Cht}, 5= C’Izp .
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Ces valeurs, vu les expressious.(fix) de nf. nd, 5, reviennent a-
celles-ci-: o
T, =CR(B 2+ B+ F"83)
(54) s, =Ch(BaL-+ a0+ Figd),
— & =Ch(PL +72 -+ 8%):

Quant aux couples qui sont appliqués aux mémes bandes et qui se
trouvent tous normaux au plan du feuillet moyen, en les rapportant
aussi 2 I'unité de longueur primitive des sections, et désignant les deux
qui sont perpendiculaires aux bandes (couples de flexion ) par vz vy,
les deux qui'sont & peu prés paralléles aux bandes (dits couples de
torsion), et qui ne différent pas sensiblement I'un de l'autre, par T,
on aura, sauf erreurs négligeables,

V= C”%n., v.,'=C"%n._,, -c=C”—Et,,

c’est-a-dire, 4 cause des valeurs (52) de n,, n,, Z3,

__C” B d"'u-’. , d2ov, oy ¥y

V2= ( = B 2P )

3 drw, o APV v d"'ﬂ',)
(‘ S dzt +P1 dy? +2@1d.rdy' ’

7

(55) {Vr=

12
cr I d:w, &, d2w,
N L O S i PV s A B

12 dc* dy? dxdy

Enfin, nous désignerons par
Zx’, Z‘I'

les composantes respectives, snivant la normale au feunillet moyen ou
i fort pea prés suivant les z, des actions totales exercées par unité de
longueur sur la section perpendiculaire aux x et sur la section perpen-
diculaire aux y. Ces composantes (appelées efforts tranchants), nulles
4 une premiére approximation ou dans le cas limite d’'une égale répar-
tition des pressions en tous les points d’un méme feuillet, deviennent
sensibles 4 une seconde approzimation.

Les déformations 32, 32, g%, qui paraissent dans les expressions (54)
de 3., 9%, 6, sont celles que le feuillet moyen a éprouvées suivant les
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sens paralléles a son plan tangent, a I'endroit considéré. Les dérivées
dw, oy dio,
dei dy? dedy
caractérisent parfaitement les courbures prises au méme endroit par
une surface matérielle primitivement plane et tangente au feuillet
moyen, courbures représentant elles-mémes les modifications éprou-
vées par celles du feuillet moyen. Si on parvient 4 calculer les dé-
placements, dans 'espace, des divers points de ce feuillet, on pourra
connaitre, en chaque endroit ou pour chaque trongon, les quantités
20,20, g0 Lo Lo Penn
FIFN0WY ot dyr dzdy
par la matiére, au moyen des formules approchées (49g) et de celiés
qui donnent g, gy, 2; en fonction de d,,d,, g,y

» dont dépendent les valeurs (55) des couples v, v,, 7,

» et puis y évaluer les déformations éprouvées

23. Voyons actuellement comment s’obtiendront les équations in-
définies d’équilibre de la plaque. II suffira de considérer, a cet effet,
un filet de matiére compris entre quatre seclions infiniment voisines,
primitivement normales deux & deux et au feuillet moyen, puis d’ap-
pliquer 4 ce filet infiniment petit les principes des quantités de mou-
vement par rapport & trois axes rectangulaires, et celui des moments
par rapport aux intersections du feuillet moyen par deux faces conti-
gués du filet. On aunra ainsi, entre 9%,, 3oy, &, Vzy Yy Ty Zyy Z,, ou leurs
dérivées dans des sens paralléles au feuillet moyen, cinq équations,
que Pélimination de Z,, Z, raménera & trois : or il faut précisément
trois équations indéfinies pour déterminer les composantes, suivant
trois axes, des déplacements des divers points du feuillet moyen.

Bornons-nous au cas d’une plaque primitivement plane, peu dé-
formée, et supposons qu'on ait pris pour plan géncral des xy le
feuillet moyen daws sa position primitive. Nous construirons, & partir
du point quelconque du feuillet moyen dont les coordonnées primi-
tives sont &, ¥ et que caractériseront ces coordonnées, un filet de
matiére qui ait, dans son état primitif, pour hauteur I'épaisseur % de la
plaque et pour section normale un élément rectangulaire, dx dy, du
feuillet moyen, & cotés infiniment petits, dx, dy, respectivement pa-
ralléles aux a et aux y. Jappellerai: p la densité moyenne primi-
tive de ce filet de matiére, ou phdxrdy sa masse, et phXdxdy,
phYdxdy, phZdxdy les composantes totales, suivant les trois axes
13

Journ. de Math, (3¢ série), tome V, — Ocrosse 1879,
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fixes rectangulaires ox, oy, oz, des actions extérieures qu’il sup-
porte.

On sait que les denx élémenls rectilignes du feuillet moyen, primi-
tiverent égaux i der, dy, qui partent du point matériel (r, ), auront
pour projections sur les axes, aprés de petits déplacements Uy oy Wos le

premier, (1 + (;"")d oy - de, dW" o dx; le second, o= Ll d)’, ( "') dy,

dw,
;' dj En divisant respecnvemenl: ces prOJectxonq par les racines car-

rées de Ia somme de leurs carrés, on trouve queles cosinus des angles

que font avec les axes ces éléments rectilignes, aprés les déformations,
rlo, dw, . du, dw,

Zo* —7; pour le premier; %’ g pour le

second. Par suite, les cosinus des angles faits avec les axes par la nor-

valent sensiblement 1,

o, dw,
= T Tels sont les neuf co-

sinus par lesquels il faudra multiplier les forces respectives — 9% dy,
— &dy, — Z.dy, appliquées & la premiére face hdy du filet, et les
forces analogues, valant sensiblement — 6dx, — o, dx, — Z,dx,
qui sont appliquées 4 la premiére face kdx, pour avoir leurs compo-
santes sur les trois axes ox, @7, 0z. Les composantes appliquées aux
faces opposées auront des expressions pareilles, mais changées de signe
et augmentées respectivement de leurs différentielles par rapport a x
d(%"%r.' G) les
(=)
produits, par les petits cosinus z—::, %, -+« ou plutdt par leurs dérivées,
soit des forces mémes 9., I, &, qui sont de Pordre des petites dé-
formations d?, 32, g%, soit surtout des forces encore plus petites Z, Z,
(numéro précédent), il vient pour composantes totales, suivant les z,
les y etles z, des pressions appliquées aux quatre faces du filet consi-
déré de matiére,

(% s DNdzdy, (5 +27)dxdy,

Z Tz
+a‘G, - )]dxdj.

male au feuillet moyen seront —

ou par rapport 4 y. En négligeant devant les dérivées

d divy v,
[!75 (Zx"‘m’xtz‘; + a$) + 5 (Z +8

dews

Egalons 4 zéro les sommes respectives de ces expressions et des
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composantes p A X dx dy, phY dxdy, p hZdx dy de I'action extérieure;
pais divisons les résultats par dzdy. 1l viendra

- G (¢ d:
(56) d}t i =0, —+ m’—l—th_.o-
dZ. dZ, d*w, - o, A,
p s(d +dj)+(m,xd4 254;@"‘””?)
( 7) devy Ao, de dw, [dEG dm) 17
te\T T T \@ +pht=o.

Les deux équations (56), dans lesquelles on portera les valeurs (54)
de 9%, 9%,, G en fonction de 3,27, gl., c’est-a-dire en fonction de i”;’,
(lu, _t_l_lt_, X do,
([J dy dr
plaqueé { elles serviront a calculer les déplacements z,, v, éprouvés par
le feuillet moyen dans les sens des coordonnées x, ¥ paralleles a son
plan primitif.

—s régissent leqmllbre d’extension. ou de contraction de la

. d%.  d8 dS  d,
Quant & I’équation (57), on peut y remplacer —= + — o o

par les valeurs — phX, — phY tirées de (56), puis observer que la
somme ph (Z Xd“"
projection totale, sur la normale au feuillet moyen, de I'action exté-
rieure rapportée a I'unité de surface de celui-ci, peut étre générale-
ment confondue avec phZ. Cette équation devient donc

~ dZ. dzZ, vy d?wy
(58) ( —i—d),)-l—(a‘c,J — + 28 Tody —l—), e )—l—pilZ—o.

Y-~ v ) »qui y parait alors et qui représente la

24%. 1l reste, pour déterminer Z,, Z,, & appliquer aux forces qui sol-
licitent le filet considéré % dxdf le prmcnpe des moments par rapport
aux deux éléments rectilignes, émanés du point watériel (x, y), qui
étaient primitivement dz, dy.

Les actions extérieures, exercées sur le filet, n’auront que lenrs
composantes paralléles au fenillet moyen, dont les bras de levier soient
sensibles, et ces composantes, en tout de 'ordre du produit dx dy,
ne donneront méme que des moments totaux négligeables si elles se
trouvent distribuées & peu prés pareillement de part et d’autre du
feuillet moyen. En ontre, les composantes 9%, &, tangentes i ce feuil-

43..
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let, des forces appliquées aux quatre faces du filet, n'auront que des
mouments négligeables, va que leur résultante, pour chaque face, sera
de I'ordre de dx ou de dy, et passera 4 des distances infiniment pe-
tites du second ordre, sinon méme nulles, des éléments matériels dy
ou dx parrapport auxcuels se prennentles moments. Seules, les forces

dZ. dz.
— Z.dy, - Z.dze, (Zx—l- E—dx) dy, (Z, + -d—;’-zly) dx, dont les bras
de levier autour de dy et dx vaudront, i fort peu prés, o et‘% )

pour la premiére, [—lg et o pour la seconde, dz et—'i—y pour la troisiéme,
dx )
2
produit dx dy : ces moments égaleront en tout Z,dxdy par rapport
a dy, Z, dx dy par rapport & dz. Il faudra y joindre la somme des
moments, par rapport a dy ou & dx, des huit couples appliqués aux
quatre faces du filet, et dont quatre, '

et dy pour la quatriéme, donneront des moments de I'ordre dv

— v dy, (vx + %dx) dy, —tdz, (‘r,—i— adf dy) d,
sont sensiblement perpendiculaires i dy, les quatre autres,
—dy, (‘r + g—; dx) dy, — v, dx, (v,. +%{dy) dx,

seusiblement perpendiculaires i dx.
Ces huit couples peuvent étre simplement ajoutés deux a deux, algé-
briquement, sauf erreurs négligeables. En effet, les deux conples

— v dy, (vz-b- %dx) dy, par exemple, sont perpendiculaires, le pre-

du,
ek

‘mier, & une droite dont les angles avec les axes ont pour cosinus T

- dos, | .
L5 le second, 4 une droite dontles angles avec les axes ont les

mémes cosinus augmentés de leurs différentielles en x. L'angle de
ces deux droites est donc de I'ordre du produit de dx par les petites
du, dw,
o a’dy
composé en deux, I'un, normal & la méme droite que le couple

Aol . dv- N .
dérivées en x de ; et le couple (v,—i— (Ed:c) dy peut étre dé-
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— v dy et égal au produit de (v,,—l—g—:f’dx) dy par le cosinus de ce

petit angle, cosinus évidemment réductible & I'unité sauf erreur de
I'ordre de dx*, 'autre normal 4 une droite perpendiculaire et égal au

. b, . ) . .
produit de (vx—l— (i; dx) dy par le cosinus de I'angle complémentaire
ou par le petit sinus de 'angle considéré. I.e premier de ces couples,

ajouté & — v, dy, donnera simplement _~dxdy; le second, étant de

, . ) . ' . o du, dw,
Pordre du produit de v, dy dx par les petites dérivées en x de Pl

, xe . - df \
sera négligeable en comparaison de couples tels que z%}df dx,
-

coté desquels on aurait & le compter. Les huit couples pourront ainsi
se réduire 2 quatre, dont deux, mormaux a dy, vaudronten tout,

d
—1) dxdy, et dont les deux autres, normaux

. dv,
sensiblement, (d—l—l- p

3 A d d

a dx, vaudront de méme (== 4+ =2
de = dy

ples totaux ne donnera pas d’ailleurs de moment appréciable par rap-

port a 'axe auquel il est a fort peu prés paralléle.
En résumé, le principe des moments conduit 2 annuler les deux

) dz dy. Chacun de ces deux cou-

sommes
_ ou A poser
(50) =—(Z+5) &=—(2+5)

Ces valeurs de Z,, 7,, portées dans (58), donnent enfin la troisiéme
équation indéfinie de P'équilibre, celle qui régit la fexion de la
plaque :

a"v,_‘_2 dr  dv,
T \d2 " Tdzdy T dr

<60) diar, d?or, o, '
-+ %175+2Gdz_¢{7+%f? +p’ZZ=U.

1l ne reste plus qu’a y substituer aux couples v, v,, © leurs expres-
sions (55) en fonclion des courbures prises par le feuillet moyen.
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25. Les termes non linéaires de (60), c'est-a-dire ceux qui con-
tiennent les produits de Jt,, 9%, & [iat‘ les dérivées secondes de w,,
sont insensibles pour une plaque simplement fléchie, sans extension
ui compression dans les sens paralléles 4 son plan, et méme pour une
plaque d’une certaine épaisseur soumise 4 des tensions ou compres-
sions. Mais ils deviennent trés-sensibles, ou méme prédominants,
quand la plague n’a qu'une épaisseur % fort petite et que les couples
Yy ¥,y T, comparables & %2 d’aprés (55), deviennent comme des infini-
ment petits d’ordre supérieur devaut les tensions 9%, 9%, & qui,
d’aprés (54), sont de 'ordre de k. Alors la plaque ne résiste presque
a la flexion qu’en vertu des tensions qu’elle supporte, et elle preud le
nom de membrane.

On peut voir, dans mon Mémoire Sur les plaques, de 1871, com-
ment les trois équations ordinaires de I'équilibre d’un élément de
volume, multipliées par dz et intégrées  partir de la base inférieure
de la plaque, font counsitre, soit les petites composantes transver-
sales T;, T., négligées & une premiére approximation, des pressions
exercées sur les éléments plans de deux sections normales anx x et
aux y, pressions dont Fanalyse ci-dessus donne seulement les résul-
tantes (efforts tranchants} Z., Z,, soit méme la trés-pelite composante
normale N; de la pression supportée par les feuillets de la plaque. 1l
est a remarquer que la théorie générale des plaques présente & cet
égard bien moins de complication que celle des tiges. Cela tient a
ce que des difficultés d’intégration qu’on ne pouvait s'empécher d’a-
- border dans la théorie des tiges, et qu’on a résolues en eifet (pour le
cas ou la coutexture est symétrique par rapport aux sections ncrmales)
quand on a trouvé aux équations (13) les intégrales (18), ont pu étre
évitées dans la théorie générale des plaques. Mais aussi les équa-
tions (56), (60), qui restent & intégrer dans ce dernier cas, présente-
ront des difficultés autrement grandes que les équations (34) et (36)
relatives aux tiges.

Je renverrai également au Mémoire de 1871 pour tout ce qui con-
cerne établissement des conditions spéciales au contour des plaques.
Je n'y ai fait usage que d’un principe universellement admis, et dont
M. de Saint-Venant a montré a plusieurs reprises Pimportance. Ce
principe peut s’énoncer ainsi : Des forces extcrieures qui se font équi-
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libre sur un solide élastique, et dont les points d’application se trouvent
fous compris & lintérieur d’une sphére donnée, ne procuisent que des
déformations insensibles & des distances de cette sphére qui sont d’une
certaine grandeur par rapport & son rayon. Il répugnerait, en effet, que
I'influence statique de certaines actions, confinées foutes dans une ré-
gion déterminée, piit se faire sentir avec une intensité notable jusqu’a
des distances quelconques de cette région. Par suite, et & cause du
principe de la superposition des petits effets, qui s’étend aux solides
élastiques pen déformés, le mode effectif d’équilibre d’une plaque ne
sera changé que d’une maniére insignifiante, si I'on applique i une
petite portion de son conlour un systéme de forces, comparables in-
dividuellement & celles que supporte déji cette portion de contour, mais
se faisant mutiellement équilibre. Les nouvelles déformations dues a
ces forces n’auront de valeurs sensibles que dans le voisinage de la
région d’application : au del, elles disparaitront devant celles qui
proviennent des forces primitivement appliquées i la méme région.
Si 'on introduit pareillement, sur toutes les petites portions du con-
tour, des systémes de forces se faisant équilibre, les déformations
totales qui en résulteront seront négligeables en comparaison des
déformations antérieures dues i I'ensemble des forces que supportait
déja la plaque, abstraction faite toutefois d’une zone de peu de lar-
geur, contigué au contour. En d’autres termes, on a le droit de rem-
placer les vraies actions extérieures, exercées sur le cylindre contonr-
vant, par d’aufres distribuées comme on voudra, pourvu qu’elles
‘équivaillent statiquement aux premiéres sur toute partie du cylindre
trés-petite en tous sens. J’ai montré que les actions extérieures dont il
s'agit, pour chaque portion du cylindre contournaut comprise entre
deux génératrices voisines, sont ainsi réductibles i une force s'exercant .
sur le feuillet moyen et 4 un couple normal au contour du méme
feuillet (couple de flexion). A I'inverse, quelles que soient les valears
totales de cette force et de ce couple, on peut statiquement les décom-
poser en actions élémentaires, réparties sur le cylindre contournantde
telle sorte que les modes simples ou réguliers de déformation qui s’ob-
servent 4 une certaine distance des bords se continuent jusqu'anx bords
mémes : et c’est ce que I'on suppose toujours, pour plus de simplicité.
I est vrai que celte maniére de procéder revient, comme dans la
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théorie des tiges, 4 ne pas tenir compte des déformations trés-com-
plexes qui se produisent aux extrémités des corps allongés ou aplatis,
la ot P’état de la maliére varie aussi rapidement dans les sens des
grandes dimensions que dans ceux des petites. Mais le calcul général
de ces déformations ou perturbations locales n’est pas actuellement
abordable 4 Panalyse, et, d’ailleurs, il y aurait toujours lieu d’en faire
d’abord abstraction pour ne s’occuper que du phénoméne d’ensemble,
bien plus simple. En toute rigueur, les viaies relations spéciales au con-
tour d’une plaque dont on suppose les bases libres consisteraient, pour
chaque point d’une génératrice du cylindre coutournant, a égaler les
trois composantes de la pression exercée du dedans sur ce cylindre &
trois fonctions arbiiraires de la coordonnée transversale z, qui expri-
meraient les trois composantes analogues de la pression extérienre.
On aurait donc une infinité de conditions se rapportant & une méme
bande du cylindre contournant. Seulement, pour le but que I'on se
propose, toutes ces relations sont insignifiantes, en tant qu’elles
servent & régler les perturbations locales, etil suffit d’extraire de leur
ensemble, comme on 2 pu le faire grice au principe énoncé, les con-
ditions strictement nécessaires et suffisantes pour déterminer lesvraies
déformations générales produites [*]. ’

[*] Depuis que la rédaction de ce Memoire est terminée, j'ai reconnu que
MM. Thomson et Tait avaient, quatre ans avant moi, dans leur beau Traité de phi-
losophie naturelle (1867, n° 645 & 648), envisagé la question des conditions spéciales
au contour des plaques exactement comme je Tai fait en 1871. Iis ont en outre, aux
0o 724 & 729 du méme Traité, donné sous leur forme dpprochée des termes qui ex-
priment les plus simples des perlurhalion; locales et qui justifient analytiquement,
comme le font voir les illustres professeurs écossais, Ja réduction des couples de torsion
3 des efforts tranchants, que Poisson n’avait pas apercue. Ces mémes termes, retrouvés
en 1877 par M. Maurice Levy, mais seulement sous,unc forme plus générale et plus
complexe qui n’en montrait pas le vrai sens, ont $té I'occasion d’une polémique engagée
Q'abord par lui au Journal de Mathématigues (juillet 1897), puis continuée dans les
Comptes rendus de I'Académie des Sciences (17 et 31 décembre 1877; 14 janvier,
4 et 18 février 1878), et qui, je l'espére du moins, n'aura pas été inutile pour I'éclair-
cissement de cetle question délicate.




