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Sur la réduction en fractions continues de eF':, 
F (a?) désignant un polynôme entier ; 

PAR M. LAGUERRE 

L'étude du développement en fractions continues d'une fonction 
d'une variable conduit, dans un très grand nombre de cas, à la 
considération d'équations différentielles linéaires et du second 
ordre. Elles ont pour solutions les polynômes qui forment les déno-
minateurs des diverses réduites. 

Dans deux Notes précédemment publiées ('), j'ai déterminé la forme 
de ces équations; pour résoudre complètement le problème, il reste 
à déterminer les coefficients des polynômes qui entrent dans leur 
expression. 

Ce problème présente d'assez grandes difficultés et j'ai essayé de le 
résoudre dans la Note qui suit; j'y traite seulement le développement 
de la fonction eFW, où F(x) désigne un polynôme entier d'un degré 
quelconque, et je fais l'application de la théorie générale au cas où 
F(.r) est du second degré. 

(1 j Sur l'approximation des fonctions d'une variable au, moyen des fractions ration-
nelles [Bulletin de la Société mathématique de France, t. V, p. 78}. 

Sur l'approximation de diverses transcendantes qui renjerment comme cas particu-
lier les intégrales hyperel/iptiques (Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences ). 
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I. 

1. Soit F(J?) un polynôme entier du degré m; posons 

(x'ln^) (*) 

φ„(χ) e( f„(x) désignant des polynômes du degré n. 
On en déduit 

F(a?) = logy„(x) — logf„(x) 4- (χ2""4-'), 

puis, en prenant les dérivées des deux membres, 

F {χ) = + (x>») 

et 

F'(a?) o
r
\x)f

n
{x) - <p'

n
(x)f

n
(x) 4- ψ„{χ) f'

n
{x) = χ""Θ„(χ), 

Θ„(χ) désignant un polynôme du degré (m — i), qui généralement ne 
sera pas divisible par x. 

Si, dans cette relation, on considère fn{x) et ®„{x) comme connus, 
on a, pour déterminer <p

n
(x), une équation linéaire et du premier 

ordre. En l'intégrant d'abord, en négligeant le second membre, on 
aura 

(i) y
n
{x) = t?^f

n
{x)z, 

et ζ sera, comme on le sait, déterminé par la relation 

w
 -

z=
J—rÎM~" 

En désignant par a, β, ... les diverses racines de l'équation 

(*) Dans lout ce qui suit, je désigne généralement par [xp) une série ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de χ et commençant par un terme en χρ, sans avoir 
égard aux valeurs des coefficients de cette série. 
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J
n
(x) — o, posons l'identité 

Jl[■*) — «i- «' 

où Ρ est un polynôme du degré (m-i)eni. 
On en déduit 

-J e-K;r' P dx –h e~*X)pdx (.r— «)* _ / e“*1 w q dx 2d J X — y. 

ou encore, en intégrant par parties le deuxième terme du second 
membre de la relation précédente, 

- ζ = f er^V dx - 2 S + Σ f e~FW 1(1) 

ou encore 

- a = f e-^' Ρ dx - ^ Γe-"',/x 

+ Σ fe
~

r[x]
~~-~

ldx
· 

Or la valeur de ζ ne peut, comme cela résulte de l'équation (i), 
renfermer d'autre transcendante que la fonction eFW; on a donc, pour 
toutes les racines de réquationyj,(a:) = o, 

q — p F'(«) = o. 
Un calcul facile donne 

/·ι"] [?"-£$]/>)-/m' 

d'où il suit que le polynôme^, (JC) satisfait à une équation linéaire et 
du second ordre de la forme 

<3> r" ~ [τ+ 

où H„(;r) Résigne un polynôme entier en jrdu degré a (m — i). 
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2. L'équation (3) peut se mettre sous la forme suivante : 

.J Γ -F(jr)v» -| 

On en conclut qu'une seconde solution de cette équation est donnée 
par la formule 

•r =■/·<*> J /ii-i 

ou, en vertu des relations (i) et (2), 

χ = φ„(χ)β n". 

3. C'est sur cette importante propriété que je m'appuierai pour dé-
terminer les coefficients des polynômes &„(x) et H

n
(ar). 

A cet effet, je remarque quef
n
_

{
{x) satisfait à l'équation 

(4) [fcil +«=$-r(»)]-v-£$ 

dont une seconde solution est 

M= <p„-,(x) e F,J|. 

Formons l'équation linéaire et du quatrième ordre Ω — o, à laquelle 
satisfait l'expression 

2 = «y ; 

la solution la plus générale de cette équation est, en désignant par 
A, B, C et D quatre constantes arbitraires, 

&jn{x)jn-,{x:) + fyn{x) 9n-,{x)e 
-t-C/„_,(ar)(p„(jr)e -t- D ψ„(χ) <p„_, [x)e ' 

En particulier, elle est satisfaite par l'expression 

[/«(■*) ψη-ι {*) ~ f n-1 (■*') φ„(^) J , 
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dont il est facile d'obtenir la valeur en se servant d'une des propriétés 
les plus élémentaires des fractions continues. 

Avant en effet 

et 
(x2n+‘ ) 

2/1— f 
on en déduit 

Λ-ι M») 
d'où 

f„(x) φ„_, (.r) —(ar) ψ„(χ) = M.r2"-', 

M désignant une quantité constante. 

4. De là résulte que l'équation Ω = ο est identiquement satisfaite 
quand on y fait 

ζ = e x 

ce qui ne peut avoir lieu qu'en établissant certaines relations entre 
les coefficients des polynômes inconnus 0„(.r), H

n
(at), 0„_,(jr) et 

H„_, (x). 
Mais, pour obtenir ces relations, il est plus commode de transformer 

d'abord les équations (3) et (4). A cet effet, je poserai 

χ = x"\]<dH{x) e ' Y 
et 

u x" Ν'Θ,,_, ( x ) E 2 U. 

Eti faisant, pour abréger, 

~n ι ι F'jx)-!' η F"|x) d ι Θ',,ίχΐ H.f.c: 

et 

Ç ΓΛ — I ^ ΙΘΉ_, (X) F"(x)"l' η — I F"(x] d ι θ» (Χ) > H, ,;ii 
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les équations (3) et (4) deviennent respectivement 

(5) Y" = R Y, 

et 

(6) U" = SY. 

Formons maintenant l'équation linéaire et du quatrième ordre à la-
quelle satisfait l'expression 

(7) Z = YU; 

ayant identiquement 

γιι = χ2" ' é~nx) ν'Θ„ (χ) Θ„__, (χ). Ζ, 

et x'"~le Fw étant une valeur de jγιι, on voit que l'équation différen-
tielle en Ζ a pour solution 

V®»('T) 0»-i(x) 

5. Faisant, dans ce qui suit, 

V®"(x)0n-l(x) 

on obtiendra facilement une relation linéaire entre Ζ et ses trois pre-
mières dérivées. 

De l'équation (7) on déduit en effet 

(8) Z'=YU'+UY', 

puis, en vertu des équations (5) et (6), 

(9) Z" — (R + S) Z = 2 Y' U' ; 

puis, en dérivant une troisième fois, 

(10) Z'" — (R-t-S)Z' — (R' + S') Z = aRYU'-t- 2SUY', 
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et enfin 

(") 
Zw- a(R + S)Z" —a(R' + S')Z' 

+ [ ( R - S γ - R" - S"] Ζ = a R'YU' 4- a SUY'. 

Si maintenant, entre les équations (8), (10) et (ι i), nous éliminons 
les quantités YU' el UY', nous obtiendrons la relation cherchée 

Z' ii 
Z'" —(R-t-S)Z' — (R'-hS')Z 2 R 2 S 
ZIV-2(R+S)Z"-2(R'+S')Z'+[(R-S)2-R"-S"]Z 2 R' a S' 

= o, 

ou encore, si l^pn pose, pour abréger, 

R + S = G et R — S = Κ, 

(Ι 2) Ζ" - IΖ" - 2GZ" + (
2
G^- 3G')Ζ' + (Κ

3

 + ̂  - G") Ζ = Ο. 

6. La relation précédente peut, comme il est facile de le vérifier, se 
mettre sous la forme suivante : 

(13 ) ^ (GZ
3

 - ZZ" + Ι Ζ'Ή = RZ f\z f/x. 

Je remarquerai d'abord que, le premier membre de cette identité 
étant une fonction rationnelle de x, l'intégrale /KZcfr ne doit ren-
fermer aucune partie transcendante, et de là découlent immédiatement 
un certain nombre de relations entre les coefficients des poly-
nômes H„(,r), Θ„_,(χ) et En second lieu, cette inté-
grale ne doit renfermer aucune quantité constante; en effet, le produit 
de cette constante par KZ donnerait une quantité ir rationnelle qui ne 

peut exister dans l'expression ~ ^GZ3 — ZZ" -t- jrZ'
3

 ) · 

En intégrant la relation (13), il vient, en désignant par (3 une con-
stante convenablement choisie, 

2(3 + GZ2 — ZZ" -4- |Z'3 — ^( ΐ'ΚΖ/ίχ)-, 
et encore 

(.4) i/KZ^y/if+aG-Ç + ll 

Journ. de Math. (3e série), tome VI. — MARS 1880 ' 4 
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Le |)remier membre de cette identité étant une fonction rationnelle 
de x, il en résulte que l'expression rationnelle 

|_p +
 aG - -J- + -

est un carré parfait. 

II. 

7. Comme application des résultats obtenus, je ferai 

F(.r) = χ* + 2ax, 

a désignant une constante arbitraire. 
On voit que, dans ce cas, f

n
(x) satisfait à une équation différentielle 

de la forme 

γ" — H !— — 2X — ia)y' — (an + — H \γ — ο; 

on a 
&η{χ) = χ — 

et le problème à résoudre consiste à déterminer les coefficients a
n

, P„ 
et Q„. 

8. On a 

Il = ( —l X — ci) 4- 2il 4- ι H—: 4— -, w 4 4 

= χ2 4- 2αχ 4- or 4- ΡΛ — 2ηα —1—-—:— 

4- ( 0« 4 &.η — <% ) h -τ -, τ-

et 

S = χ2 4- 2αχ 4- Λ 4* Ι ΡΛ_, — 2(« — i)rt ~ 4 ~— 

(Q"_1 + XT ~ α"~' ~ α) * - «-Î+ 4 ί-
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On en déduit, en posant, pour abréger l'écriture, 

P„-t-P„_, — a(an - i)a — ~-= A, 

Q
n
+~ — «

n
— «=B, 

Q«—l H &n— 1 ^ 
et 

P„ — P„_, — a a 1 = D, 
les formules suivantes : 

G = 2£Fa -h 4ax -+- 2d! -+- — -+- ^4" 

x — α„ χ — a„_i 4 (^7 — α"λ 4 (* — «β—ι i 
et 

•r χ χ — αη χ — αη_ι ή. (λ? — α„ 4 Ι·* — α»-ϊ ; 

9. On a 

\(œ — 3„)(x — a«-l,l 
Posons 

f.r —αΛ)(a? = Δ, ««««-ι — '/ <t 

il viendra 

fRZdx = O f^= + 2n f~ + Β 

J (χ-α.-Ον'Δ 4J (j — «„)2ν'Δ ij (jt— «„_,;yÂ 

ou, en effectuant les intégrations, 

ΓκΖί/χ = (θ+-Η-—) Γ^_Ξ^ 

p(a? — ~{X - «„) 

•-ÎM (x— a,,)' 2ω (χ — α,ι_ι)! ω2 ω' ^ 
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Comme cette intégrale ne doit pas contenir de partie transcendante, 
on a 

(.5) D=-«(-+—y 

d'où 

(16) Pn=Pn-,4 

et 

(17) A = 2P„-/
4
ηα-n(- — )· 

10. On a 

^ Γ KZife =»Mx-alS+-+- —5 —. 

relation où j'ai posé, pour abréger, 

α„α„_, m \α„ α„._, / tu 
puis 

i&+2G-_+_ 

= 4/3Δ + 2θ +
 τ
-

?
-

= 4jS(^a — %px +q) + [\x2 -Λ-8ax+ 4<i5 

χ χ2 χ — α„ χ — αΛ_ι 2. \x—<xn] 

1 [x — «π—1)' 4 {X — an)2 4 (** a*—l)1 2ftï(x — a„) 2ω(.Τ— a*-ij 
= 4(1 + J3)X2+ 8(N — ρβ)χ -+- 4(«

2
 + Î/3) 

H ! :—h ( 2 Β — — ) — 

+ (2G H \ h γη r-j H- γη w ■ 
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L'identité (i4) donne alors les relations suivantes: 

( 18 ) M2 = ι -ι- β, 
(19) MN = p[3 — a, 
(20) Na ~f 2 η M z= a2 4- <]β, 

Î2i) À -h ί\η Ν h- n (— — ) — ο, 

puis 

Β = M «„ — N + -
et 

C = -M«„., + Ν —· 

Ces deux dernières sont, comme il est facile de le voir, identique-
ment satisfaites. 

Des équations (21) et (17) on déduit 

(22) Ν — « I 1 Η ! = α -■ 

On a ensuite 

β· = (Μ«.-Η +j)·. 

d'où, en développant le carré et en remplaçant M2,MN, N2 et Ν par 
leurs valeurs tirées des relations (18), (19), (20) et (22),· 

ν ' «η(α„ — 1 \«/i ΛαΛη-iJ 

On a de même 

C2=:( — Μα„_,Η- Ν — 

d'où, en développant et en remplaçant M2, MN, N2 et Ν par leurs 
valeurs tirées des relations (18), (19), (20) et (22), 

( 24) C H : r + +fl) + Il I -j i ) = <). 
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10. La solution complète du problème est maintenant ramenée à 
une question d'Algèbre élémentaire. 

Si en effet, entre les équations (23) et (24), on élimine successive-
ment C et B, on obtiendra deux équations du quatrième degré aux-
quelles satisfont respectivement ces deux quantités, et qui sont de 
la forme 

(a5) Φ (Β, α„, α„_,, η) — ο 

et 

(26) Φ, (C,a„, «„_,,«)= ο. 

Si maintenant on observe que Β se déduit de C par le changement 
de « en (η -+- 1), de l'équation (26) on déduira une nouvelle équation 

(27) Φ
(

(Β, λ+ ι)=ο. 

Ces deux équations (25) et (27), auxquelles satisfait B, sont d'ailleurs 
distinctes, puisqu'elles ne renferment pas les mêmes lettres; en écri-
vant la condition nécessaire et suffisante pour qu'elles aient une 
racine commune, on obtiendra la relation qui lie ensemble trois 
quantités consécutives 

&n-f-l » &1l ^ 17 

et cette relation permettra d'obtenir ces diverses quantités par voie 
récurrente. 

La valeur de la racine commune donnera B, et par conséquent Q„; 
enfin, la valeur de C se déduisant de celle de B par le changement 
<le η en η — ι, la formule (22) donnera la valeur de P„. 


