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RECHERCHES SUR L'ELECTRODYNAMIQUE. 129

Recherches sur ' Electrodynamigue;

Par M. H. RESAL.

1. Eléve de la premiére division de I'Ecole Polytechnique en 1849,
les lecons de Physique de Bravais avaient déterminé en moi une véri-
table passion pour la théorie de I'Electrodynamique. C'est ainsi que
jai été conduit i chercher s'il ne serait pas possible d’apporter
quelques simplifications dans les calculs assez longs et pénibles d’Am-
pére, l'illustre fondateur de cette théorie, développée plus tard par
plusieurs savants, parmi lesquels Savary et Demonferrand figurent en
premiére ligne. Mes recherches ont abouti dans certaines limites et
font 'objet de cette Note; elles ont été adoptées en partie par Bravais
dans son cours de 1850, puis publiées plus tard, ou plutot enterrées,
par extrait, dans les Mémoires de la Société d’emulation du Doubs (1854).
J'ose espérer que cette exhumation sera accueillie avec faveur par
quelques-uns de nos lecteurs. Jai apporté d’ailleurs, dans cette nou-
velle rédaction, de notables perfectionnements.

Q. Premiers faits sur lesquels s’appuie I'hypothése d’ Ampere. — L’ex-
périence nous apprend que :
1° L’action d’un courant rectiligne peut, en toute circonstance,
étre substituée 4 celle d’'un courant sinueux dont la forme en différe
trés peu et dont l'intensité est la méme.
2° L’attraction ou la répulsion mutuelle de deux courants agissant
Journ, de Math. (3¢ série), tome VII. — AvmiL 1881. 17
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I'un sur I'autre se transforme, par un changement de sens dans 'un
d’eux, en répulsion ou en attraction.

3° Deux counrants rectilignes paralléles s'attirent ou se repoussent
selon qu'ils sont de méme sens ou de sens contraires.

3. Conséquence. — 11 résulte du premier de ces faits que, si Lon
considére un courant de forme quelconque comme €tant composé d’éle-
ments rectilignes, on peut substituer a chacun de ces éléments un enseinble
de courants de méme intensité, et dont il est la somme géométrigue.

On voit, d’apreés ce principe, que I'on arrivera 4 déterminer I’ acuon
réciproque de deux courants de forme quelconque lorsque I'on con-
naitra la loi suivant laquelle s’exerce lactlon mutuelle de deux élé-
ments de courant.

Pour arriver a la connaissance de cette loi élémentaire, nous admet-
trons que /'action ci-dessus s’exerce sutvant la droite qui joint les extre-
mutés des deux éléments par lesquelles les courants arrvent (')

Du second des faits ci-dessus énoncés on déduit qu'un élément de
courant ab n’exerce aucune action sur un autre élément de courant a'bt’
situé dans un plan mené normalement a [’extrémité a du premier, par
laquelle arrive le courant. En effet, si, par exemple, il y avait une attrac-
tion dirigée suivant aa’, en faisant subir au plan aa'?’, entrainant avec
lui @’ &', une demi-révolution autour de ab, I'action mutuelle resterait
toujoursune attraction, tandis que 1'élément a’ &' prendrait, par rapport
a ab, une position inverse de celle qu’il avait d’abord : or, d’aprés I'ob-
servation, I'attraction devrait se transformer en répulsion, ce qui est
absurde.

4. Action mutuelle de deux éléments de courants. — Soient ( fig. 1)

ab=ds, a'b = ds deux ¢léments de courants dont les intensités res-
pecnves sont i et

r=aa’ 1a droite qui _]omt les extrémités de ces éléments par lesquelles
arrivent les courants;

(') Ampére admettait que cette droite joignait les milieux des deux éléments
en présence. La différence entre les deux conventions repose sur une subtilité &
laquelle il n’y a pas lieu de s’arréter.



RFECHERCHES SUR L'ELECTRODYNAMIQUE. 131

a, « les angles formés par ab, a'b’ avec aa’ et a'a;
¢ I'angle diédre déterminé par les deux plans baa', b'a’ a.

Nous pouvons substituer &4 I'élément ds ses deux composantes
dscosu, dirigée suivant aa’, et dssina, dirigée normalement & cette
direction. Nous pouvons de méme substituer 2 ds’ deux composantes,
I'une, ds' cose’, dirigée suivant a’a, et 'autre, ds'sine, perpendicu-
laire & la premiére.

L'élément ds'sina’ se décompose en deux autres, I'un, ds'sina’ cos?,
paralléle i ds sin «, et 'autre, ds' sin 2’ sin§, perpendiculaire au plan a’ab.

D'aprés ce que nous avons vu i la fin dun® 3, ds' sin«’ sin § n’exerce
aucune action sur ds sina, ds cosa, et par suite sur ds.

L'action de I’élément ds'sin«’ cos§ sur ds se réduit a celle qu'il

Fig. 1.
ds'sina cos® ds'sina’ dssina

P, |
8.4 v +

Yy ’ 1
4 P} [}

S/ v : X4 ! : “/
1 Ceromddlee = e m—r . . n . m - - o oo ot
a ds’sind sin® a ds' cos ' dscosa n

exerce sur 1'élément dssin«, qui lui est paralléle. Nous supposerons
que cette action est proportionnelle au produit des deux éléments et
des intensités des courants, et en raison inverse d’une certaine puis-
sance n de la distance r, de sorte que nous pourrons la représenter
par

(@) i dsds’ sinasin ' cos

rh

Nous conviendrons de considérer cette méme action comme positive
s1c’est une attraction ou si ds'sina’ cos§ et ds sina sont traversés dans
le méme sens par les courants; le signe du produit sin sina’ cos9 fera
d'ailleurs connaitre s'il s'agit d’une attraction ou d’une répulsion.

1l nous reste maintenant & tenir compte de I'action de ds'cos«’ sur
ds cosz. Nous admettrons, comme ci-dessus, que cetle action est pro-
portionnelle an produit de ces éléments par i’ et varie en raison inverse
de r"; si nous désignons par £ le rapport, supposé constant, entre les
actions de deux éléments en ligne droite de sens contraires et de deux
éléments paralléles de méme sens, toutes choses égales d'ailleurs, nous
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aurons, pour l'action dont il s'agit,

( b) hii'ds ds' cosa cosa’
’vl‘

L’action totale de ds’ sur ds ou la somme des expressions (a) et (b)
sera ainsi représentée par

(i'ds ds’' . .
(¢) — (kcosacosa’+ sinasine’ cosG).

Les hypothéses sur lesquelles repose cette formule ne peuvent
recevoir leur justification que par la concordance entre les résultats
auxquels elle conduit et ceux que 'on déduit de V'expérience dans
tous les cas qui peuvent se présenter.

5. Détermination de la constanic n. — Ampérea obtenu la valear de
cette constante en partant de ce fait qu'un courant rectiligne p'q’, assez
long pour gu’on puisse le considérer comme infini, exerce sur un courant
rectibigne fini pg qui lui est parallele une action qui varie en raison inyerse
de la distance des deux courants, action qui est d’ailleurs attractive ou
répulsive selon que les courants sont ou non de méme sens.

Admettons (fig. 2) que pg se réduise 4 un élément ab = ds. Soient

Fig. 2.
pl

o'~

{=Oa la distance de @ & p'q'; a’b'=ds' un élément de p'q’. Nous
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avons = o, cten ce qui concerne ab et a'd,

7 7N ) ' [
bad =, bada=o=180—a, r=aa’ =-—,
sina
ldx
§ =0a = lcoter, ds=— -
Sin‘a

L'attraction, si 'on admet que les deux courants soient (e méme
sens, de p'¢’ sur ab sera évidemment dirigée suivant O, et la for-
mule (¢) donne, pour la composante suivant cette derniére direction
de l'attraction produite par a'®’,

i ds
Y

sin"-2q(— £ cos*a + sin*a),

d'ot1, pourl'action totale exercée par p'q’ sur ab,

il di o . ) -
(d) — ’_;7‘:[.‘5 f sin"~2g(— ksin® ¢ + sin*«)da.

3

Y}

Ce résultat, comparé a celui de 'expérience, conduit & poser n = 2,
et la formule (¢) devient ainsi

i dsds'
—

(e) +—-(kcosacosa’ + sina cosa’ cosb).

6. Determination de la constante k. — On déduit de Uexpérience que
I'action d’un courant fermé sur un courant en arc de cercle est normale
a cet arc en son milieu, et, comme conséquence, que /'actior d’un cou-
rant ferme sur un élément de courant est normale @ cel élément.

Soient ( fig. 3)

a'b' = ds’ un élément du courant ferme ;
ab = ds I'élément sur lequel agit ce courant;
b la projection de b’ sur a'a.
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Conservons d’ailleurs les notations qui précédent.
En vertu de la formule (¢), la composante de I'action exercée

Fig. 3.

par a'd’ sur I'élément ab, estimée suivant cet élément, a pour expres-

sion . ,
vk ds & (k cosacosa’' + sina sina’ cosf) cosu.
Or on a '
, :
=Gty = e

et I'expression ci-dessus devient
o 2 1 . , dr
(/) ) ds(l‘.cos ad - — sing cosx tange’ cosf 72—)

L’angle triédre formé par les directions des droites aa’, alf, ab
donne

-

P 2N N LN
(8) cosbab’ = cosbaa’ cosb’aa’ + sinbaa’sin

.

/’ ~
b’ aa’ cosf.

Oron a
N /\'
bab' = a + da, cosbab’' = cosa + dcosz,

dr
= tange’,

et la formule (g) se réduit & la suivante :

dr .
dcosa = — —- sina tanga’ cos.
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En ayant égard a cette relation, I'expression (f) devient
ii’ds(/c cos*ud% + 2—',— dcos"‘a).

Si I'on intégre cette expression et le premier terme par parties, on
trouve, pour un courant quelconque fermé ou non,

(h) ii’dsl -/,'-'_cos'-’a + (% — /c) deoss] | constC.

.

Cette intégrale doit étre nulle, en partant d'un point d’'un courant
fermé pour revenir au méme point, quelle que soit la forme du courant
ou la relation qui doit exister entre 7 et «. Or, le premier terme
donnant un résultat nul, il faut, pour que le second terme s'annule,
que l'on ait

k=2

9

et alors 'expression (c) se réduit a la suivante:

it ds ds’ [ cosacosa’
)

—+ sinasine’ cos$ )

3

Remarque. — La valeur positive obtenue pour £ signitie que I'action
mutuelle de deux éléments de courants en ligne droite est une attrac-

tion ou une répulsion, selon que les deux courants sont de sens con-
traire ou de méme sens.

7. Nouvelle expression del’ action mutuelle de deua éléments de courants
— Considéronsun courant quelconque non fermé, auquel laformule (%)
. . I .
est applicable. En faisant dans cette formule £= -, on obtient pour
la composante suivant ds de I'action exercée par le courant sur cet
élément
Wds .
- 7 cos’e+ G,

Si le courant se réduit a un élément ds’, cette composante se réduit
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elle-méme a

o’ cos?a
-; de , .

Enfin I'action totale de ds’ sur ds suivant la direction de r a pour
expression

it (ls costa
(9) 2 cosz r

8. Action d’un courant fermé sur un €lément de courani. ~ Prenons
pour origine des coordonnées (fig. 4) I'extrémité @ du courant élé-

Fig. 4.

mentaire ab = ds, par laquelle arrive le courant, et pour axe des z la
direction de ab. Nous rappellerons que I'action résultante exercée par
le courant fermé sur ab est située daus le plan zay.

La composante suivant ax de l'action exercée par un élément a8’ de
ce courant sur ds est, d’aprés le numéro précédent,

i ds IS costa
COba arad ——-
2 COS r

En intégrant par parties il vient, pour la prOJectlon sur ax, de la ré-
sultante cherchee

.. AN
i ds <N coste ,cosa'ax
—— \ cosa cosa'ar — d——=

r Ccosa

’
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ou simplement

r COSA

—_
~,
~—

2 PN
., ds | cos®a ,cosa’arx
— - d———>=

puisque le courant est ferme.
Soient ¢ I'angle formé par aa’ avec sa projection ad, sur le plan xaz;

' T . .
¢ l'angle @,ax. Les angles triédres rectangles déterminés par az,
ac', ad, et par aa), aa’, ax donnent

cosa = cos@ sing,

~\
cosa'ax == cosQ Cosy,

et I'expression (i) se réduit & la suivante,

(3) i dsA’,,
en posant
(4) [ e

Cette intégrale représente la somme des aires élémentaires du cone
déterminé par le sommet a et par le courant fermé, projetées sur le
plan zax el divisées par r°.

Si 'on porte a partir du point a, sur la perpendiculaire élevée en ce
point & I'aire élémentaire @a'l’, une longueur proportionnelle & cette
aire divisée par le cube dela distance r, etsi A’ désigne la somme géo-
métrique de toutes les longueurs semblables, A’ ne sera autre chose
que la projection de A’ sur ay.

En désignant par A, la projection de A’ sur ax, on trouve, de la

méme maniére que ci-dessus, pour la composante de l'action cherchée
suivant ay,

(3 i dsA,

On voit, d'aprés ce qui précéde, que le probléme proposé se raméne
Journ. de Matk. (3¢ série), tome VII, — AvmiL 1881, 18
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a déterminer A’ en grandeur et en direction, en choisissant convena-
blement trois axes rectangulaires (qui différeront généralement des
précédents), de maniére & ramener les calculs & leur plus grande sim-
plicite.

9. Action sur ur élément de courant d'un courant circulaire dont le
rayon est trés petit par rapport ¢ la distance du centre & U'élément consi-
dere.

Le probléme dont il s'agit se réduit, ainsi que nous venons de le
dire, & déterminer les projections de A’ sur trois axes rectangulaires
passant par 'extrémité a de I'élément dfs.

Nous prendrons le plan xaz paraliéle & celui du courant circulaire,
et nous ferons passer le plan yax par le centre ¢ de la circonférence. 11
est évident que I'on a

Soient

¢, m’ les projections sur le plan xaz de ¢ et d’un point quelconque
m de la circonférence ;

Fig. 5.

X

¢’, m" les projections de ¢ et m sur le plan yas ;
n l'intersection de cc” avec la circonférence, et n' sa projection sur ax;
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), IS ’/I\,
o l'angle nem = n'c'm’;

4 la hauteur cc’;
¢’ le rayon de la circonférence;
{ la distance ac';

u = y{*+ A* la distance ac.

Nous admettrons que le courant circalaire aille de la droite vers la
gauche, sens qui sera aussi pour nous celui des aires en projection sur
les plans coordonnés, comme au numéro précédent.

Nous avons

(J) A, fam dairean'm’, A, = fam daiream’c”.
Or

. . . & .
airean'm’ = aiream'c’'— airen’'m’c’'= - (lsmw —p'w),

" n

" mc , Sll)l.l)
aiream’c¢’ = h . =h 5
d'ou
!
( d.airean’m’ = Z—(lcosw — ¢ )do,
(k) ”
' d.aiream’c’ = = — cosw dw.

Nous avons en outre, en négligeant les puissances de -/‘2, £ supé-
rieures & la premiére,

—3

a =<am -1—/&) =(p"*+F+h*—2lp cosw)”

[

(¢)

. — e

-3
= (p"*+ u*—2lp'cosw) '-’—u"’(r -{—3ZP cosm)

En faisant les substitutions (£) et ({) dans les formules (/), puis inté-
grant entre les limites w = o et © = 27, en remarquant que * = u* — A?,

on trouve
7't (3 2 wo'? 3/t
\AI.Z-—-—JT - — — 1 :—*La(l——,,’
¥ u 2 1 208\ w"?

—
(24
S
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Soient A, la projection de A’ sur une droite quelconque a¢; v, § les
angles que forme celte droite avec ax et ay. Nous avons

A, =A cosy—i—A cosd = — [cosé‘ — 3h(lcosy + hcosd)),

ou, en désignant par p la distance du centre ¢ au plan mené en a
normalement a ay,

op!2 : A
(6) A= — 5 (cosd — 22),

¢ 203

formule dans laquelle il ne faut pas perdre de vue que ¢ est 'angle que
forme ay avec I'axe du courant circulaire.

10. Action d’un solénoide sur un élément de courant. — Nous rap-
pellerons qu'un soléunoide peut étre considéré comme étant un systéme
de courants circulaires identiques d'un trés petit rayon, trés peu
espacés, normaux a une courbe directrice, quelle qu’elle soit d'ailleurs,
et qui est le lieu de leurs centres

Soient (fig. 6).
x, ¥, s les coordonnées d'un point u de la courbe direcirice rapportée

Fig. 6.

r

a lrois axes retangulaires ayant a pour origine, I'axe az etant comme
aun® 8, dirigé suivantab; ‘

ds Varc élémentaire de cette courbe;

aT la perpendiculaire abaissée de 'origine a sur la tangente MT en M.
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Considérons le courant circulaire dont le centre est M.

Si nous faisons coincider I'axe av du numéro précédent avec ay,
nous aurons

dy du
cosd=—- p=y, h=u cosTMO = u o’

et par suite

v mtldy 3y d_lf _mp fdy du
Ay=— m(zz; T W sdi\w 3 w)
ou encore

’ o' Yy
(m) A‘yz 2‘:10.‘{_5;

on a de méme

’ ’ ﬂp‘
(m) A= 2dad

D’aprés le n° 8, nous aurons ainsi, pour les composantes suivant ax
et ay de l'action du courant circulaire considére,

(n) —u dswl d ey
r i de T X

(n') u" ds zdcdu.”
Solent

g’ la distance coustante de deux courants circulaires consécutifs ;

P, P, les extrémités de la courbe directrice ou les péles du solénoide;

', ¥, uetx,,y, u les valeurs de x, y, u qui se rapportent respecti-
vement & ces deux points. Nous mesurerons ¢ 4 partir de P'.

L.e nombre des courants circulaires dont les centres sont situés sur ¢

est -;; et sur do

(p) - (")

(') Cette maniére de procéder laisse sans doute a désirer lorsque g’ n’est pas
infiniment petit ; mais, lorsqu'il n’en est pas ainsi, on fera tomber toutes les ob-
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Posons
\ o U'mp"?
(7) r= 2
o

constante qui ne dépend que de la nature du solénoide.

En multipliant par la valeur (p) les expressions () et (n'), nous ob-
tiendrons, pour les composantes de I'action exercée sur ds par les cou-
rants circulaires correspondant a dg,

' e, ¥ .
\ — p.’zd;-‘; suivant ax,

(9)

( pzdua suivant ay.

En intégrant ces expressions entre les limites qui se rapportent aux
points P et P, nous aurons, pour les composantes suivant ax et ay
de P'action cherchée,

\ dX = l(l¢;3 (:,:“) ds,
' dY= p.z(u,d—— %)ds

On voit ainsi que cette action ne dépend que des positions relatives
des poles par rapport a ds, et non de la forme de la courbe directrice.
On peut méme considérer chacun des poles comme exergant sur ds une
action spéciale, soit par exemple, pour le pole P/,

(8)

‘ dX’'=p/i ;:,—J ds,

(9) ¢ p
| dy'=— i ds.

jections en considérant ds, non comme une différentielle, mais comme unelongueur
assez petile pour que I'on puisse en négliger les puissances supérieures a la pre-
miére, et assez grande cependant pour comprendre un certain nombre de cou-
rants circulaires.

Comment, d’ailleurs, pourrait-on comprendre quun parallélépipéde élémen-
taire pit renfermer une certaine quantité de matiére nécessairement discon-
tinue, si I'on admettait que ses dimensions fussent nulles, au lieu de les consi-
dérer comme trés petites, quoique supérieures aux intervalles intermoléculaires.
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On déduit de 1a
)
dX' — y”

ce qui signifie que chaque pdle exerce sur I'dlément de courant une
action normale au plan mené par U’élément et le péle.

Si nous faisons passer le plan zOy par ab et P, I'action exercée par
le pole considéré, que nous représenterons par dR’, se réduira a X', et
nous aurons

!
PRI 4
(IR = p. l :;,'3 ds.
Si 1 désigne I'angle formé par ab avec ', on a
y'= u'siny,

et, en supprimant I'accent de u devenu inutile, la formule précédente
devient

(10) R’ = i S0 s,

w*

d’ot1 un théoréme qu'’il est facile d’énoncer.
11. Action d’un courant fermé sur l'un des poles d’un solénoide. —

Soient ( fig. 7)
P’ le pole considéré;
ab = ds un élément du courant fermé ;
' la projection de & sur aP;
dé I'angle ab'P'.

L’action dR exercée par ab sur P’, égale et contraire 4 dR’, est per-
pendiculaire au plan abP' et a pour expression

M ! /
(10") dR:p.’igb—sl_f_ifE :p’i—_l-'-_b—.,,
aP’ aP’

ou, comme bb'= aP.df,
do

aP'’

dR:p.’i



144 . H. RESAL.

En transportant cette force parallélement i elle-méme en P, il en ré-
sultera un couple dont I'axe du moment p.'i df ne sera autre chose que
I'élément s¢, limité par aP’, 6P, de l'intersection de la sphére dont le
centre est I’ et le rayon u'i avec la surface du cone déterminé par le

Fig. 7.

courant fermé et par le sommet 1. Or, tous les axes tels que st des
couples élémentaires déterminant une courbe fermée, I'axe du couple
résultant est nul. Donc : '

L'action d’un courant fermé sur I’un des péles d’un solénoide se réduit
a une force passant par ce péle.

L’action du courant n’est donc autre chose que la résultante des
forces dR appliquées en ce point.

L’expression (10') peut se mettre sous la forme suivante, en désignant

par da I’aire abe,
dR = » ,-auuabc e da

T =20 ——

al’! al’

Soient Pz, Py, Pz’ trois axes rectangulaires menés par le point P';
da,, da,, da; les projections de I'aire da sur les plans Py, 2Pz, yP .
La composante de dR suivant P'a sera

clax

dX = 2p/i =

I)l
d’ou, pour la composante semblable de I'action exercée par le courant,

=au
P- aP’
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l Patt ns sur la normale au plan 5P’a, i partir de P’, unc longueur

A egale —é—, et soient A la somme géométrique de toutes les droites
3 e aP'
“ainsi obtenues; A,, A,, A; les projections de cette résultante sur P'x,
P'y, P'z; nous aurons évidemment

‘ X =2piA,,

(11) et de méme
’ = 2p/1A,,

' Z=ap'tA,,

A2. Action d’un solénoide sur I'un des pdles d’un autre solénoide. —
Soient
PP, le premier solénoide ;
p le rayon des courants circulaires qui le constituent ;
g V'équidistance de ces courants;
P’ le pole, du second solénoide P'P,, que nousavons a considérer.

Soient, de plus, ¢ 'arc de la courbe directrice de PP, mesuré a
partir du point P jusqu’a un point M quelconque dont les coordonnées
sont x, ¥, 2.

Il est clair, d’aprés la signification méme de A, que A, sera donné
par la formule (m') du n° 10, en y remplacant o’ par p et supposant
u = P'M. Nous avons donc

— TP
Az 2ds

Portonscettevaleurdansla premiére des formules (1 1), multiplions-la

. ds . .
ensuite par le nombre des courants — compris dans ds pour avoir la
-]

composante relative a cet élément, et posons

= im?
, b=
nous obtiendrons
x
(12) X=2p.p.’d;3-
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Soient

Ty, Yoy 2o les coordonnées de P

&, ¥, 3, celles de Py

uy="PP,u, =PV,

X» 1, § les composantes de I'action totale exercée par PP, sur P,
estimées suivant P'x, P'y, P’z

Nous aurons, en intégrant I'équation (12).

g

= ...U —_——
7 ‘J' (u‘ ug"

et de méme

(t0) Vo — oy A
= 2p u; @)

v = )

(\u]‘ u"‘)

Il résulte de la que P, P, exercent sur P’ deux actions distinctes
ap 2
N 5
respectivement suivant PP, P, P’, et que si la premiére, par exemple,
est une attraction, I'autre sera une répulsion. Mais, P’ exercant par suite
une attraction sur P, P, exercera sur ce pole une répulsion et une
attraction sur P,.

1l y a donc, en résumé, quatre forces en jeu sur lesquelles il nous
parait inutile d’insister; qu'il nous suffise de rappeler que, en défini-
tive, deux solénoides placés & une distance suffisammnent grande I'un
de I'autre par rapport i leurs diamétres se comportent entre eux
comme deux aimants.

§ = 2pu

, variant en raison inverse du carré de la distance, dirigées

Tel est I'exposé succinct de la partie essentielle de la théorie d’Am-
pére. Nous avons omis 4 dessein les questions relatives aux actions
mutuelles et au mouvement de deux courants rectilignes situés ou non
dans un méme plan, paralléles ou non, d’un courant circulaire sur son
diametre, etc., questions dont les solutions sont trop simples pour que
nous ayons cru devoir nous en occuper.




