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Sur quelques questions concernant les forces centrales;

Par M. Enovaro COMBESCURE.

On sait que Binet, dans une Note insérée au Tome II (1" série) de
ce Journal, a considéré, au lieu des trois équations ordinaires relatives
au mouvement produit par une force centrale, un systéme de n équa-
tions présentant la forme caractéristique des équations mentionnées.
Bien que, en ce qui concerne I'intégration, la présence de n coor-
données n’introduise aucune difficulté nouvelle et qu'on puisse se
ramener, si 'on veut, au cas de deux coordonnées rectangulaires seu-
lement, il est difficile de méconnaitre le caractére d’élégance et de
symétrie qui régne dans I'analyse de I’éminent géométre (). Cette cir-
constance m'avait engagé, duns le temps, & considérer un nombre quel-
conque de systémes présentant isolément la composition des équations
de Binet. Mais une modification plus essentielle consistait dans I'intro-
duction d’une forme quadratique générale dla place du rayonvecteur. Je
m’étais occupé, entre autres choses, de cette double généralisation, dans
l'une de mes Théses pour le doctorat, présentées en 1858 a la Faculté
des Sciences de Paris. Cette Thése n’ayant paru dans aucun Recueil pé-
riodique, il ne sera peut-étre pas inutile d’en reproduire, avec quelques
légeres modifications, le premier paragraphe. Les paragraphes que

(') J'hésite d’autant moins & conserver les n coordonnées, que les formules

dont je fais usage ne sont généralement pas plus longues & écrire quand on laisse
ce nombre ~ indéterminé.
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j'ajoute ici se rapportent & des transformations dont quelques-unes
m'étaient depuis longtemps connues et se présentaient assez naturel-
lement. Iy joins ensuite les formules répondant au cas d'une résistance
du wmilieu, formules dont je ne m’étais nullement occupé. Enfin j’ap-
plique la théorie & quelques exemples particuliers.

§ 1. — Sur un probléme.de M. Binet.

Dans le Tome 1 du Journal de Liouville, M. Binet 2 donné une élé-
gante extension analytique du probléme relatif au mouvement d'un
point matériel soumis & I'action d’'une force centrale. La méthode de
I'éminent géométre peut étre étendue, sous un certain point de vue, &
un systéme d’équations de la forme du suivant :

dix da d*x
E—;:R$, m,—‘:l{,x,, —(#:R,w,, ooy
dz.y di.')’ di‘.’,

(1) = =Ry Z@ =Ry. G@=Ry, ...
dzs d’.’: d S
2z —R% dt’l =Rz, jp’ =Rz, .o

ou le nombre des variables de x;, y;, 5;, ... peut changer arbitraire-
went d’un groupe vertical  Pautre. Mais, au lieu de considérer le carré
- du rayon vecteur comme la somme des carrés des coordonnées corres-
pondantes ;. y;, 5, ..., je prendrai

P=~/§’ P=\/-JT"’ P2=«§;! vy

F, &, ... désignant des fonctions homogénes du second degré, de
fagcon que ‘

( F=ax® +by*+c¢z*+. .+ 2ays + abaxz +. .,
(2) 2j,:a,w‘;‘+b,y‘;‘+c,zf+...+2a,y,z.+2b,w,z,+....

..........................................................

Cela étant, si l'on pose (les accents indiquant les dérivées par rap-
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port & ¢)

( f—- aa:'2 + b)/’+cz"+...+2ay'~'+ 2bx’z’+....'

en différentiant deux fois de suite I'équation

P =v3,

on aura

a d*p _azx'+byy'+ .+a(ys" +ay) ... I~
1 de — P + ¢

, quelles que soient les quantités @, y, ..., 2, ¥, ..., expres-
sion 3f —F*? revient identiquement & une fonction homogéne du second
ordre des seuls binomes (zy' — yx'), (32’ — x3'), ..., lesquels, par
une combinaison visible des équations (1), se réduisent séparément
ici 2 des constantes. Donc, en chassant 2", y”, ... an moyen de ces
mémes équations (1), on aura la premiére du groupe suivant, les autres
avant une origine analogue,

do Iz
(;\; dip, At
@ =R+ o

k, k,, ... étant des constantes arbitraires.
Les deux premiéres équations (1) et() donnent

L. d’ ko
Pz dt- p*

d’ou, en posant, d’aprés M. Binet,

dt = %,p” dz,

Journ. de Math. (3¢ série), tome VII. — JoiLLer 188:. 31
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et prenant dyp constant, résulte

4
=0
On a donc
-z R ‘ <y
;::Asm',ﬁ-r-Acosq, o= = A,sing, + A’ cosy,, ...,
1
y .
. Y — Bsins +B'cosp, =B, sins, + B, cosg,, .
(6) (% 1o ese. ne i
§=Csin?+C’cosqa, ;f—.—C sing, + C cosg,, '
1
et
. . pide _eidp _
(7) dl = i

Quant aux constantes A, A',..., B, B, ..., elles doivent, dans
chaque groupe vertical, vérifier trois relations telles que les suivantes,
qui résultent de la reconstitution de p* ou § au moyen des expres-
sions (6),

'8) 3(A,B,...)=1, F(A,B,..)=1, F(A,A,BB,..\=o0,

les premiers membres désignant ce que deviennent §, f, F quand x,
¥, %, ...sont remplaces par A, B, G, ..., eten méme tempsx N
par A, B, C,.

L lntegr:mon du systéme complet (1) est ainsi ramenée a celle des
équations (5) et (7).

§ 1I. — Transformations particulicres.

Si dans la premiére équation (5) on remplace ¢* par 7, cette équation
devient

) 75;-‘;2;;—23.51—-2&2:0,
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d’ou, par la différentiation,

B3 d¥ dR .
—_— — AR — 9l F —
ae 4Rd£ 2T F=ao.

‘to)

On arrive encore & cette derniére équation, en observant que les
équations de définition (2) et (3) donnenttout de suite, en ayant égard
a(r),

- dx df . dF

(f) -(-ﬁ——-QF, -d—tz.ZBl, :ﬁ'——f"}"Rg

En éliminant F et f, on retombe sur (10), dont (g) est une intégrale
premiére,

On peut remarquer que I'élimination de R entre les deux derniéres ( /)

fournit

o df v
of T +5 — oF ="

ou, en vertu de la premiére,

pd¥ Lde dF

7 Hig—2Fg =0,
ce qui redonne, par l'intégration,
f—F =4
A cause de
dt = 'G::?’

I’équation (5), en prenant dy constant, revient i

=
, 2]
(et —R:-(——&--—?—)-
(1) PP\p  det

Soit actuellement
E=ax+ By +vys+..

une fonction linéaire homogéne dont les coefficients sont des con-
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stantes quelconques; on anra

it
iz

— RZ,

(11}

ot la combinaison de cette derniére équation avee (5) donnera, comme
pour x,
Z=mpsin(p + &),

m et ¢ étant deux constantes arbitraires, vérifiant & cause des for-
mules (6) les deux conditions

SAa=mcose, 3IA'a= msine.

En vertu de I'éyuation précédente, ces mémes formules (6) pourront
o
s'écrire

> — %
wzu)‘:‘—}‘r,l«’ "——1—7,)
m ne-
(6’) : 22
y=ab—+w\/F— =
v R n-
e ,
cn posant
& = A cose + A’sing, A =— Asine -+ A’cos:,
W = B cose + B’sing, ' = — Bsine + B’ cose,

les nouvelles constantes &, A, ... devant satisfaire aux conditions

Zw‘uazm, 2&,'&:0,
F(doyW,...)=1, FR'W,...)=1, F(a, A\, %,w,...)=o0.

On s’assure d’ailleurs que 'équation (11) se transforme dans la swm-
vante :

k d m2p?— &2 a2k d me¥ — &
ST s e e el |
O\ E i
ou
(12 ) R= mk? d 1 _a2mik d g,
. = =

S (N (t% a2y |
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en posan 4
2

P S
'—;}?:.J‘:lol'

Pour s’en convaincre, il suffit d'observer que, & cause de

ol

msin(p +¢)=2, d'ou mp'-'cos(?—i—s);,;"-:p—;,—i;-’

“O Lawve

le second membre de I'équation (12) revient successivement i

Bdrn dB\  RdE d (de R d o
)= a7 )

. . T 1 dt . L

en substituant au dernier membre, au lieu de 7. Vexpression équi-

v ey
valente
|
d-
Zcos(p + ¢) — msin(p +¢) =5,

[} i ? s (I?

¥

on retombe sur I'équation (r1).
On remarquera qu’en posant

d’ou résulte

la formule (12) peut encore s’écrire

1?2 I 1"
_kmt d d? _ Ifﬁm*:l_é—_ i dz
ds Y ds EN\WAS)

R_QE;E(I-» -t

¢’est-a-dire
I
dﬂ _
Pmt Ok

(12,) R=—"% 7

Suivant qu’'on emploiera les coordonnées p et 9 ou p et %, ou enfin v
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ct £, il faudra joindre & (11) oud (12), ou enfin & (12,), I'une des équa-

tions suivantes, dont le premier membre est toujours £ dt, savoir :
Fdt—L15d3 &2

3 dl = dy = -2 BT
(13) kdi = 3* d: e v

Il est presque superflu de faire observer, que dans les groupes (1),
les quantités R, R, ... désignent des fonctions tout a fait quelcon-
(ues connues ou inconnues, et que si I'on voulait faire rentrer le
premier de ces groupes, par exemple, dans le type caractéristique pour
les forces centrales, il suffirait d’écrire

R a=

L]
.

R
T

r=yat4+yi4 4.,

& étant censé représenter la force centrale proprement dite.

§ 1WL. — Relations entre les diverses constantes et les valeurs initiales
des variables et de leurs dérivées premiéres.

Lorsqu’on adopte les coordonnées p et g, les coefficients qui figurent
dans p sont censés généralement des constantes données. La constante
arbitraire %, qui correspond 2 la constante principale des aires, est dé-
finie en fonction des valeurs initiales x,, y,, ..., Z,, ¥,, ... répondant
& ¢ = o par la relation

U

k=32, Voo .. )F(X, Y0 o) —Flag, a0y, . )P

Les relations (6) et leurs différentielles premiéres donnent ensuite

A =M.’L‘0 +'l“'$:,, B =Myu -+ M’y:»’
A'=Ne, ‘I‘N,x:p B'= Nyo + N 'o’
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€n posant -

sino, y
M= ——;“‘J - 7:’ cosp,, M= ‘7—cos'90.
)
cose 8y .
N= P“'° + Gising,, N'=-— —/- sin p,,

et il faut observer que
008y = F(@,, &y, ...).

1l est facile de reconnaitre que, avec ces expressions des constantes,
les trois conditions

%(A,B,...)=1, J(A,PB,...)=1, F(A,A,B,B,...;=0
sont identiquement satisfaites. On a, en effet,

F(AD, ) =MF(xg, ...) + 2MM'F(z,, 2, ...) +M*F(x,, ...,
AW, .0 = N'§ (@, ... + aNNF(xy,@),...) + N5 ,....t,
F(A, A%, ..) = MNF(xy, . ..) & (MN - NM)F(o ), ... |+ M NF (2] ...

et il snffit de substituer aux seconds membres les expressions préce-
dentes de M, M', N, N’ pour constater que ces seconds membres se
réduisent respectivement i 1, 1, 0, en vertu de I'expression A? écrite un
peu plus haut. Quant 4 la constante arbitraire ¢,, quand on aura inté-
gré 'équation (12) jointe a (13}, ou cette derniére équation jointe a (5),
les trois constantes introduites par cette intégration se détermineront
en fonctions de p,, ¢y, 9,, mais cette derniére quantité restera tout i
fait arbitraire; on peut la considérer comme un paramétre de consti-
tution propre au systéme des coor.lonnées ¢ et o, et lui donner telle
valeur déterminée qu’on voudra.

Si 'on fait usage des coordonnées p et £, les valeurs des constantes 1.,
A, ... sont

» rr
.t %030
G050~ S
A T 1 TN ne
=7\ B e — g T
52 20
YO ot
1 1z
) ! )]
o= e e L
’ P TRl
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L constaute £ ayaut la valeur déterminée ci-dessus. On reconnait que
ces expressions rendent identiques les deux relations

Saa=m, IA'a=o0.

Elles rendent aussi identiques, d’aprés ce qui précede, les trois
autres équations de condition. Cette méme constante £ peul aussi se
déterminer au moyen de | équation

ou’on mettra pour @, y, ..., &', ¥, ... leurs valeurs initiales, en pre-
nant encore

oo =F(zp, @1 ...

1.’équation précédente, ot p et £ restent quelconques, serviraavec (12)

)

A déterminer p et E en fonction du temps : les constantes introduites
14}

s’exprimeront au moyen de p,, p,, 75191 ) %‘; » en sorte que 7 restera indé-

terminé et pourra recevoir la valeur particuliére qu'on voudra.

Quand on ne veut pas faire figurer les valeurs initialesde «, y, ...,
x',y, ...,ilya lieu d’examiner, suivant les cas, quelles sont les con-
stautes, tant A, A’, ... que celles qui entrent dans £, dans § et dans les
intégrales définitives, qui restent vraiment arbitraires et celles qui sont
des constantes de constitution. L'exemple suivant mettra en évidence le
sens précis de cette remarque, sans qu'il soit nécessaire d'y insister.

Il est presque superflu d’introduire ici la remarque générale, i savoir
que la coordonnée p n’est autre chose que le paramétre de similitude
de formes quadratiques homothétiques, et £ le paraméire analogue
pour les formes linéaires.
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§ IV. — Mouvement suivant une conique.

Une conique & n coordonnées x, ¥, z, ... peut étre ici définie par
I'équation

(¢) §=2E+h,

ou h est une constante. En différentiant cette équation et ayant
égard 4

Bt o
a = R&
on aura successivement
df & a&d &g
% =33 an = 2R& @ = R ‘“‘5 @’

et I'équation (10), § 11, deviendra

at dR
On en tire

(&) R= @j_qh—)s’

G étant une constante arbitraire. Cette expression, sauf la présence ici
de n coordonnées, est précisément celle trouvée par M. Yvon Villar-
ceau ( Connaissance des Temps pour 1852), et!’on peut regarder I'équa-
tion :

Gr

R = (E+h)3

comme définissant, au point de vue dynamique, la force centrale la
plus générale propre a faire décrire librement une conique 4 un point*
matériel.

Les expressions (i), (g) de ¢ et de R, substituées dans (g), four-
nissent ensuite, entre & et ¢, la relation au moyen de laquelle s’achéve
la solution.

Joura., de Math. (3° série), tome VII, — JuiLer 1881 32
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Si 'on veut faire usage de I'équation (12), en introduisant dans cette
équation l'expression (i) de ¥, on obtient

k2 (m2+ h)
(gc) . . R=— _?(Ef"':_h)_:
On déduit ensuite de la seconde (13)
. (E+ h)dE
kdt= = Vmih+ amit— &
et, en posant S - - -

. ——; k =n m —c
E=m*+mym*+ hcosw, A= vmi+h

il en résulte, en ayant égard a (6') et désignant par ¢ une constante
arbitraire,
‘ nt+t=w-+esinw,

x = a(e+ cosw) -+ a’sinw,
(a) ( y=Db(e+ cesw) + b'sinw,
, z=c(e -+ cosw) -+ ¢'sinw,

les nouvelles quantités a, a, ... qui sont mises a la place de & ym*+4,
A'm? + A, ... devant satisfaire aux deux relations

Sag=m\m*+ k, Za'a=o.
— B (m*+ k) =p,

En faisant

et regardant «, £, ..., A, p comme des quantités données, les expres-
sions ci-dessus renferment le nombre 2 de constantes arbitraires exigé
par Pintégration. On remarquera que l'équation (g,) peut encore
s'écrire

nt

o' Tom e 1 I e - ——
(9 ) R Grecosm)’ ¥ bien

Je suppose inversement qu’'on se donne |’expression

gkt

R"—“— (£+h)”
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. o 2 -
vou gh*= p. La formule (I2 ) en faisant p, ={/ p* — %, fournit par
premiére intégration I '

’é@ _ m(—+h)
—c(E+hpR—2g(i+R) +gl¢

d’on

V— c(E+h)’-—-2g(E+h)+g/z
g +ch

Pc_—‘c’g"‘m

c et ¢’ étant deux constantes arbitraires. Si 1’'on introduit cette valeur
de p, dans les équations (6), on obtient, en écrivant .t au lieu de
& = me :

_ . &
.:L‘—Jb;t +w\)

= (EAF—2gE+ A+ gh,

et I'on a les deux conditions
Sha=m, Z&'e=o0,

ce qui réduit & 2n--1, comme cela doit étre, le nombre des arbi-
traires, ¢ compris, qui figurent dans ces n équations. Par la substi-

tution
‘ =—& 4\ /8 9_)
E+h= =+ p(k—i—c oS,

qui réduit le radical ci-dessus a\/ g (k + 9‘:0) sing, eten tenant compte

de la seconde (13), on se raméne aux formes (a). T fant observer
qu'en adoptant directement les expressions précédentes de x, v, ..
qui définissent une conique, et se rappelant que

. j('ll), .....:):[, j(cﬂc’/,‘...):‘v[,: F(eﬂu, cﬁ»’,,..):o,
on aura SR - -
v E2 . . m}

F@ )= a+ m[ (€+") - 28’(5+’¢)+g/‘]

ce qui revient i dire que, dans l'expression ci-dessus de p,, ¢’ peut étre
supposé égal a zéro,
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Cette expression de p, doit étre modifiée lorsqu’'on suppose g + ck
égal & zéro. L’équation différentielle qui précéde I'expression dontil

s’agit devient alors

On en tire
’ e _m_ rhy
p=ck '__—-c<l+9.€)

et 'on peut prendre, par suite,

avec les conditions
Sva=m, ZA'a=o.

Sans se préoccuper de la coordonnée p,, on reconnait que ces ex-
pressions satisfont 4

Az a
W:Rw, ?;'Z—’=B_)’, .oy

pourvu que Pon détermine & en fonctlon de ¢, par I'équation du pre-

mier ordre
& R h
. dar h( I+ 2)
ou, bien entendu,
‘ - [
R= (E+h)’

mais on voit que les expressions intégrales qui précédent ne renferment
que 2n — 2 constantes arbitraires, en sorte qu’on n’obtient qu'une
solution particuliére de la question. :

La formule (12) devient illusoire lorsqu’on suppose
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h étant une constante quelconque, c’est-a-dire lorsque
p=ck-+h,
ou, ce qui revient au méme, en excluant le cas de p constant quand
§=p'=(E+A)
L'équation (g) fournit alors, en ayant encore égard 4 - —§ =RE,

) (),

(82) —R= E+hp— P

equatlon (11), qui est seulement en défaut dans le cas, qu’on peut
exclure, ou ¢ serait constant, donne, par suite,

7 -+ csing + ¢’ cosg,

.\.

c et ¢’ étant des constantes arbitraires. On a, par conséquent, d’aprés

les formules (6),

= A sing 4 A’ cosg , .

I .
7 Hesing+ ¢/ cosg

ce qui définit une conique. Il entre dans ces expressions de x, y, ...
. . o I o .
les 2n constantes arbitraires &, &/, ... et les trois 7 C ¢'; maisil n'y

a visiblement que an + 2 constantes indépendantes, et & cause de
F(a,..)=1, FA,...)=1, FAA,..)=0,

ce nombre est réduit au nombre voulu 22 — 1.
En posant

1 1 .
7+ gcos(g +¢) = 7 + csing +-c’cose,



a54 - €. COMBESCURE. -

et faisant usage de la substitution connue

X L\ Cosw—gh
c0s(9 +¢) = 1— ghcosw’
on aura
. n
= l—:—é—;;-/:; (I — gh (‘OSW),

et 'on fera rentrer les expressions précédentes dans la forme (a), y
compris I'équation déduite de p* dp = £ dt. .

Comme I'équation écrite un peu plus haut, entre p et ¢, peut se
wettre sous la forme

h=p+pghcos(p—+e¢),

ct qu'on n'altére pas la forme des equatlom (6) pas plus que les trois
conditions : : : : .

FA . =1, A(A..0=1, F(AA,..)=o,
en donnant 4 ¢ la valeur qu’on voudra, on peut poser
ghcos(p+:)=—&,
et 1’611 est ramené & l’éduation
p=&+Ah,

d'ou l'on peut conclure qu’il n’y a pas d’autre forme que I'une ou
Pautre des expresswns (§:) donnant & R la composition analytique
requise en ce qui concerne 'intégration, résultat que M. Darboux a
établi par d’autres considérations, en faisant connaitre en méme temps
la seconde forme (g,) de R(Comptes rendus de l’Academze des Sciences,
avril 1877). :

Revenant 4 la théorie generale, il est & peine nécessaire de signaler
trois cas ou le probléme d'intégration se résout immédiatement par
des quadratures : e

1° Celui ou, dans la formule ( 11), on suppose

S R=flp)s
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2° Celui ou, dans la méme formule, on prend

R L) file)
Pﬂ Pb )

3° Enfin celui oti, dans la formule (12) ou (12,), on suppose

R =f(&).

J'ajouterai, pour le cas le plus important de deux coordonnées rec-
tangulaires x, y, les relations qui ont lieu entre les diverses con-
stantes, quand on fait usage simultanément des coordonnées p et ,
auxquelles on fait correspondre les formules (6'). On a, dans ce cas,

F=ax*+ by* +2cxy, E=ax+ fy,

avec les cinq conditions
ar? + b+ 2cah =1,

an? 4+ b2+ 2ed' W =1,

adol’ + b’ + c( At + W) = 0,
oot + % =m,

L+ % =o.

Si I'on désigne par £ la constante des aires, telle que généralement

dx dy _ ,'
ya—f“w?{z—,‘:;

on a ict

B = (ab— *)(yw/ — 2y ),
en sorte que, en donnant a £ et &' le signe qu’on jugera i propos, on

aura i
k=¥ ab—c*,

= d' — b’ = e

yab— c"

et 'on pourra particuliérement écrire, sous les deux formes suivantes,
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le groupe des cing relations ci-dessus

m? = k?(ba*+ afi* — acef),

gew-é;(ba—cm, = T (af —ca),
5
|

g W W AR A+ i
=@ 0=

k:g" ) —_ I ’

§ V. — Mouvement dans un milieu résistant.

Je suppose qu’au lieu des équations (1) on considére les suivantes :

az ,
‘f;:—Rw-PVw. —@?=B.x.+v,x,, ey
d oo ARy
() Ht%:l{y—k\fy, & =Ry+Vy, ...
K1 ' dis ’
%:—_Rz-l'"rzg -‘—u—,l=R‘Z.+V‘z‘, 1

ou jusqu'ici R, R,, ..., V, V,, ... sont des quantités tout a fait quel-
conques pouvant dépendre; quand elles sont données, de toutes les
variables z,y, ..., 2, y,, ... de leurs dérivées premiéres x’, y', ..,
Z,, ¥, --. et de la variable indépendante ¢. En introduisant une fonc-
tion auxiliaire T, telle que

1 dT

Td ="

I'élimination de R entre les deux premiéres (1’), par exemple, don-
nera ’

zy' — yx'
-—y—,l-l- = const.;

Uexpression §f — F2, qui figure dans le dernier terme de I'équation (4),
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SJ deviendradonc ici égale 2 £2°T?, en désignant par £* une constante
arbitralre ‘Cétte équation (4) deviendra, par conséquent, en ayant égard

alr),
, d? i kT?
(4 ) 73 R V% + —
Soit encore
E=ax+fy+ys+...,
en sorte que
d2} , 1dT d¢

w=Rrrga
Si l'on fait
@ _
“cette équation pourra s’écrire
KT dw "
T E
etTon aura, par suite,
p_ kT do
R

On a, d’ailleurs,

(-I—p- = kT ’uydp

. _dp (lp 2o, de = dl
dE dt’ =T -+ ( . —+k\/‘5?ﬁ->)

E & d;

ce qui transforme I'équation (4’) dans la suivante :

1
&’ & Et)E&E A

d' 4! (dp p) des
¢

On tire de la, par I'intégration,

S+ dp -2
- =)o)

m étant une constante arbitraire, et, par conséquent,

2
L
’ R= k2T? il_ (m Pgl)
(12 ) T ot dt ( dp )z
d"
Journ, de Math. (3¢ série), tome VII. — Aour 1881. 33
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Si P'on fait, ¢ étant une constante quelconque,

sin{g +¢) = LI

. . mp
cette équation deviendra
. 1
drl
A}Ti 1 -~
[ ~R="T12 v y
(ll) R= Pa (?+d'?2)
et I'on aura en méme temps
.
(13) BT de=2EZE o gy,

A cela il faut joindre

/ ¥ ﬁl_'[: — A "ﬂT — . ‘Ll_ — 2
(14) T =V ou A\/wdE =YV ouencore 4 7= =" v,
et 'on a toujours les équations (6) ou (6') avec les relations des con-
stantes

j(el\,...)'—:l, j(al--’,...)zl, F(Jo,ejn,,.. )20,

(15)

zo{ta =m, Za\)'a: 0.

On observera qu’en posant
=+ y 34
il faudrait écrire
V=-,

%

si 'on voulait faire figurer dans le calcul la résistance proprement
dite U. )

Dans le cas oti cette résistance U est proportionnelle & la simple
vitesse ¢, V est égal & la constante — 7', de sorte que, d'aprés (14),

Nt
T_" n .

a2l
k!e—in'l 1 P
—R= 'T( + T)

et, par suite,
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De la résulte que, si une force &, fait décrire dans le vide une cer-
taine courbe, la force e~**“&, fera décrire la méme courbe avec la loi
de résistance supposée, en choisissant convenablement les circon-
stances initiales, seulement le mouvement angulaire sera changé. Ainsi,

. ., . B Ny
pour les coniques précédemment considérées, la force e+ ‘o—; fera

décrire librement ces coniques, comme s'il n’y avait pas de résistance
de milieu; mais il faudra, dans la premiére formule (a), § TV, écrire

1 v . . , .
— -7¢~" au lieu de ¢, ce qui altérera le mouvement angulaire

De méme que la racine carrée de la forme quadratique joue le role
de rayon vecteur, il est naturel, en suivant I'analogie, de faire jouer lc
role de vitesse 4 la racine carrée de la fonction (o', y,...), désignée
par f au § I. En posant, pour un moment,

E=mpsin(g +¢), =1 =mpcos(g+¢),
m et ¢ étant des constantes, on a, d’aprés les formules (') du § 11,

Lr

!
%

itl =\ = + e&u’ —
n m

d’ou, & cause des relations (15), résulte

o, £ 4
X, ¥,es.) = — + —»
( e ) m? m?

ou

On a aussi, par les mémes formules,

> ’
F=gp',
et, en remettant §f — F? au lieu de £2T?, on peut écrive, si l'on veut,
I'équation (11') sous la forme
1

” , —R—opo2\ L _F
(1r") R=p9"\; + 7=

d2
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§ VI. — Autre choix de variables.

D'aprés les équations qui définissent 7, f, F au début du § 1, et en
ayant égard aux équations (1) du précédent paragraphe, on reconnait
toul de suite que
t dT

-—f—l—Rf—r—VF :I—,*‘-[-Z=Va

f[_l_
dt

& _
de

dl

7= 2RF + 2 Vf,

‘a) aF,

ou j'ai rapproché la quatriéme équation. En éliminant R entre lcs deux
premiéres, il vient
df dF 2 dT

Fo—- —2 F +2fl‘__ !

7 T 7 (#f F?),

ds . . .
et, en mettant 5 au lieude 2 F au troisiéme terme du premier membre,

on retrouve la relation
¥ — F2= 212,

qui peut étre regardée comme une intégrale premiére des équa-
tions (a).

On aurait des équations analogues pour le second groupe (1'), etc.
Dans la question générale d'intégration de Fensemble des groupes (1”)
les quantités R, R,, ..., V, V,, ... sont censées des fonctions données
de toutes les variables ¢, x,y, ..., @, y,, ... et de leurs premiéres dé-
rivées &', ', ..., &, ¥,, .... Au moyen des équations (6), § 7T, et des
analogues, toute fonction donnée de ¢, r, &', ... peut étre exprimée
au moyende ¢, p, o', 9, ¢', py, py, 91, 9 - -, et l'on doit adjoindre aux
divers groupes, tels que (a), les équations

(6) AT =p¢, &Ti=pig.

A cause de
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on peut aussi considérer V; et R; comme des fonctions des variables
t, 3,1,F, 0;3,f,F, 9, ..., etréduire, si I'on veut, chaque groupe,
tel que(a), aux trois premiéres équations, en y adjoignant

' ' do _ \FE—F*
&) 7

Je me bornerai, comme ci-dessus, & la comsidération d’un seul
groupe (1) pour introduire diverses remarques.

Si R et V sont des fonctions données de ¢, ¢, 7, f, F, on a naturcl-
ment a intégrer un systéme de quatre équations différentielles du
premier ordre (a) et-(4’). Mais le nombre des intégrales fondamentales
a trouver diminuera d’une unité si ¢ n’entre pas explicitement dans ces
deux fonctions : ce nombre diminuera de deux unités si ¢ et p ne fi-
gurent pas dans les mémes fonctions. Dans ce dernier cas, on aura, par
exemple, & intégrer les équations simultanées

(c) %R+‘Tf 2F 7 .~.f+1w+w

et a effectuer les deux quadratures

d¥ do — \v‘p——(.___ 3

(1[: ﬁ’ ¢ 2]‘.:;-

ds.
Cette conclusion est tout a fait analogue a celle que formule Jacobi

a la page 209 de son grand Mémoire Sur le Multiplicateur et que je me
permets de rappeler :

« Unde variabilium electione effectum est, ut motus comete circa solem
in ethere resistente tantum pendeat ab iniegratione duarum equationum
differentialium primi ordinis inter tres variabiles ¢, 3, r; qua transacta si
determinantur ¢ et f3 perr, obtmentur ¢ et t per quadraturas. » ( Maih.
Werke, 1).

En supposant
' F=x"+yt,
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les variables de Jacobi sont
ry 1 ] s A L1
r=\y3g, a:;f—;fRd&', L =kT,

R ne devant dépendre que de r, restriction qui n'est pas nécessaire
dans ce qui précéde, et ou R peut dependre de #, f, F d’'une maniere
quelconque.

Les équations () fournissent la combmanson

_.di+ldf a dF __ 2
gdt " Tdi Fd

d’ou résulte

3
. d"’gli_( AAVERRE.)
(«’lo) ———dff = \lf-i;—, (?+-‘T/-

ce qu’on peut encore écrire

F O 2
(a) t/log( il ("E_) R

7 A
on a aussi

dlog(¥f—F2) _ Vv
(b) — T F

Dans le cas particulier ou
R=—

b

2a.l -

I'équation (a,) donne
' Ff = CF?,

(i étant une constante arbitraire. I.équation (4') fourait alors

2%

, dou F=Ce" 1,

____I_C—l
g 2 F

ce qui définit la trajectoire que Y'on peut ranger, si 'on veut, dans la



FORCES CENTRALES. 263

classe des spirales logarithmigues. L'équation (b) donne, d'aillenrs,

(ﬂ" 1
di = =;V

et en chassant f et » du second membre, au moyen des deux intégrales
precedentes on sera amené i intégrer une équation différentielle du
premier ordre, en suppasant V mdependant de ¢. On aura ensuite ¢ par
une quadrature,

Les équations (2) et (b) mettent en évidence d’autres cas ol I'on
peut obtenir immédiatement une ou deux mteomles Par exemple, si
I'on suppose

(2) ‘ %=mwm(ﬂ§3)

m et & désignant des fonctions arbitrairement choisies, I'équation (a
fournira sur-le-champ une intégrale indépendanie de toute hypothese
Jaite sur la lot de résistance.

SiTon considére isolément I'équation (b) et que I'on suppose

(8) S =4(5) W~ T,

¢ et ¥ désignant des fonctions quelconques, cette équation fournira
tout de suite une intégrale independante de toute-hypothese faite sur la
nature de la force centrale.
Tl est clair qu’en adoptant simultanément les expressions (a), (&
de R et de V, la solution compléte s’achévera par deux quadratures.
En posant généralement

H—-F=u9* f{=un?
de facon que

F=Viu—1w, T= ;—{w,

les équations (a) et (b) pourront s’écrire

du R dw___V
g ~ W’ 4§ T aVFu—1
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et, en v joignant ,
de -, P ma iy iw
dt — g’ dt ; ’
on aura, sous une autre forme, les quatre équations qu'il s’agit d'in-
téyrer dans le cas général on R et V sont des fonctions données quel-

conques de ¢, 3, 7, f, F, c'est-i-dire ici de ¢, 9, F, u, w.

§ VII. — Du multiplicateur relatif au systéme (a).
Considérons en lui-méme le systéme (@), ou plutdt le suivant,

w=T & o dAF AT . Ay
(a,) T aF T aRF+aVI — [ R+ \F TV (\’:;r_l??)’

dans lequel je suppose que R et V sont des fonctions de 3, f, F, ¢ indé-
pendantes de 2. Le multiplicateur M, propre 4 ce systéme, pourra, con-
formément aux régles connues (loc. cit., p. 77) (*), étre défini par I'é-
quation

dlog M
dt

i . 0N

()1 OV
+ 2 F + ¥~ oF

Y

+4V=o.

En admettant qu’il ait été déterminé par un moven quelconque, si R
et V ne contiennent pas 9, soit

o(7,f, F,T)=(,

C étant une constante arbitraire qui n’entre pas dans 0, une intégrale
indépendante de ¢ du systéme (a,); en I'adjoignant a l'intégrale

(d) R =g,

(1) Les détails dans lesquels j'entre ici doivent étre considérés comme un
simple rappel des principes posés par le grand geomelre dans le Mémoire ci-
dessus mentionné,
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le principe du dernier multiplicateur (loc. cit., p. 100) fournira la der-
niére intégrale

2
e) A~ [(RF -+ Vf) df — F df] = coust.,
T2 —F%
oF aT
(’ou I'on doit éliminer, comme on le sait, F et T au moyen des deux
intégrales précédentes, aprés que les différentiations partielles auront
été effectuées.

Si R et V contiennent ¢, les deux intégrales censées données étant
représentées par

8(%,f,F,9,T)=C, o,(%fF,0,T)=C,,

en les adjoignant a I'intégrale (d), 1a derniére intégrale sera

X3 f M (R4 + V) d — F df] = const.,
ou
A=|BT %% %?—l-‘"

¢t J’écris ces formules (e), (f) dans I'unique prévision ou I'on parvien-
drait 4 trouver une ou deux intégrales lorsque, R et V étant donnés,
on connait une expression de M vérifiant 'équation (M).

Dans le cas ou R ne dépend que de & et de ¢, en désignant par p un
nombre donné quelconque et ajoutant  'équation (M) la suivante,

dar -
—Prg tPV=0.

(ui provient de (a, ), on obtient

d logMT-P av oV
———qu—-—-— +2f3-[-.- +F5F+(p+,'>V:O°

Journ. de Math. (3¢ série), tome VIl. — Aovr 1881, 34
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En égalant & zéro I'ensemble des termes qui suivent le premier, on
aura \

(i) M=T>r.

Ainsi, quand R dépend seulement de § et de ¢ et que V est une fone-

tion homogéne de F et T de degré —(p -+ 4), pouvant contenir # et
d'une maniére quelconque, la formule (p.,) donne un multiplicateur du
systéme (a,). Si R et V ne contiennent point o, il suffira, comme on I'a
dit, de connaitre une intégrale  pour ramener le probléme aux qua-
dratures. Par exemple, en prenant

auquel cas
I'équation (b), § VI, fournit
fp="1%=¢(,

et la partie sous le signe [ dans I'équation (e) revient a la différentielle
exacte
o ,
s[(R—Z)d5—ar],
m . .

ce qui ne doit étre considéré que comme une trés simple vérification
de mes propres calculs. On aurait un exemple un peu plus général, en

supposant dans (8) la fonction ¥ égale a (§f — F? )'(%—4), R ne dépen-
dant encore que de §. L'équation (b) fournit I'intégrale o, et I'on peut
ensuite appliquer la formule (e).

Lorsqu’on suppose

(/) V=m(a?)f”(£"?),

= (%) étant une fonction donnée quelconque; si R ne dépend que de 7,
on a le multiplicateur (u,), mais il reste & trouver une intégrale ® pour
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pouvoir appliquer la formule (e). l.a difficulté est alors concentrée
.dans la recherche de I'avant-derniére intégrale.
Admettons encore que R ne dépende que de #, en sorte que

R= Lp'(.’),

¢ étant une fonction donnée a volonté : en désignant par p et g deux
nombres quelconques aussi donnés, et ajoutant & I'équation (M) les
deux équations du systéme (a,), savoir :

IT
p,;,(dt-l-pV’—O,
—th-i-q ()(ﬁ-i-zqu_.o,A

puis égalant & zéro tout ce qui dépend de V dams I'équation obtenue,
on en conclura

e [ M = Trei™¥,
(&) V = oe,
® étant une fonction homogene de F et vF, de degré —(p + 4), pou-
vant contenir ¥ et ¢ d’une maniére quelconque. Si ® ne renferme pas ¢,
la connaissance dune intégrale o suffira pour ramener le probléme
aux quadratures.

En dehors de cette forme V, qui correspond au cas signalé par
Jacobi (loc. cit., p. 208), il parait difficile de découvrir quelque mo-
dification de I'équation (M), au moyen du systéme (@, ), qui permette
de trouver un multiplicateur ne renfermant pas ¢, et tel que les ex-
pressions de R et de V soient dans une parfaite indépendance I'nne de
lautre. .

Fajouterai quelques remarques pour le cas du vide. Tl faut alors sup-

poser V=0, T=1 et supprimer le terme intermédiaire — dans le

dT
™
systéme (a, ). Si, i part I'intégrale

Vif —Fi=¢,
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on en a une autre
e(g,f, F’ (P) =C,
la derniére intégrale sera

fM 5 (RdF—df) = const.,
%

et si, en particulier, R ne dépend que de & et de ¢, on peut prendre
M=1.
En conservant cette hypothése sur la composition de R, soit
9(»‘7:, @, ‘Ea k2> =C
T de

une intégrale premiére, résolue par rapport a la constante d’inté-
gration de l'équation (1 1), § I, la derniére intégrale sera, M pouvant

étre pris égal & 1,
(5 : deq)
= const.,

ou
A= .
—oF %
26 oF

La variable f ne pouvant s'introduire ici que par lintégrale

V$f— F3 = £, le déterminant A se réduit a 5 -+ D’ailleurs, a cause de

a5 . 2F§
dp Tk’
01 aura
08 _ 06 28
9F T a3k’
0%
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do — P
en posant p’ = -F et supposant I'intégrale donnée écrite sous la forme

qui correspond directement & la formule (11)

e(p,p’»9)=C

c’est, du reste, ce qui résulterait de ce qui est dit & la page 129 du
Mémoire cité.

§ VIIL. — Mouvement des projectles.

Les équations de ce mouvement sont comprises dans le type

d2¢ dt

de "6 t T8
d?y, dy
=gt 8o
BT 4

de Z ;T8

ol g, 8ys ga» - .. sont des constantes donmées. En posant

V=240 +{2+... et 6=

)

<l

S serait la résistance tangentielle dans le cas de deux ou trois coor-
données rectangulaires &, v, §, .... Je considérerai généralement § et,
par suite, § comme une fonction quelconque de &', v, &', .... Cela
posé, si 'on fait

L dy
‘L—Fta y—-m) Z~-d—ta sy

la différentiation des équations précédentes fournira

dz do.z + 6,
E T d
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ce qui rentre dans la forme (1), § V, en prenant

) db
V=6, B= ‘72'
A cause de

*

'=0x+ g,
en différentiant la premiére (6), § I, on aura
A(p'— Op)sing + po'cosg] -+ A’[(p" — Op) cosp — py'sing] = 2.
En multipliant et divisant par p = y7, puis posant

(F—-O.S?)sinq—i-chosc?__(, (F-—-Oef)cos?--kTsimg__C,
=, =\,

(@) NE NE

I’équation précédente et les analognes peuvent s’éerire

AG+A'G'=g,
(8) BG+ B'G =g,

De ces dernieres relations résulte

F(AG, A, BG,B, ...)=F(g,A, g,B, ...),
¢’est-a-dire
G=F(gA, g B, .. s
et de méme
G'=F(g, A, g,B,...).
11 en résulte aussi

$g 8 )=F(AG+ A'G,BG + B'G, ...) =G>+ G* =A%
Flx,&,...)=F(r,%c+g,...)
f=¢(a',v,...) =30 +g, ... )=0F+20F(2,g,...)+ 1

et, par suite,
BT =Ff— Fr=A'5—Fla, g, ...
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En désignant par z,, yq, ... les valeurs de «, y, ... répondant i

t = o, ct par F, la fonction F(x,, g, 70, &1» . - -)» les relations (z) don-

neront, pour cette valeur de ¢, et en ayant égard aux égalités préce-
dentes,

Fosin uo-}-\/h Fo—F} c0s9y
Voo

G'= Fof'oauo——\/msm %

Ve

G=

ou ne figurent que les données initiales en supposant aussi donnés,
comme je le ferai tonjours, les coefficients a, b, ... qui entrent dans
la composition de §. Quant aux constantes A, A, B, B’, ..., en ayant
égard aux relations (g), aux formules (G), § I, et aux précédentes ex-
pressions de G, G', on aura

A= g\/?ocos%—— G'x, A= _‘g\/;; Sin?o-i—Gl'o,

Viig—Fi Viig,— Fi

ouh*=5(g, g ...)ne dépend que de quantités données et ou I'on
peut attribuer & ¢, la valeur déterminée qu'on voudra, par exemple

7 ou o,

Maintenant les équations (a) donnent

T ﬁ F — 6% = \3(G sing + G’ cosg),
) I kT =3(Gcosp — G'sing).
9 ?

En faisant la somme des carrés et remplagant £2T? par $f — F*, on
aura

f—20F 4 69 = R2.

Sil’on élimine f au moyen de cette derniére relation, les équations (a),
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§ VI, deviennent

as
@ =2F
dF 70 oz do
) 127-_&-6 J+36F+-d—t5.
do kT
a~ 5

Quand on substitue dans ces équations les valeurs de F et de 4T,
déduites de (8), la seconde devient identique, et la premiére, com-
parée a la troisiéme, fournit, en réintroduisant p,

dp ¢+ Gsing+ G'cosg
dc?_P Gcosg — G'sing

-
o~
~——

ILa fonction @ peut, comme je I'ai supposé, dépendre d’une maniére
quelconque de &', v, ..., c'est-a-dire de x,y,3,...,ou enfin de p et g,
i cause des formules (6), § I. Son expression transformée contiendra
A, A’, ...; mais, d’aprés les valeurs ci-dessus de ces constantes, on
peut considérer § comme dépendant définitivement des coefficients
qui entrent dans ¢, des valeurs initiales x,, ¥, ... et des constantes
donuées g, g, ....

L’équation (&) étant intégrée et la constante qui s'introduit étant dé-
terminée par la condition que p = p, pour ¢ = ¢, la derniére () don-
nera ¢ par une quadrature. Cette équation (e}, qui est exactement de
méme forme que 'une des équations dont on s’occupe dans la Balis-
tigue, powrra, comme celle-ci, s'intégrer dans le cas ol I'on prend

ph=p+qs"

n étant un exposant constant quelconque, et p, ¢ des fonctions quel-
conques de ¢. La résistance proprement dite étant généralement

S=Y4,

et les calculs qu'il faut faire ici étant & peu prés les mémes que dans
le cas ordinaire, on voit que, sans augmenter la difficulté analytique,
on aura, par des transformations sensiblement pareilles, le mouvement
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du projectile avec une loi de résistance représentée, soit par

S= é (p+ q0"),
.
soit par
S=p+qV",
ou
Ve=yad+y + 28+,

et out p désigne toujours la racine carrée d’une forme quadratique quel-
conque.

Or, & cause des coefficients arbitraires a, b, ... qui figurent dans 5
on peut, en les déterminant convenablement, rapprocher davantage
les résultats du calcul de ceux fournis par I'observation, bien que I'on
fasse dépendre implicitement de la direction la résistance du milien
quand on ne réduit pas p* & une somme de carrés.

La quantité 9 étant censée exprimée en £ et ¢, ona géuéralement

do i J0 kT
(l) R-—"d'é—-';)?2 +-0—(?-_:§_.

Si, en particulier, § est donné en fonction de 7 seulement, les denx
premiéres équations (77) fourniront, en réintroduisant 5,

dF h2— 022 ( ’ d&)
d — =p—F te 3 S dp

—
<7

)
Quand on aura intégré cette équation, I'angle ¢ sera donné, sans

intégration nouvelle, par la premiére équation (3}, etI’on aura ensuite
¢ par une quadrature.
L’équation (d') est immédiatement intégrable lorsqu’on suppose

m(pg +30) =kt — 0%,
m étant une constante quelconque. En faisant, pour un moment,

f="2 =2z
"-my’ P"'h ’
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cette derniére relation peut s’écrire
dy 2
Z=+ 3y =1— 2y
Elle admet la solution particuliére

I
? b
et I'on en conclut, par suite, pour la solution générale,

1 ele+o) e--(.t+o) 1

Tz el e T gt

o étant une constante quelconque. Une pareille loi de résistance ne
peut physiquement convenir. Il m’a paru néanmoins intéressant de la
signaler, les seules lois ou 'on soit parvenu & réduire le probléme aux
quadratures étant, 3 ma connaissance, comprises dans la formule
£9 = p + gp", quand on y suppose que p désigne la vitesse.

Dausla question présente, on a un nombre suffisant d’intégrales pour
appliquer le principe du dernier multiplicateur; mais, en se reportant
i 'équation (M), § VII, et & I’expression ci-dessus (r) de R, on s’aper-
coit que la détermination du multiplicateur M n'offre pas moins de
difficultés que I'intégration directe de ’équation (¢) ou de I’équation (d').
Cette équation (9), en changeant la notation, se rattache au type

ou X, X, sont desfonctions données de x. Si I'on cherche un multipli-
cateur eulérien de la forme

=YY"+ 9)" @y T b DY+ e

ou ¢, 95, ... sont des fonctions inconnues de r, et m un nombre
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entier quelconque, on peut déterminer ¢,, ¢,, ... moyennant une cer-
taine relation entre X et X, ; mais celte relation, pourle cas de I'équa-
tion (0), fait dépendre la loi de résistance de l'intégration d’une équi-
tion qui n'est pas plus facile & traiter que 'équation (4, bien qu’on
puisse se borner 4 une solution particuliére.

Dans de telles conditions, et si l'on veut adopter une loi de résis-
tance autre que celle dont on a parlé plus haut, il faut revenir au pro-
cédé des approximations successives. En supposant que ¢ ne dépende
que de ¢, il m’a paru qu'il y avait quelque avantage & conserver ¢
comme variable indépendante. Les deux premiéres équations () peu-
vent alors étre remplacées par I’équation du second ordre

ld2§_ 2 72 3 N ¥

En admettant que la densité du milieu est assez faible, on pourra

supposer
4 3

6= s(a A, + a,F+a, P+ a,f),

3

¢ étant un nombre trés petit, et a, a,, a,, ... des coefficients finis
censés connus. Si I'on congoit & développé suivant les puissances posi-
tives de ¢, en sorte que

F=u-+ue+u+.. .,

u, u,, ... étant des fonctions inconnues de ¢; en substituant cette ex-
pression de ¥ dans celle de 6, puis dansI'équation différentielle, et éga-
lant dans les deux membres les coefficients des mémes puissances de z,
on aura une suite d’équations différentielles qu’on pourra intégrer suc-
cessivement, en déterminant les constantes arbitraires par la condition
que u,, u,, ... et leursdérivées premiéres s’évanouissent avee ¢, Quant
a u, qui répond au mouvement parabolique, on aura

w=Rr+ 8t + w.

A et W seront fournis par les valeurs initiales ay, y,. ..."; u, sera donné
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par une équation de la forme

u ~\ du elu -
7‘3’- = (M + N\ u)—(ﬁ- ou -(_”1 = (M + Nyu)du,

M et N étant des fonctions rationnelles et entiéres de u, cte. Mais je
n'insisterai pas en ce moment sur ce sujet, qui exige des caleuls un peu
longs quand on veut approprier I'enscmble des formules aux exigences
de la Balistique.




