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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES EN UNE SÉRIE, 277 

Sur le développement des fonctions implicites en une série; 

PAR M. F. GOMES TÊIXEIRA, 
Professeur il l'Université do Coîmbre (Portugal). 

On connaît la formule de Lagrange qui sert à développer en une 
série ordonnée suivant les puissances de χ une fonction 

"=/(y)' ,r = ' +®?Îr)· 

Nous allons dans cette Note présenter une formule plus générale que 
celle de Lagrange, qui sert à développer en série ordonnée suivant les 
puissances de χ une fonction u, 

(0-
" -fix)' 
y = / -h a? φ, (y) + χ2 <pjy) -Κ,. -f- χ" ?„(y !. 

Dérivant la deuxième des équations (j), on trouve 

d V 
ti = ?' (y) + a*P»(r) + ■■· + <pjy) 

-+- [® Cr )+· · ·+*" ?;(/)] < 

'if
t
 = 1 + [x f\(y) + X*- (y) + ...+Λ1 (/,] ί|, 
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d'où l'on déduit 

Ê = M ·+■ a<P?>(r) +· · ·+»«*-' ?/.(/)] 
ou 

(») rf.r dy dx ' dl r/jr dt ' 

Mais, étant 

du __ r/tf a? y ^ c/tf φ* 
nous avons 

V) dl u __ diu f du ί dO ^ r/0 dy\ 

OU 

:4) f/// t d(( 

où l'on pose 

(5) 5 =^(iV-'?,·(/)]. 

Dérivant l'équation (4) et ayant égard à l'équation (2), il vient 

dx1 dxdlJ dt \dx dy dl) ' 

dîu d- u ^ ( du dti dy 

donc 

dx- dp ^ ' dt \ dx 2 dy dt J 
Oil 

(θ) iii - \df· ' du. Λ 

En dérivant (6), on obtient de la même manière 

(7) 
\ dt ) ^ \dt dx) du dl§ 
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et après 

<fiu __ \dt ./ ρ \ dt dx) 

.jr J dt\dx) . ( \ dt d.t1) du </3 0 

On obtient les dérivées suivantes de la même manière. Nous allons 
en chercher la loi. 

En général, représentant par 6", 6"\ ... les dérivées de 0 par 
rapport à χ, on a 

(») _____ ~2^ - 1 

et par conséquent 

dx' 2L \ dla~l 

"r dt*-1 

.'■-'i-Sis-iâ»)·™--1"·'···! 

+ · A«-i + ···! 

OU 

(9) 

„Ι^[π£0*+,(0/)«(β')ρ... 

</«-» ίίθΑ-1(0')"ι+,(θ")/'... 

da~v (<Π',Μ (Γ)'Λ .. 

d*~1 / 
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Comparant cette formule à la formule (8), on voit que chaque terme 
<le (8 ) donne une somme de termes qu'on forme de celui-là en otant 
une unité à l'exposant de chaque facteur ι, 0, 0', 0\ ... et en l'addi-
tionnant à celui du suivant, et donnant pour coefficient au terme l'ex-
posant qui a été diminué. 

L'ordre de la dérivée par rapport à t qui entre en chaque terme est 
égal à la somme des exposants de 0, S", ... dans le terme moins une 

unité. En effet, cela est vrai pour la dérivée et parla formule (g) 

on voit que l'ordre de chaque dérivée augmente d'une unité dans le 

passage à ainsi que la somme des exposants de 0, C\ 

y 
Noîis avons doue, en remarquant que les dérivées de 0 d'ordre plus 

grand que η sont nulles, la formule suivante, 

tlx' ^ d& 1 

où l'on doit donner à a, |3, y, ..., λ toutes les valeurs entières et posi-
tives qui satisfont à l'équation 

a 2jS ■+■ 3y H- ... -h nX = î. 

et où b est donné par la formule 

dx' 2u dy,>+l \djc) \dx·) \dx"J 

Il ne nous reste qu'à déterminer le coefficient A. Pour cela nous 
ferons 

y.Cr) = fîM = ■·· = ?,,W = i. 
et nous aurons 

dx' 2u dy,>+l \djc) \dx·) \dx"J 

Mais on trouve dans le Calcul différentiel de M. Bertrand la for-
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mule suivante, qui donne la dérivée d'ordre i de 11 étant u = f{y), 
ν=ψ(<Γ), 

dht γ .dPu \dac) \άχ*) \dxnJ 

où 
α 4- 2 (3 4-... 4- ηλ = i, α4-|34-γ-4...4-λ = δ4-ι=/ϊ. 

La comparaison des deux formules précédentes mène à la valeur 
de A qui, substituée dans la formule générale, donne la suivante 

d.r1 ^1.2 ... α χ ι .2 ... β X ... Χ ι .2 ... λ(ι .Q)"(I .2,3)L ..(1.2... n)x 

Nous avons ainsi l'expression générale de la dérivée de u par rapport 
à χ de la fonction (1). 

Pour obtenir maintenant le développement de u en série ordonnée 
suivant les puissances de x, nous emploierons la formule de Mac-
laurin 

"=+(as ) *+
A^).

x
~
+oMf +· · · · 

et les coefficients seront donnés par la formule précédente, en y fai-
sant χ = o. 

En y faisant donc a? = o, nous aurons premièrement 

"=/('). y = t, ^=/(')· 
Ensuite les formules 

β = Pi (y) ■+■2»?t(r) -+-··· + &.(r). 
0'= 2fj(y) -h 3. 2x<p

s
(y) 4-.. -h Λ(Λ — v), 

5"= 3.2<p
3
(/) -h... 4-Λ(Λ — Ι)(Λ — 2)Λ?"-3φΛ(ν), 

. . . . 

6 («-')= n(n — ι)...2.ιφ„(τ), 
e«=o 

Journ. de Slat h, (3e série), tamo VU. — Aocr 1881·. 3G 
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donneront 

0 = ?i(O» 0/=s2?aW» 0"=3.2φ,(/), ... 0(" 4) = «(rt — ΐ)...'2.ΙΦ„(/), 
Q(

n
) — £(«+«) — 0(«+a) = ><# == 0< 

Nous aurons donc 

(Ê)=/'W-f.W. 

f \ / J ru ) Ι.2..,β^1.2...αχΐ.2...βχ...χΐ.2..,)ΐ# 

f \ / J ru ) Ι.2..αχΐ.2...βχ...χΐ.2..,)ΐ# 

En général 

ydx1) 0 ZêÀ 1.2 ... α χ i .2 ... ρ χ ... χ i .2 ...\dtb ' 

où l'on doit donner à α, j3, γ, ..λ toutes les valeurs entières et posi-
tives qui satisfont à l'équation 

α 4- 'ΐβ -f- 3γ -+-... -h n\ = e 

et où ù est donné par la formule 

ù-hi = a-+-|3 + 7 + ...-t-X. 

Nous avons donc la formule 

u=M+
e/<Fl

(«)+... + - *L-y *v(Q-[t.(or-[T.(oyi
 +

..., 

qui contient comme cas très particulier celle de Lagrange. 


