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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES EN UNE SERIE, 277

Sur le développement des fonctions implicites en une série;

Pir M. F. GOMES TEIXEIRA,

Professeur i V'Université de Cotmbre (Portugal).

On connait la formule de Lagrange qui sert & développer en une
série ordonnée suivant les puissances de a une fonction

w=fly), y=t+azyy)

Nous allons dans cette Note présenter une formule plus générale que
celle de Lagrange, qui sert 4 développer en série ordonnée suivant les
puissances de z une fouction u,

p = A,

ly=t+x9(y)+xp,(y) +...+ 2" 5,(v..

(1)

Dérivant la deuxiéme des équations (1), on trouve

{ \
Te= o)+ 3. (y) e+ na g, (y)
+ (25 () + 2, (y) +. . a9, (V)] 7 &,
dy dy

o =T lEn) S+ 2, e
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d'ou I'on déduit

(i Iy . ’
=S [aly) + 2 gu(y) .ok nat g, ()]
ou
v d i=n o .
(2) de =t 2[‘“""?" il

=1
Mais, étant
dv _dudv du _ dedy
TS dde A Ay
nous avons

. dn dn .
3) z;=a;2[‘w’ '2:(r)s
ol

‘4 du_ g

4 de 't

ou I'on pose

(5) ! =2<ix'~'<.o,<yn

Dérivant I'équation {4) et ayant égard a I'équation (2), il vient

d2u d*u du [ db Aan dy

o &y, dufdd A Dy

dzt = dudi’ + (d.v K 66[)-' r/t)
du _ d*u di 8 dy
dedt = de ¥ T @ dy di

donc
A u dug,_ g"_'(‘_[‘i+9 f/if{l)
d=* — de dt \ dx oy dt
ou
‘du
6 dru l( dtr v ) die b
(6) E="a taa

En dérivant (6), on obtient de la méme maniere

du ) drn  dd >
(m v 3d (m V7o) du dv
=mgp - It T d

%:IZ“

(7)
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el apres
. (du 5) de ~a’()
4_@*"(%0, Gd(dt')(‘z.i
dzt dts 7
“die [ d0\? ‘du , d*h
haing Bhadd padall (A
d dt (cl.c) l ny d( de ,d.p!> du d*0
de T dt dt dz

On obtient les dérivées suivantes de la méme maniére. Nous allons

en chercher la loi.
En général, représentant par ¢, ¢, 6", ... les dérivées de par

rapport A z, on a

S COLICOLCOLRS

di-'n 3 e l[ L

(8) dot~t Ly des—! .

et par conséquent

dn ; de - 1' l{ ltBL-HU)I)m[() )p '|
Az :2 o die1 )
-1 —f_[ﬁ (10 d’ Y Qi L—1( g/ ym Q" \» -
| d Ldt(“dy ”( 1)+ Ad Q=L (hfym (9" )r, .
e =1
+((a |\ Ay ) e
dez! '
[ du/d0" 0" dy ' |
-t | — ko ym (Q7yp~—1 (" \q
@ _pdt<dx+dy @ )° (7 (F)P=H (8. I Q
+ dta____l - + [N ,
ou
: du i
diu ‘d [ dt pr () m@e. i
% = @
da—1t l dl()L 1 ol)m+l(0”)p J
+ & —
(9) | @ :
‘ de—! du AV ES N LAY ES N LAY/
| T O g e
+m - dt“"l ~
da— [@el (() )m(&' p—l(()”’)q-i—l . ..‘ . \'
TP i1 )
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Comparant cette formule & la formule (8), on voit que chaque terme
de (8) donne une somme de termes qu’on forme de celui-la en otant
une unité a l'exposant de chaque facteur 1, §, ', ¢", ... et en l'addi-
tionnant & celni du suivant, et donnant pour coefficient au terme I'ex-
posant qui a été diminué.

I’ordre de la dérivée par rapport & ¢ qui entre en chaque terme est
égal 4 la somme des exposants de 4, &, §”, ... dans le terme moins une

. 3 ’ . » ’
unité. En effet, cela est vrai pour la dérivée %ﬁ, et par la formule (g)

on voit que I'ordre de chaque dérivée angmente d’une unité dans le
([a -1y . d%u

passage de --—— i &

» ainsi que la somme des exposants de 6, §
VAR

Notis avons done, en remarquant que les dérivées de 6 d’ordre plus
grand que 7 sont nulles, la formule suivante,

o [(Ill 0"(0’)‘3(0”) (o(n._v])')l

diu i
pr *ZA - T

ol l oun doit donuer a a, £, 7, ..., A toutes les valeurs entiéres et posi-
tives qui satisfont & lequahon

a+af+3y+...+nk=1,
et ou b est donné par la formule
b+i=a+L+9+...+0

Ul ue nous reste qu'a déterminer le coefficient A. Pour cela nous
ferons

2 () =2l = .=00)=1

et nous anurons

du _ dt+tu th) dry dry\}
@—’“Z dy"+t drt) \dz") "

Mais on trouve dans le Caleul différentiel de M. Bertrand la for-



DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES EN UNE SERIE. 281

mule suivante, qui donne la dérivée d’ordre ¢ de u étant u=f{y)

Y =¢(z), (61’1)’ ( ary )l
dx?® dz»

d‘y a
div (.2 i_t_l_"_ﬁ dx
cﬁ—z et dyP 1.3, a(1.2)1.2...F (1.3...0)1.2...)
ol

e+a2f+...+nd=i, a+f+y+...+rA=b+1=p

La comparaison des deux formules précédentes méne 2 la valeur
de A qui, substituée dans la formule générale, donne la suivante

| R (e(""”)*]
12,0 T =

diu
W_era...zx1.9....;3><...><|.2 A(1.2)2(1.2.3).. Iy

Nous avons ainsi I'expression générale de la dérivée de u par rapport
4 o de la fonction (1).

Pour obtenir maintenant le développement de u en série ordonnée
suivant les puissances de &, nous emploierons la formule de Mac-

laurin
. du t(d’u 2 t (dPu\
u_u.,+(—(7;>ox+5 \3;;)0(2 +2.3(dx‘,>$ s ahRE)

et les coefficients seront donnés par la formule précédente, en y fai-
sant £ = 0.
Eny faisant donc x = o, nous aurons premiérement

u=flt), y=t T=p(.

Ensuite les formules

O=p(y)+2 ? 2 (¥) + oor + 2" gy,

0'=20,(¥)+ 3.2200,(y) + .. +n(n—1)2"9,(y),

6" =3. mpa( )+ A+ a(n—1)(r— 2)2"0,(v),
6-=n(n—1)...2.19,(7),

6(")=0
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donneront

b=0¢,(t), 6'=20,(¢), 0"=3.204(2), ... 6% V=n(n—1)...2.1%,(t),

G = G+ = G+ = | — o,

Nous aurons donc

(%).=/10)-pu00),
<£y_> __dtf'(t) [?x(t)]’ + 2f"(2)pa(2),

dz?

d3u d”t (O Al f () e4(t)02(¢

(W)o': kf(;E:P )] +6 U()i}ﬁ)?(ﬂ-*-()f’ (£)54(2).
En général

du 1.2, ddb 1 (e) Lo ()] [9* (). - [on ()
( ) 2 o 1 ¢ Pa(t)] ,

dzt LaXTI.2...8%. .. XT1.2...Adt

ou I'on doit donner a a, §, 7, ..., A toutes les valeurs entiéres et posi-
tives qui satisfont a I'équation

a+ 28437+ +nh=1
et ou b est donné par la formule
b+i=a+B+7+...+1

Nous avons donc la formule

_ z" if (&) Lo (O] . - [9a (O
=fe) +xf tp.(t) + ... + x.z...nzt.z...z xx.a.f.ﬁx...xx.a...)\dt

qui contient comme cas trés particulier celle de Lagrange.
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